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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 


Έπι τής άξίας τοΰ παρόντος βιβλίου, θα ήχο περιττή νομίζο- 
μεν πάσα, μαχρά ή βραχεία, σχετική διαφώτισις τοΰ ά να γνώστου, 
έπειδή άμφίβάλλομεν έάν υπάρχουν πολλοί έπι στη μονές των 
Θετικών Επιστημών τής τελευταίας πεντηκονταετίας, οίτινες νά 
μήν είναι εΰχαρίστα>ς πρόθυμοι νά δμολογήσουν τάς υπηρεσίας 
τάς όποιας τους προσέφερεν, κατά τάς προπαρασχευαστιχάς με- 
λέτας των διά τήν σπουδήν τοΰ είδιχοϋ κλάδου δν ήχολοΰθησαν 
άργότερον, τό τόσον έπαγωγιχόν, τόσον μεθοδικόν χαι τόσον 
πλήρες είσαγωγιχόν αυτό βιβλίον είς τήν Γεωμετρίαν. 

Αλλά χαΐ άργότερον, όσοι έχ τούτων έπεδόθησαν είς μελετάς 
θεωρητιχωτέρας έπΙ τής Γεωμετρίας — ή χαι στενώτερον έπαγ- 
γελματιχάς, ώς οί χαθηγηταί τών Μαθηματικών τής Μέσης Έχ- 
παιδευσεως — έπανειλημμένως, πιστεύομεν, θά άπέσπασαν τής 
βιβλιοθήκης των τόν δγχώδη αυτόν τόμον χαί μετά άγάπης, 
προσοχής χαι πολλής πάντοτε ώφελείας θά διεξήλθον μεριχάς 
σελίδας τοΰ έργου, ή θά συνεβουλευθησαν μεριχάς προτάσεις 
του χαί μάλιστα, Ιδιαιτέρως, τάς άπό πόσης άπόψεως περίφη¬ 
μους χαι πολλάχις έξονυχιστιχάς τοΰ ζητήματος σημειώσεις, αΐ 
όποΐαι συνοδεύουν τό πλεΐστον σχεδόν τών διαλαμβανόμενων θε¬ 
μάτων είς τό βιβλίον αυτό. 

Διά τους λόγους αΰτοΰς, περιοριζόμεθα ήμεΐς ένταΰθα είς με- 
ριχά; άπλάς μόνον υποδείξεις, Ιπί τοΰ τρόπου καθ’ δν νομίζο- 
μεν δτι ή μελέτη τοΰ βιβλίου αΰτοΰ θά άποβή ώφελιμωτέρα. 

α) Κατ’ άρχήν, ή ΕΙααγωγη θά πρέπει νά μελετηθή κατόπιν 
μιας, άρχετά πλήρους, προηγούμενης μελέτης ενός χαλοΰ διδαχτι- 
χοΰ βιβλίου τής Στοιχειώδους Γεωμετρίας — χαΐ μάλιστα, κατά 
τό δυνατόν, καί τών στοιχείων επί τών κωνικών τομών καί τοΰτο 
επειδή πλεΐσται δσαι τών μεθόδων άποδείξεως θεωρημάτων, λύ- 
σεως προβλημάτων κλπ., άναφέρονται έπι τοΰ συνόλου τών προ¬ 
τάσεων Στοιχείων τής Γεωμετρίας, ώς καί έπι θεμάτων άνηχόν- 
των είς τό VIII βιβλίον (χωνιχαί τομαί). 

β) Αί ασκήσεις τών επομένων βιβλίων (I — VII), δΰνανται 
νά μελετώνται κατόπιν τής άναγνώσεως τοΰ αντιστοίχου βιβλίου. 
Αί κατά τήν λΰσιν αυτών παραπομπαί είς επόμενα βιβλία χαλόν 



Η 


είναι νά κρατώνται είς σημειώσεις, ώστε, προΐούσης τής μελέτης, 
νά καθίσταται δ Αναγνώστης Ενήμερος της σημασίας τών προη¬ 
γουμένων αύτών παραπομπών. 

γ) Είναι αυτονόητον, Οτι δ Αναγνώστης τοϋ βιβλίου, δ Επι- 
θυμών να προσπορισθη έξ αύτοΰ τήν μεγίστην δυνατήν ωφέ¬ 
λειαν, δέν θά πρέπει νά παραλείπη νά δίδη καί δ Ιδιος συμπλη¬ 
ρωματικός Αποδείξεις, δταν τούτο τού είναι δυνατόν, τών μελε- 
τωμένων Ασκήσεων, παραλληλίας πρδς έχείνας τού κειμένου, 
Επειδή καί δταν αΰται ύστερούν τών Αναγραφομένων είς βραχύ¬ 
τητα ή κομψότητα, Αναπτύσσουν πάντοτε τήν πρωτοβουλίαν καί 
Ασφαλίζουν τήν κατοχήν τού θέματος. 

Θά πρέπει Ακόμη νά σημειωθή δτι ή παρούσα έργασία είναι 
μηάφοασις δσον τό δυνατόν πιστή τού γαλλικού κειμένου καί 
Απηλλαγμένη πάσης προσωπικής έπεμβάσεως τού μεταφραστού (*), 
Ιπειδή μίαν τοιαύτην πρωτοβουλίαν και Ανεπιθύμητον θά τήν 
έθεώρει ουτος Αλλά καί Ασέβειαν προς τό κείμενον καί είς τήν 
παμψηφίαν σχεδόν τών περιπτώσεων τουλάχιστον περιττήν. 

Έπιβεβλημένην έξαίρεσιν τού κανόνος τούτου Αποτελούν αί 
πολυάριθμοι υποσημειώσεις εις τό χείμενον (Σημ. μη.), τάς 
δποίας έθεωρήσαμεν Απαραιτήτους διά τήν σαφήνειαν, χατανόη- 
σιν πληρεστέραν τών Αναγραφόμενων Αλλά καί πρός Απόδειξιν 
μερικών Αναποδείχτων προτάσεων. Τάς τοϋ τελευταίου τούτου 
είδους υποσημειώσεις παρεθέσαμεν μόνον δσάχις ήδυνήθημεν νά 
δώσωμεν Αποδείξεις τών Ιν λόγψ προτάσεων συντόμους (**). 

Ιδιαιτέρως εΰχαριστοΰμεν τόν σεβαστόν συνάδελφον κ. Θεό¬ 
δωρον Γεροντόπουλον, Διευθυντήν Κοργιαλενείου καί Άναργυ- 
ρείου Σχολής Σπετσών, μεταφράσαντα τό VI Βιβλίον τοϋ παρόν¬ 
τος Εργου καί τήν Δ ΙΒα Ελένην Τσιόκου, Έπιμελήτριαν Ε.Μ.Π. 
ήτις μετέφρασεν τμήμα Ιχ τής είσαγωγής (μέχρι σ. 96). 

Τέλος έξαιτούμεθα τήν Επιεική χρίσιν τοϋ Αναγνώστου διά 
τυχόν μιχράς τυπογραφικός Αβλεψίας — μοιραίας Αλλωστε είς 
Εργα τοιαύτης έχτάσεως. 

Δ. ΓΚΙΟΚΑΧ 


(*) Εκτός σπανιωτάτων τινών Εξαιρέσεων — ώς έπί τό έλληνιχώτερον 
άποδόσεως φράσεων τινών, συντομεύσεων, Επεξηγήσεων (τών τελευταίων 
Εντός Αγκυλών) χλπ. 

(*·) Εκτός δύο ή τριών Εξαιρέσεων (Βλ. είς τό τέλος τού VII βιβλίου) 




ΙΣΤΟΡΙΚΑΙ ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 


Εύθύς ώς ήρχισαν οΐ άνθρωποι νά σκέπτωνται, έδημιουργήθη 
ή άνάγκη νά Εκτιμήσουν διάφορα μεγέθη καί Εξέλεξαν πρός τόν 
σκοπών αύτών καταλλήλους μονάδας. Δέν είναι άνάγκη νά άνα- 
ζητήσωμεν τήν άρχήν τών Εννοιών τού χώρου, του μεγέθους, τοΰ 
άριθμοό καί είναι άδύνατον νά προσδιορίσωμεν τήν ήμερομηνίαν 
τών πρώτων Ανακαλύψεων τών σχετικών μέ τάς ιδιότητας τών 
σχημάτων, Έν τούτοις, πιστεύεται γενικώς δτι ή λεγομένη Γεωμε¬ 
τρία Εσχε τήν γένεσίν της παρά τοΐς Χαλδαίοις καί τοΐς ΑΙγυ- 
πτίοις. 'Ο Ηρόδοτος, ό πατήρ τής Ιστορίας, Αναβιβάζει τήν άρχήν 
τής έπιστήμης ταύτης εις τήν έποχήν καθ' ήν ό Σέσωστρις κατέ- 
νειμεν τάς γαίας μεταξύ τών κατοίκων τής ΑΙγύπτου. Ό Αριστο¬ 
τέλης τοποθετεί όμοίως εις αύτήν τήν χώραν τό λίκνον τών μα¬ 
θηματικών. 

Όφείλομεν νά εΐπωμεν έν τούτοις δει ή Ελλάς είναι ή άλη- 
θής «πατρίς τής Γεωμετρίας», διότι εις αύτήν ή Γεωμετρία έκαλ- 
λιεργήθη έντατικώς, έν αύτή εΐβον τό φώς σημαντικαί άνακαλύ- 
ψεις καί έταξινομήθησαν τά έπιτευχθέντα άποτελέσματα, εις τρό¬ 
πον ώστε νά σχηματίσουν Εν έπιστημονικόν (*) σύστημα. 

Κατά τόν ΣΤ αιώνα π. X. ό Θαλής, ό έκ Φοινίκης, μεταβαίνει 
νά διδαχθή εις τήν Αίγυπτον, όπου καί μετρεϊ τό ύψος τών πυρα¬ 
μίδων διά τής σκιάς των. Φέρει τήν Γεωμετρίαν εις τήν Ελλάδα, 
Ιδρύει εις Μίλητον τήν Ιωνικήν σχολήν καί πλουτίζει τήν Επιστή¬ 
μην μέ πολλά θεωρήματα έπί τοΰ Ισοσκελούς τριγώνου, τής εγγεγραμ¬ 
μένης γωνίας καί τών όμοιων τριγώνων. 

Πυθαγόρας (γεννηθείς εις Σάμον, περί τό 580 π. X.). Είναι ό 
πλέον Ενδοξος όπαδός τοΰ θαλοΰ. Έταξίδευσεν καί αύτός εις 
Αίγυπτον καί Ινδίας καί κατόπιν άπεσύρθη εις Ιταλίαν, δπου 
ΐδρυσεν τήν περίφημον Σχολήν του. Εις αυτόν όφείλεται ή άπό- 
δειξις τοΰ άουμμέτρυυ τής διαγώνιου Ενός τετραγώνου, συγκρινο- 
μένης πρός τήν πλευράν αύτοΰ, ή θεωρία τών χανονιχών σωμάτων, 
τό θεώρημα τοΰ τετραγώνου τής νποτεινοναης τοϋ όρθογωνίου τριγώ¬ 
νου καί τό πρώτον σπέρμα τής θεωρίας τών ΐοοπεριμίιρων. 


(*) Σ η μ. μ ε χ. Αί γνώσεις τών Χαλβαίων, Άααυρίων. Αιγυπτίων καί 
τών άλλων Ανατολικών λαών ήσαν εμπειρικοί, όχι μόνον όσον άφορα 
τήν Γεωμετρίαν άλλα καί τήν Αστρονομίαν καί τας άλλας θετικός Έπι- 
στήμας. Ή Επιστήμη, μέ τήν σημασίαν τήν οποίαν ό όρος έχει σήμερον, 
έγεννήθη εις τήν Ελλάδα - είδικώτερον ή Γεωμετρία, ό κλάδος ούτος τών 
Μαθηματικών Επιστημών, θεμελιούται ώς κατ' εξοχήν Επιστήμη, αυτοτε¬ 
λής, πλήρης, στερουμένη αντινομιών καί στηριζομένη έπί πρώτων εν¬ 
νοιών καί αξιωμάτων. Αί πρώται αύται έννοιαι έχουν αφορμήν τήν 
έμπειρίαν, από τήν όποιαν προκύπτουν διά συνεχών αφαιρέσεων, τά δέ 
αξιώματα είναι προτάσεις αϊτινες ορίζουν οχέσεις μεταξύ τών πρώτων 
εννοιών. 



IV 


Άνκξαγδρκς ό Κλαζομένιος (θανών περί χδ 430 π. X.). Είναι δ 
πρώτος άσχοληθείς μέ τόν τετραγωνισμόν τοΟ κύκλου. 

Ίηνχοκράχης ό Χίος (περί τδ 450 π. X.). Ήσχολήθη μέ τός αύ- 
τάς έρεύνας, καθώς Επίσης καί μ£ τήν μελέτην τοΟ προβλήματος 
τοΟ δικάααιαομοΟ τσϋ κύβον, καταστάς Ενδοξος διά τοΟ τετραγωνι¬ 
σμοί) τών μηνίσκων, τούς όποίους έπενόησεν. 

ΠΧάτων (430 — 347 π. X.). Έμαθήτευσεν κατ' άρχάς έν Αίγύπτιρ 
καί κατόπιν πλησίον τών Πυθαγορείων. Έπανελθών ε(ς Αθήνας 
Τβρυσεν τήν Ακαδημίαν. Είσήγαγε είς τήν Γεωμετρίαν τήν 4*αέν- 
τικήν μίύχϊδον, τάς κωνικός χαμός, τήν θεωρίαν τών γεωμετρικών 
τόπων καί Εδωσε μίαν γραφικήν λύσιν τοΟ προβλήματος τοΟ 
ΛικΧααιααμον τσϋ κύβου. Έθεώρει τδν θεόν ώς ά»1 γιαμιτροϋντα καί 
άνέγραψςν ίπί τής θύρας τής Σχολής του «Ούδείς νά είσέλθη έάν 
δέν είναι γεωμέτρης» (*). 

'Αρχύτας ό Πυθαγόρειος (γεννηθείς είς Τάραντα, περί τδ 430 
π. X.). Είναι ό πρώτος άσχοληθείς μέ καμπύλην διχίής καμκυΐίτη- 
χος, έπ’ εύκαιρίφ τοΟ προβλήματος τών δύο μισών άναλόγων, είς τδ 
όποίον δ Ιπποκράτης άνήγαγεν τδ πρόβλημα τοΟ διπλασιασμού 
τοΟ κύβου. 

Κατά τήν αύτήν έποχήν ό ΔοινΛοτρατος, μαθητής τοΟ Πλάτω¬ 
νος, Ελυσεν τδ πρόβλημα τής τριχοτομήσεως τής γωνίας, ττ) βοη- 
θεΐφ μιδς καμπύλης, τήν όποίαν ώνόμασεν τπραγωνίζονοαν. 

Περατνς. Ήρεΰνησεν τάς Ιδιότητας τών σπειροειδών, δηλ. τών 
γραμμών κατά τάς όποίας Εν Επίπεδον τέμνει τήν δακτυλιοειδή 
Επιφάνειαν τήν καλουμένην απνίραν. 

ΕνκΙχϋης (περί τδ 285 π. X.). Έδίδαξεν είς Αλεξάνδρειαν καί 
συνέταξεν τά Στοιχιϊα τής Γιωμτχρίας, είσαγαγών τήν μέθοδον τής 
είς άτοκον άκαγωγής. 

Τά Στοιχεία περιλαμβάνουν δέκα τρία βιβλία, είς τά όποια 
πρέπει νά προσθέσωμεν Ετερα δύο, άποδιδόμενα είς τδν "Τψτ- 
κΐήν, Αλεξανδρινόν γεωμέτρην, ζήσαντα 150 Ετη μετά τδν Εύ- 
κλείδην. Τά Εξ πρώτα βιβλία πραγματεύονται τά Επίπεδα σχήματα, 
τά τέσσαρα Επόμενα, Ονομαζόμενα αριθμητικά, πραγματεύονται 
Ιδιότητας τών άριθμών καί τά πέντε τελευταία άναφέρονται είς τά 
Επίπεδα καί στερεά σχήματα. Είς τά Γυμνάσια διδάσκονται τά Εξ 
πρώτα βιβλία καί τά Ενδέκατον καί δωδέκατον. 

■Οφείλεται Επίσης είς τδν Εύκλείδην Εν βιβλίσν, φέρον τδν 
τίτλον περί Λβδομένων. Έγραψεν έπί τών χωνικών τομών καί άφησε 
τρία βιβλία κιρι Πορισμάτων, τά όποια δέν Εφθασαν μέχρις ήμών. 

Αρχιμήδης (287 — 212 π. X.). Ήσχολήθη είδικώς μέ τήν Γτωμε- 
τρίαν τής μιτρήοτως. Έτετραγώνιοεν τήν παραβολήν, έμελέτησεν 
τάς σπειροειδεΐς. Εδωσεν τήν Εκφρασιν τών Λγκων τμημάτων 
Ελλειψοειδών καί ύπερβολοειδών, τήν πρότασιν τής σφαίρας 
καί τοΟ περιγεγραμμένου κυλίνδρου καί τόν λόγον τής περι¬ 
φέρειας πρός τήν διάμετρον. Κληροδοτεί είς τάς Επομένας γενεάς 


(*) Σημ. μ ε τ. Ή αναγραφή πλήρως είχεν ώς εξής: «Μηίείς Αγεω¬ 
μέτρητος είσίτ» μου τήν στέγην, ήγουν μηβείς άβιχος παρεισερχέοθω 
τήΒ», βίχαιον γάρ καί ίσότης έατί Γεωμετρία». 
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βχι μόνον Ινα μεγάλον Αριθμόν νέων θεωρημάτων, άλλά καί τήν 
μέθοδον δι' ΙξαντΧήοετος. 

"Απολλώνιος (περί τό 247 π. X.). Έπραγματεύθη τήν Γεωμετρίαν 
τής θίοιως, δηλαδή τής μορφής καί τής σχέσεως τών σχημάτων. 
Είς αΰτόν όφείλεται τό Εργον περί κωνικών, ε(ς όκτώ βιβλία. Έξ 
αύτών Επτά έσώθησαν· τό δγδοον άπεκατεστάθη Οπό τοΟ Αστρονό¬ 
μου Ηαΐΐεγ, τό 1646, βάσει πληροφοριών τοΟ Πάππου. Τό Εργον 
του Οπήρξεν ή αΙτία νά τοΟ δοθή ή επωνυμία τοΟ «και’ Ιξοχήν γεω- 
μίτρον·. Ευρίσκει τις έκεϊ τάς κυριωτέρας Ιδιότητας τών Ιοτιών, τό 
σπέρμα τών θεωριών τών χολικών, τών ΐξβιλιγμένων, τών μεγίστων 
καί /Ιαχίατων. 

Μετά τά μεγάλα Ονόματα τοΟ Άρχιμήδους καί τοΟ Απολλώ¬ 
νιου πρέπει νά περιορισθή τις είς τό νά άναφέρη ταχέως μερικούς 
Αλλους γεωμέτρας. 

Λ* κομήδης (150 π. X.). Είναι γνωστός άπό τήν κογχοειδή καμπύ¬ 
λη*, ή όποια έπιτρέπει τήν λύσιν διά μιάς μηχανικής μεθόδου τοΟ 
προβλήματος τών δύο μέσων άναλύγων, ώς Επίσης και τοΟ τής τρι- 
χοτομήσεως τής γωνίας. 

"Ιππαρχος (περί τό 150 π. X.). Έθεώρησεν τήν οτερεογραφική* κρο- 
βολήν καί ήσχολήθη μέ τά σφαιρικά τρίγωνα. 

Μενέλαο; (περί τό 80 π. X.). Είς τό βιβλ(ον του κερί σφαιρικών 
άνεκάλυψεν πολλάς τών Ιδιοτήτων τών σφαιρικών τριγώνων καί 
Εδωσεν ώς λήμμα τό θεμελιώδες θεώρημα τής θεωρίας τών όια- 
τεμνουοών. 

Πτολεμαίος (περί τό 125 π. X.). Είς τήν μαθηματικήν του σύντα¬ 
ξιν, Εδωσεν τό πρώτον σύγγραμμα ενθνγράμμου καί σφαιρικής τριγω¬ 
νομετρίας καί τό όποιον διεσώθη μέχρις ύμών. 

Πάετετος (περί τό τέλος τοΟ 6ου μ. X. αίώνος). Συνεκέντρωσεν 
είς τάς μαθηματικός σύλλογός του τάς Ανακαλύψεις τών πλέον δια- 
σήμων μαθηματικών καί πλήθος προτάσεων καί λημμάτων, 
προοριζομένων νά εύκολύνουν τήν άνάγνωσιν τών Εργων του. 
ΤοΟ όφείλομεν τό περίφημον θεώρημα τών (Πάππου - ΟιιΜϊη) καί 
τήν πρώτην μνείαν τοΟ άναρμονικοΰ λόγου. 

ΔιοκΧής. Εφευρίσκει τήν χιοοοειδή, διά νά λύση τό πρόβλημα τών 
δύο μέσων άναλόγων- άλλά ή μηχανική γραφή τής καμπύλης ταύ- 
της όφείλεται είς τόν Νεύτωνα. 

Τούς μεγάλους γεωμέτρας διαδέχονται μερικοί σχοΧιαοιαί. κατά 
τό μάλλον ή ήττον πρωτότυποι καί φθάνομεν είς τήν περίοδον 
σταοιμότητος, ήτις διήρκεσεν μέχρι τοΟ 16ου αίώνος. 

νϋΐε (1540— 1643). Ήνοιξε τήν νέαν Εποχήν τής έπιστήιιης, συ- 
νεπλήρωσε τήν αναλυτικήν μέθοδον τοΟ Πλάτωνος τή βοηθεϊςι τής 
Άλγέβρας. κατεσκεύαοε γραφικώς τάς Εξισώσεις τοΟ δευτέρου 
καί τρίτου βαθμοΟ, προπαρασκευάσας οϋτω τόν δρόμον είς τόν 
Καρτέσιον καί έτελειοποίησε τήν σφαιρικήντριγωνομετρίαν. 

Κερί** (1571—1631). Είς τό Εργον του ΝοιινεΙΙε ΒΙέΓέοχηέΙνϊε 
είσήγαγε τό πρώτον τήν Εννοιαν τοϋ Απείρου είς τήν Γεωμετρίαν, 
Εκαμε παρατηρήσεις Επί τοΟ μηδενισμοΟ τής αύξήσεως μιάς μετα¬ 
βλητής είς τό μέγιστον ή είς τό έλάχιστον αύτής καί Εδωσε μίαν 
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γραφικήν μέθοδον διά τόν -προσδιορισμόν τών συνθηκών μιάς 
Εκλείψεως τοΟ ήλΙου. 

ϋαναΐΐση (1598 —1647). Έδημοσίευσε τό Ιργον (ΧοτηΗΗβ άβ» 
ίηάϊνίιΛΙα (Γεωμετρία τών Αδιαιρέτων). ΕΙς τό Εργον τοΟτο Εθεώ- 
ρησεν τά στερεά ώς άποτελούμενα άπό μίαν άπειρίαν Επιπέδων 
καί τά Επίπεδα ώς συνένωσιν μιάς άπειρίας γραμμών. Ή γόνιμος 
αΟτη (δέα, παρά τήν Ανακρίβειαν τής ύποθέσεως έφ' ής στη· 
ρίζεται, Επιτρέπει νέους Απολογισμούς τών Επιφανειών, τών όγκων 
καί τόν γεωμετρικόν προσδιορισμόν τών κέντρων βάρους. 

ΟυΙάϊπ (1577 — 1643). Άνεκάλυψε τά περίφημα θεωρήματα τά 
όποια φέρουν τό όνομά του καί τά όποια βραδύτερον εύρέθησαν 
είς τό Εργον τοΟ Πάππου. 

Οτίμοΐτσ </« ίαίηΐ - νΐηαηί (1584 — 1667). Έτελειοποίησε τήν μέ¬ 
θοδον 6Γ έξαντλήσεως τοΟ Άρχιμήδους καί δυνάμεθα εύλόγως 
νά είπωμεν δτι τό μικρόν διαφορικόν τρίγωνον, τό όποιον Εμφα¬ 
νίζεται μεταξύ τής καμπύλης καί τών δύο διαδοχικών πλευρών 
τοΟ Ενός έκ δύο πολυγώνων, έγγεγραμμένον ή περιγεγραμμένον, 
ώδήγησε τούς Βαττονν, 1>είδπΐζ καί τόν Νεύτωνα είς τόν άπειροστι- 
κόν λογισμόν. 

ΚοΙκεναΙ (1602—1673). “Εδωσεν μίαν μέθοδον, διά τής όποίας 
δυνάμεθα νά φέρωμεν έφαπτομένας πρός ώρισμένας καμπύλος. 
Ή μέθοδος αϋτη στηρίζεται έπϊ τής θεωρίας τών συνθέτων κινή¬ 
σεων, είσαχθείσης είς τήν μηχανικήν ύπό τοϋ Γαλιλαίου. 

ΡΐΓτηαΐ (1590— 1663). Έδημοσίευσεν τήν ώραίαν μέθοδον τών 
μεγίστων καί Ελάχιστων, είσαγαγών διά πρώτην φοράν τό άπει¬ 
ρον εις τούς ύπολογισμούς. όπως ό Κερίετ τό είσήγαγεν είς τήν 
καθαράν Γεωμετρίαν. Επίσης Ανυπέρβλητον Εργον αύτοΰ είναι ή 
Τ/ιέονίβ άΐί ηοτηόΓβί. 

Οπαπ]υα (1593— 1662). Έπεξέτεινεν είς τάς κωνικός τομάς 
τάς Ιδιότητας του κύκλου, αί όποϊαι χρησιμοποιοΟνται ώς βάσεις 
τοϋ κώνου, του όποίου μελετώμεν τάς τομάς. Έθεώρησεν τάς πα¬ 
ραλλήλους ώς τεμνομένας είς τό άπειρον καί Εδωσεν τό θεμελιώ¬ 
δες θεώρημα τής ίνεΐίξεως εξ σημείων, θεωρών μίαν εύθεϊαν τέ- 
μνουσαν μίαν κωνικήν τομήν καί Εν τετράπλευρον έγγεγραμμένον 
είς αύτήν. Είς αύτόν Επίσης όφείλεται καί τό θεμελιώδες θεώρημα 
τών δύο όμολόγων τριγώνων. 

ΡαιεαΙ (1623 — 1662). Έγραψεν είς ήλικίαν δέκα Εξ έτών τό 
Εργον του ΤταϊΙέ άβ$ ίεείίοπί οοηίηαεβ. Είς ήλικίαν δέκα όκτώ έτών 
τάς άνακαλύψεις του έπί τής χνχλοε >4οδς καί Εδωσεν τό περίφημον 
θεώρημα του μνατιχοΰ ίξαγράμμαυ, σχετικώς πρός τήν Ιδιότητα τοΟ 
Εγγεγραμμένου είς μίαν κωνικήν έξαγώνου. 

ϋασανίπ (Καρτέσιος, 1596 — 1650). Μέ τήν άνεκτίμητον σΰλ- 
ληψιν τής Εφαρμογής τής άλγέβρας είς τήν θεωρίαν τών καμπύ¬ 
λων, μετέβαλεν άληθώς τήν όψιν τών μαθηματικών Επιστημών. Ή 
Φυσική καί ή Άλγεβρα καθ’ έαυτήν ώφελήθη μεγάλως άπό τήν 
εισαγωγήν τών συντεταγμένων καί ή άνάλυσις έπλουτίσθη μέ τήν 
μέθοδον τών Απροσδιορίστων συντελεστών. 

Ή άναλντιχη μί&ο&ος τοΰ Καρτεσίου έκαλλιεργήθη έξ άλλου ύπό 
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μεγάλου Αριθμού γεωμετρών, Εκ τών όποιων περιοριζόμεθα νά 
άναφέρωμεν όλίγους τινάς. 

Ρΐ νίϊη (1625 —1672). "Εδωσεν μίαν όργανικήν κατασκευήν 
τών κωνικών. 

\ΥαΙΙΐϊ (1616— 1703). Είναι ό πρώτος γράψας Εν «7Υαϊ1Ε αηα- 
Ιι/ΙίηΗβ άεΛ αοίίοη» σοηίηυα». 

νϊυϊαηΐ (1622—1703). Έθεσεν τό πρόβλημα τού Ακριβώς τετρα- 
γωνισίμου σφαιρικού θόλου. 

Ηυχ&ηϊ (1629 —1695). Πολλαπλώς Ενδοξος, Εδωσεν τήν θεω¬ 
ρίαν τών ίξειλιγμίνων, είσήγαγεν τήν Αρχήν τής Βιατηρήσεως τών 
ίρεοοών ίνήμιωψ καί Εδημοσίευσεν τό Εργον ΤηίΙΑ άβ Ια Συτηϋτΐ. 

Ζ.Λ Ηϊη (1640— 1718). Συνεχιστής τών θεωριών τοΟ Καρτεσίου 
καί τοΟ Ρββεεί, Εδωσεν μίαν νέαν μέθοδον διά τάς τομάς κωνικών 
καί κυλινδρικών Επιφανειών, Ιν ύπόμνημα έπί τών Ιχιχνχλοειβών 
καί, τό 1685, τό μέγα ίργον αύτού « ΤταίΙέ άβ» ββε(ϊοη« αοηίηνα»· ■ 

Νειυίοη (Νεύτων, 1642 — 1727). Μέγας γεωμέτρης. ΈΒημοσίευ- 
σεν τό ίργον ΣΆΓΪίΗτηέΙίηαβ ιιηίοετβεΙΙβ, ύπόδειγμα τέλειον τής 
εφαρμογής τής μεθόδου τοΰ Καρτεσίου, εις τήν λύσιν τών γεωμετρι¬ 
κών προβλημάτων καί τήν κατασκευήν τών ριζών τών Εξισώσεων. 
Τό μέγα ίργον του, Σε* Ρπηοίρβί, περιλαμβάνει μέγαν Αριθμόν 
προτάσεων τής καθσράς Γεωμετρίας ώς καί έπί τοΰ ύπολογισμοΰ 
τών τόξων τών έπικυκλοειδών. Ή σημασία δλων τούτων έν τούτοις 
ώχριά ένώπιον τής άνακαλύψεως τοΰ άΜιροαιιχοϋ λογισμού, τής 
όποιας τήν δόξαν διεκδικεϊ ό Νεύτων Από τόν λ,εΐδηίζ. 

λείόηίε (1646—1716). Είναι ό κύριος συγγραφεύς τών θαυμα¬ 
στών Αποδοτικών μεθόδων, τάς όποιας ώνόμασεν διαφορικόν λογι¬ 
σμόν καί Λλοχληρωτικόν λογισμόν. Ό διαφορικός λογισμός Εφαρμόζε- 
ται κυρίως εις τόν προσδιορισμόν τών έφαπτομένων καί τών μεγί¬ 
στων καί Ελάχιστων. 'Ο όλοκληρωτικός λογισμός Εφαρμόζεται εις 
τούς τετραγωνισμούς Επιφανειών, κυβισμούς όγκων καί ύπολογι- 
σμούς μήκους τόξων καμπύλων. 

ΗαΙΙνν (1646— 1742). ΔΕν είναι μόνον διάσημος Αστρονόμος 
άλλά καί διακεκριμμένος γεωμέτρης. Εις αύτόν όφείλομεν τήν με- 
τάφρασιν καί άποκατάστασιν τών πλείστων Εργων τοΰ Απολλώνιου. 

Λίαε/αιιεϊπ (1698— 1746). ΕΙς τό Ιργον του -ΤΥαίΜ άε» (Ιηχίοηί 
άποδεικνύει τήν μεγάλην ωφέλειαν πού δύναταί τις νά Αποκόμιση 
Από θεωρήσεις καθαρώς γεωμετρικός διά τήν μελέτην θεμάτων 
σχετικών μέ τήν Ελξιν τών Ελλειψοειδών. 

Β· 5ϊηιιοη (1687— 1768). Εις τό Ιργον του ΤταίΙέ <λΐ3 εοηίρηε», 
Εδημοσίευσεν τά θεωρήματα τών ΟεβαΓβΐιβ* καί Ρα$ο1, όμοίως 
τό πρόβλημα τοΰ Πάππου αά ημαΐηοτ Ιίηεαί καί ήσχολήθη νά 
άνακαλύψη τά πορίσματα τοΟ Εύκλείδου. 

ΟΙ ΒΐΓηου/Ιϊ Εφήρμοσαν πρό πάντων τόν άπειροστικόν λογισμόν. 

λαερυπ ΒντηουΙΙϊ (1654— 1705). Είναι εΤς Εκ τών πρώτων χρη- 
σιμοποιησάντων τόν όλοκληρωτικόν λογισμόν. Έμελέτησεν τήν 
λογαριθμικήν Ελικα. 

ΘΕαρκ^νιος ΓΗορί/ηΙ (1651 — 1704). "Εδωσεν τήν θεωρίαν τών 
άπειροστών. 
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Χοαη Β*τηοαΙΙϊ (1667 — 1748). Εφάμιλλος τοΟ άδελφοΟ του 
Τεοςαβε, προέτεινε τό πρόβλημα τοΟ βραχυατοχρότον. ΈπΙοης έμε- 
λέτησεν τό πρόβλημα τών Ιοοχιριμέτρωτ. 

Περιοριζόμεθα είς τό νό άναφέρωμεν τό όνόματα τοΟ ΚΜ· 
(1652 — 17491 καί τοΟ άλγεβρικοΟ του θεωρήματος, τοΟ Κΐααίΐ 
(1676 —1754), τοΟ όποίου τό όνομα φέρει μία διαφορική έξίσωσις, 
τοΟ ΤαχΙοτ (1685—1731) και τής σιιρά: χον, τοΟ Μοίντ* (1667—1756), 
τοΟ Οοί»* (1682 —1716) καί τών θεωρημάτων του, τοΟ Οταην 
(1704 — 1752) καί τοΟ Ιργου του ΙηΙνοάνβίχοη ά Ι'αηαΙυ»* ά*» εοκτόβ· 
αΙρόότίφΜβι. διά νά φθάσωμεν ε(ς Ινα έκ τών μεγαλύτερων άνα- 
λυτών. 

Ει ι/·γ (1707 — 1783). ΈδημοοΙευσεν τό Ιργον του ΙιχΙτοάιαίχοη ά 
Γαηαίμεβ άβ» χηβηχ» καί μέγαν άριθμόν Οπομνημάτων έπΐ διαφό¬ 
ρων περιοχών τών μαθηματικών Επιστημών. 

ΟΙαΪΓαυί (1713—1765). ΕΙς ήλικίαν δέκα Εξ έτών Εγραψεν τό 
Ιργον του Ττα\14 άβ» βουβδ*» ά άον Μβ «οκγ6ηγ« καί έξέθεσεν διά 
πρώτην φοράν, μέ Ινα τρόπον μεθοδικόν, τήν θεωρίαν τών συντε- 
τοτγμένων τοΟ χώρου, έφαρμόζων αύτήν ε(ς τάς καμπύλος Επιφα¬ 
νειών καί είς τάς καμπύλας διπλής καμπυλότητος αΐτινες προκύ¬ 
πτουν έκ τής τομής των. 

ΟΆΙ»πιΙ>»τί (1716— 1783). Είναι κυρίως γνωστός άπό τό Ιργον 
του Τπαχίά άβ άχ/ηαηχχηιιβ. 

ΕαπιΕττί (1728 — 1777). ΈδημοοΙευσεν τό Ιργον του ΤταχΜ άβ 
ρβηρββίχυβ καί τό Τταχίέ ςίοτηίίπηιιβ άβ οοτηέίβ». 

Βιζουί (1730—1783). Γνωστός άπό τό Ιργον του Οοαη οοηιρίβί 
άβ πιαΙΜπχαΙίηιι*». 

Εαρταηο* (1736 — 1813). Συγγραφεύς τοΟ Εργου Μίβαηχηαβ αηα- 
Ιχ/Οηχιβ κοί τοΟ ϋαίβχιI άβ» ναηαΐχοη». 

ΙαρΙβί» (1749 — 1827). ΕΙς αύτόν Οφείλεται μ4γας άριθμός Ερ¬ 
γασιών τής άναλύσεως καί τής Ούρατίου Μηχανικής. 

Ή δύναμις καί ή γονιμότης τών άναλυτικών μεθόδων έξήσκη- 
σαν Εκτοτε τοιοΟτον θέλγητρον 4πΙ τών διανοιών, ώστε δέν έκαλ- 
λιέργουν πλέον, οΟτως είπειν, τήν καθαρόν Γεωμετρίαν. Ή άφύ- 
πνισις συνετελέσθη περί τό τέλος τοΟ 18ου αΐώνος καί έπανέφε- 
ρεν τήν προσοχήν έπΐ καθαρώς γεωμετρικών μεθόδων. 

Μοηφ (1746 —1818). Συνήνωσεν τά στοιχεία τών διεσπαρμένων 
κατασκευών ε(ς τά Εργα τοΟ Όβεαι-ςιιεε, τοΟ ΡγΕ^ϊεγ καί τών δια¬ 
φόρων πρακτικών καί ΐδρυσεν τήν παραστατικήν Γεωμετρίαν. 
Άνήγαχεν οΰτω ε(ς Ενα μικρόν άριθμόν άναλλοιώτων άρχών καί 
κατασκευών, ώρισμένων καί εύκόλων, όλας τάς γεωμετρικός πρά¬ 
ξεις, αΐ όποϊαι είναι δυνατόν νά παρουσιασθοΟν είς τήν κοπήν 
τών λίθων, τών οίκοδομικών ξύλων; τήν προοπτικήν καί τήν γνω- 
μονικήν. Άνέπτυξεν έξ άλλου τήν Ικανότητα τής έποπτεΐας τών 
σχημάτων τοΟ χώρου καί άνβκάλυψεν Ιδιότητάς των. 

Οατηοί (1753— 1823). "Εδωσεν τήν μΐ(Μοτ ιΔψ ίιαχιμνονοΑν καί 
τής ΓιωμηρΙας τής 6ΐο*α>(, ήτις έπέτρεψεν νά άφαιρέσωμεν άπό 
μίαν δοθεΐσαν περίπτωσιν Ενός προτεινομένου προβλήματος, τάς 
διαφόρους άλλας περιπτώσεις αΐτινες δυνατόν νά παρουσιασθοΟν. 
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ΐΛ&ηάτ* (1762 — 1833). Κατέστη δημοφιλής διά τοΟ έργου του 
£ΐάιηεηΙι ά* βέοτηέΐήβ, δημοσιευθέντος τό 1794. Άφωσοιώθη Επίσης 
είς Τήν άνωτΕραν άνάλνσιν καί τήν ότωρίαν τών Αρι&μών. 

Ουρϊη (1784— 1873). ΕΙς τό Εργον του ϋίνείορρβτηεηίβ βί ιββ 
ΛρρΙκαΟοηι άί ΟέοτηέΙηβ, πραγματεύεται, δΓ άπλών γεωμετρικών 
θεωρήσεων, μερικώς τών πλέον δασκάλων προτάσεων τής άνα- 
Χύσεως. 

ΒηαικΛοιι (1785—1864). Έκαμε γνωστάς τάς Ιδιότητας τοΟ πε- 
ριγεγραμμένου περί κωνικήν Εξαγώνου καί Εδημοσίευσεν ύπό- 
μνημά ίμι τών τταμιτύλων δτντόρον βαδμοΰ. 

ΡοηαΙίΐ (1788 — 1857). Ύπήρξεν ό κύριος δημιουργός ιών μτόό- 
Αων μττ αοχη ματ ιομσϋ τών όχημά κοκ, διά τών γονίμων αύτοΟ θεωριών, 
τής όμολογίας καί τής τών Αντιστρόφων χολικών. Τό Εργον του ΤταίΙό 
άϊ» ρτορτίέΐέ* ρΓο^ββίίνβ* άί* /ϊρισβε καταδεικνύει τήν άσυνήθη 
Ισχύν τών όργάνων τούτων Ερεύνης, άτινα έπενόησε καί μετεχει- 
ρίσθη. Καί είναι μέν δυνατόν νά άνεύρη τις είς προηγούμενα 
Εργα σπέρματά τινα τών άνωτέρω μεθόδων 4ν τούτοις θά πρέπει 
νά όμολογηθή βτι υπάρχει μεγάλη άπόστασις μεταξύ Ενός μεμο¬ 
νωμένου θεωρήματος, όσηνδήποτε σπουδαιότητα καί βν Εχη τούτο, 
καί μιάς πλήρους θεωρίας, άγούσης είς πολυαρίθμους Εφαρμογάς. 

Ροϊπλοι (1777— 1859). Ό τόσον άλλως γνωστός διά τής άτωρίας 
τών ζτνγών αύτού' έμελέτησε Τά άοττροιιΑη ηολντδρα. 

έαικΆν (1789—1857). Χειρίζεται τό αύτό θέμα* ούτος άλλως 
ήσχολήθη μέ θέματα άναφερόμενα είς τό σύνολον τών κλάδων 
τών Μαθηματικών. 

ΜόΜϋΐ (1790- 1868) καί Λ/«·/ι«γ <1796 —1863). Εφαρμόζουν 
έπιτυχώς τάς μεθόδους μετασχηματισμού τών σχημάτων. ΕΙς τόν 
τελευταΐον όφείλομεν μέγαν άριθμόν θεωρημάτων. 

Οίτροππ* (1771 — 1859). ΕΙς τά ΑηηαΐΜ τηαΙΜτηαΙίηυβ» αυτού 
Εφαρμόζει τάς νέας θεωρίας καί διατυπώνει τήν άρχήν τού δυααμοΰ, 
γενικεύων τά πορίσματα τής μεθόδου τών αντιστρόφων πολικών. 

^Α αι!η (1793—1880). Επιλαμβάνεται δλων τών νεωτέρων θεω¬ 
ριών καί τάς έπεκτεΐνει διά τών Ιδίων του έρευνών, έμφανίζων 
ταύτας κατά τρόπον κομψόν καί αυστηρόν, διά τής χρησιμοποιή- 
σεως τών μετασχηματισμών, οϋς άποκαλεϊ ομογραφίαν καί ουαχιτι- 
ομόν ιών οχημάτων ό άναρμονιχός λόγος είναι ή θεμελιώδης βάσις 
τών θεωριών τούτων. Τά Εργα αύτοΰ : ΟέοπιόΙήΐ ιαρόνίαυη, ΤναχΙέ 
άα σοηίημη καί ή άποκατάοτασις παρ’ αύτού τών πορισμάτων τού 
Ενχλτίδον, άφήκαν Εποχήν είς τήν Ιστορίαν τής Γεωμετρίας. 

0«»μ»κι (1830 — 1903). Συνοψίζει ε(ς τήν προβολικήν Γτωμττρίαν 
αύτού τάς άρχάς τής νεωτέρας Γεωμετρίας, τάς όποίας Εθεσαν οΐ 
ΡοηαΙτί, $»*ίη*ν, Οταιΐπ. Άντιθέτως πρός τήν συνήθειαν τών πλεί- 
στων συγγραφέων ό σοφός οδτος ούδέποτε άμνημονεΐ τών προγε¬ 
νεστέρων αύτού Επιστημόνων. 

ΟΙ δίαΜι, ΤΗοπυοπ. ίίοννίΙΙί κλπ. Εργάζονται Επί τής Αντιστρο¬ 
φής τών σχημάτων, ό ΒτΙΙαοτίΐτ δημιουργεί τήν θεωρίαν τών Ισοδννα- 
μιών (όοαίροΙΙιηα)], ένψ ό ΜαηηΛηηι άναπτύσσει τήν Κινητικήν 
Γτωμττρίαν. Ταύτης ό ΡοόννναΙ είχεν ήδη δώσει μίαν πρώτην Εν¬ 
νοιαν, διά τής μεθόδου του τών Εφαπτομένων καί τήν όποΐαν μέ- 
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θοδον ήκολοΰθησεν ό Ροίταοί είς τήν θεωρίαν του έπΐ τοΟ στιγ¬ 
μιαίου κέντρου περιστροφής· 

ΕΙς τόν διά μηχανικών μέσων μετασχηματισμόν τών σχημάτων 
εΐργάσθησαν ό Ρ^υαίΙβτ, γνωστός έκ τοΟ άπαπροφΑως τον, Κη ηρτ- 
Ηατί, 5// ιτ«ι/γτ , ΐΛφίϊηί, Οατύουχ. 

Ε(ς τάς ήμέρας μας (*) ή Γεωμετρία έπλουτίσθη 6ι’ ένός μεγά¬ 
λου ένδιαφέροντος κεφαλαίου, χάρις είς τάς έργασίας πλήθους 
διακεκριμμένων Γεωμετρών, μεταξύ τών όποΐων πρέπει πρώτιστος 
νά άναφέρωμεν τούς ίχηοϊη*. Βηχατά καί Ναι 6 *τ 0 . 

Ακολούθως δέ τούς ΟαΐΜγ, Ο. Ύαττγ, Μ. ^’Θμ;ι» καί Ο. ά* 

ίοηφ/ιαηηρί. 

Κατά τά διάφορα έπιστημονικά συνέδρια, ό Μ. Ε. νϊ#αηέ ύπήρ- 
ξεν ό Ιστοριογράφος τών ερευνών τών σχετικών μέ τήν Γεωμε¬ 
τρίαν τοΟ Τριγώνου. 

Κατά τό 1904, ό Οαιίοη ϋατΒοΗχ έδημοσίευσεν τήν άξιοση- 
μείωτον έργασίαν έΐνΔ* μιγ Ιι ΛίνβΙορρβτηβηί ά·» ΜαΗοάχ* ρέοιπέ- 
Ιήη Ηβε αα XIX* . ίϋοΐβ. 


(*) (1890 - 1910). 
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ΜΕΘΟΔΟΙ 

ΔΙΑ ΝΑ ΑΠΟΔΕΙΚΝΥΩΝΤΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 
ΚΑΙ ΝΑ ΛΥΩΝΤΑ1 ΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 


I 

ΓΕΝΙΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΙ 


ΕΙβαγωγΙί 

1. Είναι χρήσιμον νά προτάξωμεν τής έκθέσεως τών μεθόδων 
μερικός ύποδείξεις, σχετικός πρός διαφόρους προτάσεις τός όποιας 
ένδεχομένως θό χρειασθή ν' άποδείξωμεν. 

2. Τρόπος διατνπώοεως τ&ν θεωρημάτων. Ή διατύπωσις ένός 
θεωρήματος συνίσταται κυρίως όπό μίαν ύπόθεσιν καί άπό 8ν συμ¬ 
πέρασμα. 

Παράδειγμα. ΠΛν σημειον τής διχοτόμον μι&ς γωνίας, Ιαατιόχει τΰν 
δυο χίενρών αυτής. 

Ή ύπόθεσις σονίσταται ε!ς τό νό θεωρήσω, βτι τό σημειον κεϊ- 
ται έπΙ τής διχοτόμου* τό συμπέρασμα συνίσταται εις τό νό εΤπω, 
Οτι τό σημειον Ισαπέχει τών δύο πλευρών. 

3. Σημτίωσις. Ή ύπόθεσις διατυποΟται συνήθως ε(ς τήν όρχήν 
τής προτόσεως* όλλό δυνόμεθα νό όρχίσωμεν όπό τό συμπέρα¬ 
σμα καί νό εΤπωμεν π.χ.: 

Δύο τρίγωνα είναι Γσο, όταν Ιχονν τάς τρβΐς ττλινράς άντιστοίχως ΐαας. 

4. Είδη πρστάσεων. Δύο προτάσεις συγκρινόμεναι πρός όλλή- 
λας δύνανται νό είναι άντίατροφοι, Αντίθετοι, αντιφατικοί. 

Προτάσεις Αντίατροφοι. Δύο προτάσεις λέγονται άντίατροφοι, 
Οταν ή ύπόθεσις καί τό συμπέρασμα τής πρώτης, είναι άντιστοί- 
χως συμπέρασμα καί ύπόθεσις τής δευτέρας. 

Προτάσεις Αντίθετοι. Δύο προτάσεις είναι άντίθετοι, Οταν αΙ 
συνθήκαι τής δευτέρας είναι τό άντίστροφον ή ή άρνησις τών συν¬ 
θηκών τής πρώτης· οΟτω, ή ύπόθεσις τής άντιθέτου προτάσεως 
είναι τό άντίθετον τής ύποθέσεως τής άπ’ εύθείας προτόσεως καί 
τό συμπέρασμα τής Ιδίας αύτής άντιθέτου προτάσεως, είναι έπί- 
σης τό άντίθετον τοΟ συμπεράσματος τής άπ' εύθείας διατυπωθεί- 
σης προτάσεως. 

Προτάσεις Αντιφατικοί. Δύο προτάσεις είναι άντιφατικαί, Οταν 
Ιχουν τήν Ιδίαν ύπόθεσιν καί διαφορετικόν συμπέρασμα, ή διαφο¬ 
ρετικός ύποθέσεις καί τό αύτό συμπέρασμα. 

Γιωμετρία 1 
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6 . Προτάσεις άντ (στοίχοι, Είς πάσαν πρότασιν δοθεΐσαν, άντι- 
οτοιχοΟν ; 

1) Ή Αντίστροφος πρότασις. 

2) *Η Αντίθετος πρότασις καί ή Αντίστροφος αύτής. 

3) ΑΙ δύο Αντιφατικοί προτάσεις καί αί Αντίστροφοί των. 

Παραδείγματα. Αρχική πρότασις. Παν σημεΐον τής διχοτόμου 
μιας γωνίας, Ισαπέχει τών πλευρών αύτής. 

Αντίστροφος πρότασις. Πάν σημεΐον (σαπέχον τών πλευρών μιάς 
γωνίας, κείται Επί τής διχοτόμου αύτής. 

Άντίδετος πρότασις καί ή άντίατροφος αυτής. 1) Πάν σημεΐον λαμ- 
βανόμενον Εκτός τής διχοτόμου, Απέχει άνίσως τών πλευρών τής 
γωνίας. 

2) Πάν σημεΐον Ανίσως Απέχον τών πλευρών μιάς γωνίας, 6έν 
κείται έπί τής διχοτόμου της. 

Άττιφατιχα'ι προτάσεις. 1) Πάν σημεΐον τής διχοτόμου, Απέχει 
άνίσως τών πλευρών τής γωνίας. 2) Πάν σημεΐον λαμβανόμενον 
έκτός τής διχοτόμου, ΘΑ Ισαπέχη τών πλευρών τής γωνίας. 

β. Παρατηρήσεις. 1) Τό Αντίστροφον ένός θεωρήματος δυνατόν 
νά είναι μία πρότασις ψευδής. ΟΟτω έκ τοΰ γνωστού θεωρήματος : 
δίαι αί άρδαΐ γωνίαι είναι ίααι δέν δυνάμεθα νά συμπεράνωμεν, ότι 
δλαι αί Τσάι γωνίαι εΤναι όρθαί. 

2) Ή άντίθετος πρότασις ένός θεωρήματος δυνατόν νά είναι 
ψευδής, τοιαύτη είναι ή Εξής: όλαι αί μή όρθαί γωνίαι είναι 
άνισοι. 

3) ΕΤναι προφανές ότι έάν μία πρότασις είναι Αληθής, ή Αντι¬ 
φατική της. θά είναι ψευδής καί Αντιστρόφως. 

4) Ή Αντιφατική πρότασις χρησιμεύει, όταν Αποδεικνύωμεν διά 
τής είς άτοπον Απαγωγής τό Αντίστροφον δοθέντος θεωρήματος. 

7. Εξάρτησες τών προτάσεων. I. Έάν Εν θεώρημα καί τό Αντί¬ 
θετόν του είναι Αληθή, τό αύτό συμβαίνει καί διά τήν.Αντίστρο¬ 
φον πρότασιν έκάστου τών θεωρημάτων τούτων. 

Παράδειγμα. Είς τόν αυτόν κύκλον ή είς Τσους κύκλους, Τσα 
τόξα .Αποτείνονται υπό Τσων χορδών καί άνισα τόξα Αποτείνονται 
Οπό άνίσων χορδών. 

Δυνάμεθα νά συμπεράνωμεν ότι: Τσάι χορδαί Αποτείνονται Από 
Τσων τόξων καί άνισοι χορδαί Αποτείνονται Από Ανίσων τόξων. 

II. Έάν Εν θεώρημα καί ή Αντίστροφος πρότασις είναι Αληθή, 
τό αΑτό συμβαίνει καί διά τήν Αντίθετον πρότασιν έκάστου τών 
θεωρημάτων τούτων. 

Παράδειγμα. Πάσα εύθεΐα κάθετος είς τό άκρον μιάς Ακτΐνος. 
εΤναι Εφαπτομένη είς τήν περιφέρειαν καί Αντιστρόφως, πάσα εύ¬ 
θεΐα Εφαπτομένη είς τήν περιφέρειαν, εΤναι κάθετος έπί τήν Ακτίνα 
είς τό σημεΐον Αφής. 

Προκύπτει Αναγκαϊως ότι : πάσα εύθεΐα μή κάθετος είς τό 
άκρον μιάς Ακτΐνος, δέν είναι Εφαπτομένη είς τήν περιφέρειαν, 
καθώς Επίσης καί πάσα εύθεΐα μή Εφαπτομένη, δέν εΤναι κάθετος 
είς τό άκρον μιάς Ακτΐνος. 

<9. Συμπέρασμα. Έάν παραστήσωμεν διά τών Α καί Α' μίαν 
πρότασιν καί τήν Αντίστροφόν της, διά τών Β καί Β’ τάς Αντιθέ¬ 
τους προτάσεις τών Α καί Α', διά Γ καί Γ' τάς Αντιφατικάς προ¬ 
τάσεις τής Α', δυνάμεθα νά άποδείξωμεν άπ’ εύθείας τάς Α καί 
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Β, διά νά -προκόψουν α', Α καί Β’ ή νά άποδείξωμεν τάς Α καί Α’ 
&ά νά προκόψουν ή Β καί ή Αντίστροφός της Β'. 

Τέλος δυνάμεθα νά Αποδείξωμεν άτΓ ευθείας, άτι ή Α είναι 
μία πρότασις άληθής, 4άν ευρωμεν δτι μία τών Αντιφατικών προ¬ 
τάσεων Γ ή Γ' τής Αντιστρόφου Α’ είναι ψευδής πρότασις, δτε θά 
ουμπεράνωμεν τήν Ακρίβειαν τής Α' καί έν συνεχεία τών Β καί Β’. 

Δυνάμεθα νά είπωμεν έπίσης βτι: «Ή Αντίστροφος καί ή Αντί¬ 
θετος μιας τυχοόσης προτάσεως άληθοΟς ή ψευδοΰς, εΤναι πάν¬ 
τοτε άμφότεραι Αληθείς ή ψευδείς» (Ι>. Οέτετό). 

θ. Σύγχρονοι νπο&έσχις. "Εν καί τό αυτό θεώρημα δόναται νά 
διατυπώνη ή νά περιέχη περισσοτέρας τής μιας ύποθέσεις, αί 
όποΐαι όφείλουν νά συνυπάρχουν, διά νά καταλήξουν εις μοναδι¬ 
κόν συμπέρασμα. Εις αότήν τήν περίπτωσιν, ύπάρχουν τόσαι Αντί¬ 
στροφοι προτάσεις, δααι καί ύποθέσεις. 

Παράβιιγμα. Δύο έφεξής γωνίαι, τών όποιων αΙ μή κοιναί πλευ- 
ραί κείνται έπ’ εύθείας, είναι παραπληρωματικοί. 

Ή συνθήκη τοΰ νά είναι έφεξής, αί γωνίαι, είναι μία πρώτη 
ύπόθεσις καί έκείνη τοΰ νά Εχουν τάς μή κοινάς πλευράς έπ’ εύ¬ 
θείας, είναι μία δευτέρα. 

θά Εχωμεν τάς δύο Αντιστρόφους : 

1) Έάν δύο παραπληρωματικά! γωνίαι είναι έφεξής, αί μή 
κοιναί πλευραί αύτών κείνται έπ’ εύθείας. 

2) Έάν δύο παραπληρωματικοί γωνίαι Εχουν τάς μή κοινάς 
πλευράς έπ’ εύθείας, θά είναι έφεξής. 

'Η πρώτη πρότασις είναι Αληθής· αΰτη άνταποκρίνεται είς τό 
οχ. 1. Ή δευτέρα δέν είναι· διότι έάν λΑβωμεν τήν γωνίαν γ 
Τσην πρός τήν β, αί γωνίαι α καί γ είναι παραπληρωματικοί. 
Εχουν τάς δύο πλευράς έπ’ εύθείας καί δμως δέν είναι έφεξής. 



Είς τό σχ. 2, αί γωνίαι α καί β είναι παραπληρωματικοί καί 
Εχουν τάς μή κοινάς πλευράς έπ’ εύθείας κσί όμως δέν είναι 
έφεξής. 

10. Παραχήρηοις. ΑΙ ένδείξεις τάς όποίας έδώσαμεν είναι έν- 
διαφέρουσαι καί Ακόμη άναγκαίαι, διά νά προλάβωμεν τά Ανα¬ 
κριβή συμπεράσματα καί τά Ανακριβή πορίσματα, δταν έπιχει- 
ροΰμεν νά έξαγάγωμεν. Απ’ εύθείας Από Εν θεώρημα, τό όποιον 
είμεθα ύποχρεωμένοι νά μελετήσωμεν, τό Αντίστροφον ή τό Αντί¬ 
θετον αύτοϋ. ΟΟτω κείνοι καλόν δπως οΐ μαθηταΙ Εχουν γενικός 
Ιδέας Ακριβείς έπί τών Αποδεικτικών μεθόδων· Ακολουθούν εύκο- 
λώτερον τάς λεπτομέρειας Ενός θεωρήματος καί δύνανται νά συν- 
τομεύσουν τήν σχετικήν Εργασίαν διά τάς Αντιθέτους, Αντιστρό¬ 
φους κ.λ.π. προτάσεις* Ο- Βοατ^εΙ)· 
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$ I. Ταξιψόμηοις %Λψ μιΦόδων 

11. Σαοπ 6 ς τΛψ μιΦύδεσ ν . ΑΙ μέθοδοι ύποδεικνύουν τήν 666» 
τήν όποίαν πρέπει νά Ακολουθήοωμεν, διά ν' Αποδείξωμκν 1ν θεώ¬ 
ρημα ή διά νά Χύοωμεν έν πρόβλημα. 

Είς τήν Γεωμετρίαν δέν είναι δυνατόν νά ύποδείξωμεν μίαν 
καί τήν αότήν όδόν ή όποΐα, είς δλας τάς περιπτώσεις, όδηγεΐ 
Αναπόφευκτος είς τόν σκοπόν- Αλλά δυνΑμεθα νά διευθΟνωμεν 
τΑς Αναζητήσεις μας καί νά εΟρωμεν εόκολώτερον τΑ ζητούμενα 
Αποτελέσματα. 

12. Κύρια είδη τΔψ μ*·θ·6ία>*. ΔιαιροΟμεν τΑς μεθόδους είς δύο 
κυρίως όμάδας. ΔιακρΙνομεν τΑς γενικός μεθόδους καί τΑς ειδικός 
μεθόδους. 

ΑΙ γενικαί μέθοδοι δύνανται νά έφαρμοσθοΟν είς δλας τΑς πε¬ 
ριπτώσεις. Α( είδικαί μέθοδοι δέν δύνανται νά χρησιμεύσουν, παρά 
μόνον ε(ς μερικά θέμΑτα* ή χρήσις τών περισσοτέρων έξ αυτών, 
είναι τόσον περιωρισμένη, ώστε πρέπει νΑ θεωρηθή δτι αΐ μέθοδοι 
αδται δέν Αποτελούν παρά Απλά τεχνάσματα. 

ΑΙ γενικαί μέθοδοι είναι ή Ανάλυσις καί ή σύνθεσις. 

13. "Η ΑτάΙνοις. Ή ΑνΑλυσις είναι ή μέθοδος διά τής όποιας. 
Από μίαν πρότασιν Αγνωστον Α φθάνομεν είς μίαν Αλλην Αγνω¬ 
στον πρότασιν Β, κατόπιν Από αύτήν τήν πρότασιν Β ε(ς μίαν Τρί¬ 
την Γ. Από ταύτην είς μίαν τετάρτην Δ κ.ο.κ., μέχρις βτου φθάσω- 
μεν είς μίαν γνωστήν πρότασιν. 

Μεταξύ τής προτάσεως Από τήν όποίαν Ανεχωρήσαμεν, καί 
τής προτάσεως ε(ς τήν όποίαν έφθάσαμεν, δυνατόν νά ύπάρχη 
οίοσδήποτε Αριθμός ένδιαμέσων προτάσεων. 

14. Ή σύτ&ισις. Ή σύνθεσις είναι ή μέθοδος διά τής όποίας 
μεταβαίνομεν άπό μίαν γνωστήν πρότασιν Δ είς μίαν Αλλην γνω¬ 
στήν Γ. άπό τήν δευτέραν ταύτην Γ είς μίαν Τρίτην Β, άπό ταύ¬ 
την είς μίαν τετάρτην κ.ο.κ., μέχρις δτου φθάσωμεν οΟτω είς τήν 
Αρχικήν πρότασιν Α, τήν όποίαν έπρόκειτο νά μελετήσωμεν. 

Ή Ανάλυσις καί ή σύνθεσις Ακολουθούν Αντιθέτους δρόμους : 
ένώ ή πρώτη Αναχωρεί Από τήν πρός μελέτην πρότασιν, διά νά 
φθάση είς μίαν γνωστήν πρότασιν, ή δευτέρα Αναχωρεί άπό μίαν 
γνωστήν πρότασιν διά νά φθάση είς τήν πρός μελέτην πρότασιν. 

15. Σνμπέρααμα. Όποιαδήποτε καί Αν είναι ή πρός μελέτην 
Ασκησις καί όποιαδήποτε καί Αν είναι ή μέθοδος πού θά Ακολου- 
θήσωμεν, πρέπει αί προτάσεις νά προκύπτουν αί μέν έκ τών δέ μέ 
Ασφάλειαν, καθώς έπίσης δύο διαδοχικοί προτάσεις πρέπει νά εί¬ 
ναι, άπό λογικής άπόψεως, Αντίστροφοι. 

1β. Προτάσεις αντίστροφοι. Δύο προτάσεις είναι, άπό λογικής 
Απόψεως, Αντίστροφοι, δίαν έκάστη τούτων καί δλαι αί συνέπειαί 
της είναι έπακόλουθον τής άλλης. 

Παράδειγμα. "Οταν αί γωνίαι ένός τριγώνου είναι άντιστοίχως 
ΐσαι πρός τάς γωνίας ένός άλλου, αί πλευραί τού πρώτου τριγώ¬ 
νου εύρίσκονται είς σταθερόν λόγον μέ τάς Αντιστοίχους τού δευ¬ 
τέρου, τό αύτό δέ συμβαίνει μέ τά Αντίστοιχα Οψη κ.λ.π. 

Αντίστροφος, έκ τής Αναλογίας τών πλευρών, προκύπτει ή 
(σότης τών γωνιών καί δλαι αί άπορρέουσαι ιδιότητες. 
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ΟΟτω, ή (βότης τών γονιών 66ο τριγώνων καί ή σταθερότης 
τών λόγων τών όμολόγων πλευρών, 6Ι6ουν γένεσιν είς δόο Αντι¬ 
στρόφους προτάσεις, 

Ή (σότης τών πλευρών 66ο τριγώνων καί ή (σότης τών Απέ¬ 
ναντι γωνιών δέν δίδουν γένεσιν, Από λογικής Απόψεως, ε(ς δύο 
προτάσεις Αντιστρόφους* διότι έκ τής Ισότητος τών πλευρών προ¬ 
κύπτει βεβαίως ή (σότης τών Απέναντι γωνιών. Αλλά έκ τής Ισό¬ 
τητος τών γωνιών, δέν προκύπτει ή (σότης τών πλευρών. 

1Ρ α. ΣημτΙηαις. ΕΙς τήν παράγραφον 16 ή ίκφρασις προτάσεις 
Αντίστροφοι, δέν Ιχει τήν σημασίαν ήν έσημειώσαμεν ε!ς τήν πα¬ 
ράγραφον 4. Είναι λυπηρόν δτι, οί Τδιοι δροι έφαρμόζονται ε(ς τήν 
γεωμετρίαν μέ δύο διαφορετικάς σημασίας. 

§ II. Ταξινόμηαις τών Γεωμε τριχών Άσχιήσεων' 

καί ’ Δπόδειξις χΛν θεωρημάτων διά τής άναΐύσεως 

17. Άομ ήαιις τής Ρβωμιχρΐας. Α( Ασκήσεις ή τά θέματα τής 
γεωμετρίας περιλαμβάνουν τά θεωρήματα, τούς γεωμετρικούς τό¬ 
πους καί τά προβλήματα. 

Αρμόζει νά Ασχοληθώμεν έν πρώτοις μέ τά θεωρήματα, καθό¬ 
σον χρησιμεύουν ταότα διά τήν λύσιν τών προβλημάτων. 

Ό προσδιορισμός τών γεωμετρικών τόπων ΘΑ έζετασθή κατό¬ 
πιν, διότι ή χρήσις αύτών Αποτελεί μίαν τών πλέον γονίμων με¬ 
θόδων διΑ τήν λύσιν τών γεωμετρικών προβλημάτων. 

18 . Χρήαις τής άταΐύατως. Διά ν’ Αποδείζωμεν Εν θεώρημα διά 
τής Αναλύσεως, έργαζόμεθα ώς έξης : 

’Εκ τοΟ πρός άπόδειξιν θεωρήματος, θεωρουαένου ώς ΑληθοΟς, 
συνάγομεν μίαν δευτέραν πρότασιν, έκ ταύτης ερχόμεθα είς μίαν 
τρίτην κ.ο.κ , μέχρις δτου φθάσωμεν είς μίαν γνωστήν πρότασιν. 
Αλλά πρέπει αΐ διαδοχικοί προτάσεις, θεωρούμενοι άνά δύο. νά 
είναι. Από Απόψεως λογικής. Αντίστροφοι. 

Κατωτέρω δίδονται μερικά παραδείγματα θεωρημάτων Αποδει- 
κνυομένων διά τής Αναλύσεως. 

θιώρημα 

19. Διά ίου τυχόντος σημείου τής βάσεως 
νου, άγονται δύο παράλληλοι πρός τάς ϊσας 
πλευράς αύτοθ' δείξατε, ότι τό οϋιω πως σχη· 
μαιισθέν παραλληλόγραμμον, έχει αιαδεράν 
περίμετρον. 

Έστωσαν ΟΜ, ΟΝ δύο παράλληλοι 
πρός τάς ϊσας πλευράς ΓΒ, ΑΒ. 

Πρέπει νά δείξωμεν, δτι ή περίμετρος 
τοΟ παραλληλογράμμου ΟΜΒΝ είναι στα¬ 
θερά. Αρκεί ν’ Αποδείξωμεν δτι ή ήμιπε- 
ρίμετρος ΟΜ-}-ΟΝ είναι σταθερά. 

1) Διά νά Αναγνωρίσωμεν δτι αυτή 
είναι σταθερά, πρέπει νά μεταφέρωμεν τά 
δυο ταΟτα εύθύγραμμα τμήματα έπί τής 
αύτής εύθείας, λαμβάνοντες ΟΛ=ΟΝ. 


ένός Ισοσκελούς τριγώ- 
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Λ1 γωνίαι X καί μ είναι Τσάι, ώς κατά κορυφήν, αΙ μ καί ν 
ίπίσης Τσάι, ώς Τοαι άντιστοίχως πρός τάς Α καί Γ· άρα τά τρί¬ 
γωνα ΓΟΛ καί ΓΝΟ είναι ΐσα, ώς ϊχοντα 66ο πλευράς ΐσας 
καί τήν περιεχομένην ύπ' αυτών γωνίαν Τοην. 'Αρα ή γωνία 
ΟΓΛ=ΟΓΝ=Α καί Επομένως αΙ εύθεΐαι ΓΛ, ΑΒ είναι πα¬ 
ράλληλοι καί τά ΜΛΓΒ εΤναι Εν παραλληλόγραμμον συνεπές 
ΟΜ-)-ΟΝ=ΜΛ=ΒΓ 1 μήκος σταθερών. 

2) Διά νά Εκφράσωμεν διαφορετικά τό άθροισμα ΟΜ+ΟΝ, 
πρέπει νά άντικαταστήσωμεν Εκαστον τών τμημάτων του τύπου 
τούτου, 6ι’ άλλων Τσων τμημάτων. 

Ουτω 0Μ = ΒΝ, ώς άπέναντι πλευραΐ Ενός παραλληλογράμ¬ 
μου. Τό τρίγωνον ΟΝΓ είναι Ισοσκελές, διότι γων. ν=Α = Γ, συ¬ 
νεπώς 0Ν=ΓΝ· άρα ΟΜ-)-ΟΝ=ζΒΓ. Ποοότης σταθερά. 


θεώρημα 

20. Τό άθροισμα ιών αποστάσεων τοϋ τυχόντος σημείου τής βάσεως 
Ισοσκελούς τριγώνου, από τάς ΐσας πλευράς αΰτοϋ, είναι μία ποοότης 
σταθερά. 

1) Μία άνάλυοις άνάλογος πρός τήν προη- 
γουμένην, μάς όδηγεϊ είς τό νά προεκτείνωμεν 
τήν ΟΜ κατά μίαν ποσότητα ΟΛ, Τοην πρός 
ΟΝ καί νά δείξωμεν ότι ή ΓΛ. είναι παράλληλος 
πρός τήν ΑΒ’ συνεπώς τό άθροισμα ΟΜ-}-ΟΝ 
είναι σταθερόν, διότι τούτο είναι ίσον πρός τήν 
άπόστασιν τών παραλλήλων ΑΒ καί ΓΛ. Οΰτο 
τό ΟΜ-)-ΟΝ (σοΟται μέ τό ύψος ΓΗ. ποσότητα 
σταθερόν. 

2) Άν φέρωμεν τήν ΟΚ παράλληλον πρός 
τήν ΑΒ θά ίχωμεν : 

ΟΜ = ΗΚ, ΟΝ = ΓΚ 

διότι τά δύο όρθογώνια τρίγωνα ΓΝΟ καί ΓΚΟ είναι ΐσα, άρα 
ΟΜ+ΟΝ=ΓΗ. 



ς, «. 


θεώρημα τον ΜϊφυΐΙ 

21. Τέσσαρες εϋθεΐσι, τεμνόμεναι άνά δύο, σχηματίζουν τέσσαρα 
τρίγωνα· α( περιφέρεται αΙ περιγεγραμμέναι περί τά τέσσαρα ταϋτα τρί¬ 
γωνα, διέρχονται δι’ ένός καί τοϋ αύτοΰ 
σημείου. 

ΑΙ τέσσαρες εύθεϊαι, τεμνόμεναι 
άνά δύο, δίδουν Εξ κορυφάς Α,Β,Γ,. 
Δ, Ε, Ζ. Περιγράφομεν τάς περιφέ¬ 
ρειας περί δύο έκ τών τεσσάρων τρι¬ 
γώνων, π.χ. περί τά ΑΓΖ καί ΑΔΕ- 
ίστω Μ τό δεύτερον' σημεΐον τομής 
τών περιφερειών τούτων καί άς ένώ- 
σωμεν αύτό μέ τάς Εξ κορυφάς· πρέ¬ 
πει νά δείξωμεν ότι αΙ περιφέρεται 
αΐ περιγεγραμμέναι περί τά τρίγωνα 
ΒΔΖ. ΒΓΕ διέρχονται ύμοίως διά τοό σημείου Μ. 

Δεχόμενοι τούτο ώς άληθές, άναγνωρίζομεν ότι πρέπει τό τε- 
τράπλευρον ΓΒΜΕ νά είναι έγγράψιμον εις κύκλον καί κατά συ¬ 
νέπειαν πρέπει ή γωνία ΒΓΜ νά Ισοϋται μέ τήν ΒΕΜ, άλλά ή 
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ίσότηο τών δύο τούτων γωνιών πιστοποιείται Απ' ευθείας. Πρά¬ 
γματι, γων, ΒΓΜ ή ΖΓΜ=ΖΑΜ, ώς βαίνουσαι έπί τοΟ αύτοΰ τόξου 
ΖΜ· ή γωνία ΒΕΜ ή ΔΕΜ=ΔΑΝ\ ή ΖΑΜ, ώς βαίνουσαι έπί τοΟ 
αύτοΰ τόξου ΔΜ. Άρα γων. ΒΓΜ=γων. ΒΕΜ. 

Συνεπώς, έπειδή αΐ γωνίαι ΒΓΜ καί ΒΕΜ είναι Τσάι, τό τε- 
τράπλευρον ΒΓΕΜ είναι έγγράψιμον, ήτοι ή περιφέρεια ή περιγε* 
γραμμένη περί τό τρίγωνον ΒΓΕ διέρχεται διά τοό Μ. Τό αύτό 
συμβαίνει καί διά τήν περιφέρειαν τήν περιγεγραμμένην περί τό 
τρίγωνον ΒΔΖ. Άρα... 

ΖημιΙωσις. Τό σημεΐον τομής τών τεσσάρων, ώς άνω, περιφε¬ 
ρειών έκλήθη σημεΐον τοΟ Μϊηιιεί, ύπό τοΟ δ. ΚβπΙογ. 

θιώρημα τον 5ϊπιιοη 

22. Έάν έχ τυχόντος σημείου τής περιγεγραμμένης περί τρίγωνον 
περιφέρειας, άχθοΰν αί κάθετοι έπί τάς πλευράς τοΰ τριγώνου, οί πόδες 
τών καθέτων τούτων κεϊνται έπ’ ευθείας. 

Τό Θεώρημα τοΰτο διατυποϋται ένίοτε καί ώς έξης : 

Α1 προβολαί τοΟ τυχόντος σημείου τής περιγεγραμμένης περί 
τρίγωνον περιφέρειας, έπί έκάστης τών πλευρών τοΟ τριγώνου τού¬ 
του, κεϊνται έπ’ ευθείας. 

Έστω Μ τυχόν σημεΐον τής περιγεγραμμένης περί τό τρίγω¬ 
νον ΑΒΓ περιφέρειας- φέρομεν τάς 
καθέτους ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ έπί τάς πλευ¬ 
ράς- πρέπει νά δείξωμεν ότι τά ση¬ 
μεία Δ, Ε, Ζ κεϊνται έπ' ευθείας. 

Έάν τά τμήματα ΔΕ καί ΕΖ 
κεϊνται έπ' ευθείας, αί γωνίαι ΑΕΔ 
καί ΓΕΖ θά είναι Τσάι, ώς κατά κο¬ 
ρυφήν. 

Τά τετράπλευρα ΑΔΜΕ καί 
ΓΖΕΜ είναι έγγράψιμα 8 ιό πρώτον, 
διότι αί Απέναντι γωνίαι Δ καί Ε 
είναι παραπληρωματικοί- τό δεύτε¬ 
ρον, διότι τά δύο όρθογώνια τρί¬ 
γωνα ΜΕΓ καί ΜΖΓ έχουν τήν αύ- 
τήν ύποτείνουσαν ΜΓ. Άρα έκ τής 
ίσότητος τών γωνιών ΑΕΔ καί ΓΕΖ, 
προκύπτει ή Ισότης τών γωνιών ΑΜΔ καί ΓΜΖ, άντιστοίχως Τσων 
πρός τάς προηγουμένας. "Αρκεί λοιπόν ν’ άποδείξωμεν άπ’ εύ- 
θείας τήν Ισότητα τών γωνιών ΑΜΔ καί ΓΜΖ, ή τήν ισότητα τών 
συμπληρωματικών των, ΜΑΔ καί ΜΓΖ. 

Αλλά ή έξωτερική γωνία ΜΑΔ, παραπληρωματική τής γωνίας 
ΜΑΒ, έχει ώς μέτρον τό ήμισυ τοΟ τόξου ΜΑΒ, συνεπώς (σοΰται 
μέ τήν γωνίαν ΜΓΖ. 

Άρα ή ύπόθεσις ή όποια έχρησίμευσεν, είς τήν Αρχήν, ώς Αφε¬ 
τηρία τών συλλογισμών μας, είναι άληθής καί έπομένως τά τρία 
σημεία Δ, Ε, Ζ κεϊνται έπ' εύθείας. 

23. Παραιηρήοας. 1) Αί διαδοχικαί προτάσεις τάς όποιας έχρη- 
σιμοποιήσαμεν εις τήν προηγουμένην άπόδειξιν, είναι προφανώς 
Αντίστροφοι (Από άπόψεως λογικής), διότι πάσαι βασίζονται έπί 
τής ίσότητος τών γωνιών- αί έπόμεναι Ασκήσεις παρουσιάζουν με- 
ρικάς νέας λεπτομέρειας. 




β 


2) Ή εόθεΐα ΔΕΖ, καλείται εύθεία τοΟ Βίηεοη, διότι τδ προη- 
γούμενον θεώρημα όφείλεται είς τόν Κ· δίτηιοη. 

3) Ό νεριγεγραμαένος κύκλος είναι δ τόνος τών σημείων. τών 
όποιων αΙ προβολαΙ έπί τάς τρ·ΐς πλευράς Ενός τριγώνου, κεΐνται 
έπ' εύθείας. 


Οαώρημα 

24. Όταν ή ήμιπεριφέρεια ή γραφομίνη λπΐ τής πλάγιος χλιαρός 
Ενός όρδογβνίου τραπεζίου, τέμνη τήν Απέναντι πλευράν, πόν οημεΐον 
τομής διαιρεί τήν Απέναντι τούτην πλευράν είς 
δύο τμήματα, τών όποίων τό γινόμενον είναι Το ον 
μέ τά γινόμενον τών βάσεων τού τραπεζίου. 

Ύποθέσωμεν βτι ή ήμιπεριφέρεια ή γρα· 
φομένη μέ διάμετρον τήν ΑΔ, τέμνει τήν Απέ¬ 
ναντι πλευράν ΒΓ, ε(ς τά σημεία Μ καί Ν. 
Πρέπει νά δείξωμεν βτι: 

ΒΜ.ΜΓ=ΛΒ.ΓΔ (1) 

Δεχόμενοι αύτήν τήν σχέσιν άληθή, 6υνά· 
μέθα νά γράψωμεν : 

ΒΜ ΓΔ ,,, 

ΑΒ ~ ΜΓ 

Αλλά τότε τά όρθογώνια τρίγωνα ΑΜΒ καί ΜΓΔ θά είναι 
όμοια, ώς Εχοντα μίαν γωνίαν Τσην καί τάς περιεχοώσας αύτήν 
πλευράς άναλόγους. Άρκεϊ λοιπόν νά άποδείξωμεν άπ' ευθείας 
τήν όμοιότητα τών δύο τριγώνων. 

ΤοΟτο είναι φανερόν, καθόοον αΐ γωνίαι ΑΜΒ καί ΔΜΓ είναι 
συμπληρωματικοί, άφοΟ ή γωνία ΑΜΔ εΐναι όρθή, άρα ή γωνία 
ΛΜΒ=ΜΔΓ ώς συμπληρωματικοί πρός τήν γωνίαν ΔΜΓ. 

ΟΟτω τά τρίγωνα εΓναι όμοια, έξ ού προκύπτει ή Αναλογία (2), 
έκ ταύτης 6έ ή σχέσις (1). 

Παρατηρήοιις. 1) Έχομεν όμοίως : 

ΒΝ . ΝΓ=ΑΒ . ΓΔ. 

2) Έάν ή ήμιπεριφέρεια ΑΔ έφάπτεται 
τής ΒΓ, τό σημεΐον τής έπαφής είναι τό μέ¬ 
σον τής Απέναντι πλευράς. Τό τετράγωνον 
τοΟ ήμίσεος τής ΒΓ θά ίσοΟται μέ ΑΒ. ΓΔ, 

3) "Οταν ή ήμιπεριφέρεια βέν τέμνη τήν 
ΒΓ, δέν δυνάμεθα νά χωρίσωμεν τήν ΒΓ είς 
δύο τμήματα, τών όποίων τό γινόμενον νά 
ίσοΟται μέ τό γινόμενον ΑΒ.ΓΔ. 

4) "Όταν αί κάθετοι ΑΒ καί ΓΔ διευθύνονται άντιθέτως, ώς 
είς τό σχ. β, Εχομεν πάντοτε τομήν, Αλλά τά σημεία Μ καί Ν 
εύρίσκονται έπί τής προεκτάσεως τής ΒΓ καί Εχομεν ώς προη¬ 
γουμένως : 

ΒΜ . ΓΜ=ΑΒ . ΓΔ=ΒΝ . ΓΝ 

θιώρημα 

26* Ή άπόατααις ΜΡ, τού τυχόντος σημείου Μ μιας περιφέρειας 
όπό δοόεΐσαν χορδήν ΑΒ, είναι μέστι ανάλογος τών Αποστάσεων ΜΕ 



·\ 
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καί ΜΖ τοΟ (Μου ιηιμιΐον Μ άπό τάς έφαπτομένας ΑΓ καί ΒΓ, τάς 
Αγομένας είς τά Ακρα τής δοάτίοης χορδής. 

Πρέπει νά δείξωμεν βτι: 

ΜΡ·=ΜΕ.ΜΖ (1) 

Ύποθέσωμεν τήν σχέσιν ταύτην άποδειχθείσαν, δυνάμεθα νά 
γράψωμεν 

ΜΕ _ ΜΡ > 2) 

ΜΡ - ΜΖ ν 

Αλλά αΐ γωνίαι ΕΜΡ καί ΡΜΖ είναι Τσάι, διότι βΐναι ίσα» 
άντιστοίχως πρός τάς ίσας γωνίας εμΓ καί ζμΓ· συνεπώς άν λη- 
φθή ΰπ' Οψει ή (2), εύρίσκομεν βτι 
τά τρίγωνα ΕΜΡ καί ΡΜΖ είναι 
βμοια. 

Ώς συμπέρασμα τής όμοιότητος 
ναύτης τών δύο τριγώνων, προκύπτει 
βτι ή γωνία ΜΡΕ=ΜΖΡ. 

“Οθεν, βιά νά ουναγάγωγεν βτι 
α( ένβιάμεσοι προτάσεις καί ή άρ· 
ική είναι άληθεις, άρκεϊ νά άπο- 
είξωμεν άπ' εύθείας τήν Ισότητα 
τών γωνιών ΜΡΕ καί ΜζΡ. Αλλά 
τά βύο τετράπλευρα ΑΡΜΕ καί 
ΒΖΜΡ είναι έγγράψιμα, διότι έκα¬ 
στον τούτων Ιχει τάς Απέναντι γω¬ 
νίας παραπληρωματικός, συνεπώς αΐ 
γωνίαι ΜΡΕ καί ΜΑΕ είναι Τσάι ώς 
βαίνουσαι έπΐ τοΟ αύτοΟ τόξρυ τής 
περιφερείας ΑΡΜΕ. 

Όμοίως, ή γωνία ΜΖΡ=ΜΒΡ. 

Αλλά αΙ γωνίαι ΜΑΕ καί ΜΒΡ βαί¬ 
νουν έπί τοΟ τόξου ΑΜ καί έπομένως είναι Τσάι, τό αύτό δέ συμ¬ 
βαίνει καί μέ τάς γωνίας ΜΡΕ καί ΜΖΡ 

Τό θεώρημα συνεπώς άπεδείχθη καί δυνάμεθα νά γράψωμεν ; 

ΜΡ*=ΜΕ.ΜΖ. 

26. Παραχήρηβΐ(. ΕΙς τόν Ανωτέρω συλλογισμόν, δύο διαδοχι¬ 
κοί προτάσεις είναι πάντοτε Αντίστροφοι, 

Οΰτω, έκ τής όμοιότητος τών τριγώνων τής προερχομένης έκ 
τής ίσότητος τών τριών γωνιών των, προκύπτει: 

ΜΕ ΜΡ 
ΜΡ ~ ΜΖ 

όμοίως, έκ τής Ισότητος τών λόγων αύτών καί τής ίσότητος τών 
γωνιών είς τό Μ, προκύπτει δτι ή γωνία ΜΡΕ=ΜΖΡ κλπ. 

θιώρημα 

27. ΚνηΙος τών Ιτψέα σημιίων. Ε(ς παν τρίγωνον, τά μέσα τών 
πλευρών, οΐ πόδες τών ύψών χαί τά μέσα τών εύθειών τών συνβεουσών 
τάς κοουφάς μέ τό οημεΐον τομής τών ύψών, χείνται έπί τής αύτής ν- 
ριφερείας κύκλου. 
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Έστωσαν Δ, Ε, Ζ τά μέσα τών -πλευρών, ΑΚ καί Γθ δύο τών 
ύψών καί Λ τό μέσον τής ΑΗ (*). 

Περιγράφομεν{"μίαν περιφέρειαν περί τό τρίγωνον ΔΕΖ. 

Διά νά άποδείξωμεν τό θεώρημα, άρκεΐ νά δείξωμεν 6τι ή πε¬ 
ριφέρεια αυτή διέρχεται διά τοΰ ποδός Κ, ένώς τών ύψών καί διά 
τοΟ σημείου Λ. 

1) Ή εύθεΐα ΖΚ, ή όποΐα ένώνει τήν κορυφήν Κ τοΰ όρθογω- 
νίου τριγώνου ΑΚΓ μέ τό μέσον Ζ τής 
ύποτεινούσης του, ίοοΰται. ώς γνωστόν, 
μέ τό ήμισυ τής ύποτεινούσης ταύτης. 

Άρα ΖΚ=ΖΓ= ^ = ΔΕ. 

Οΰτω τό τραπέζιον ΕΔΖΚ είναι Ισο¬ 
σκελές, συνεπώς ή περιφέρεια ή διερ- 
χομένη διά τών Δ, Ε, Ζ διέρχεται καί 
διά τοΰ Κ. 

2) Ή εύθεΐα ΖΛ, ή όποια ένώνει 
τά μέσα τών πλευρών τοΰ τριγώνου 
ΑΓΗ είναι παράλληλος πρός τήν β*- 
σιν ΓΗ- έξ άλλου ή ΕΖ είναι παράλ- 
*«· 10. ληλος έπΐσης πρός τήν ΑΒ, άρα ή γω¬ 

νία ΕΖΛ=ΔΘΓ=-^-. 



Τό τετράπλευρον ΕΚΖΛ είναι έγγράψιμον, διότι αΐ γωνίαι ΕΚΛ 
καί ΕΖΛ είναι όρθαί, άρα ή περιφέρεια ή διερχομένη διά τών 
Ζ, Κ, Ε διέρχεται καί διά τοΰ σημείου Λ. 


28. Παρατηρήοβιι. 1} Τό κέντρον του κύκλου τών έννέα σημείων, 
εύρίσκεται είς τό μέσον τής ευθείας ήτις συνδέει τό σημεΐον τομής 
τών ύψών (όρθόκεντρον), μέ τό κέντρον τοΰ περιγεγραμμένου περί 

τό τρίγωνον κύκλου. 

Πράγματι, τό κέντρον τοΰτο εύρίσκε- 
ται έπί τών καθέτων τών άγομένων είς 
τά μέσα τών ΖΝ καί ΚΕ (σχ. 11), άλλά 
αί κάθεται αΰται διέρχονται διά τοΰ 
μέσου τής ΟΗ. 

Ή εύθεΐα ΟΗ ή όποια περιέχει τό 
κέντρον τοΰ κύκλου τών έννέα σημείων, 
καλείται εύθεΐα τοΰ Ειιίει" ό δέ κύκλος 
τών έννέα σημείων, κύκλος τοΰ Εαίετ. 

2) Ή άκτίς τοΰ κύκλου τών έννέα 
σημείων είναι τό ήμισυ τής άκτϊνος τοΰ 
περιγεγραμμένου κύκλου. 



Σϊ 11. 


Διότι ΕΜ=^-ΕΛ=~ΑΟ. 


Τοΰτο προκύπτει έπΐσης καί έκ τής όμοιότητος τών τριγώνων 
ΕΟΜ καί ΑΟΗ. 

3) Ή έφαπτομένη ΕΙ, τοΰ κύκλου τοΰ Ειιίετ, είς τό μέσον Ε 


(*) Τό έν οχ. 10 γράμμα □ άνάγνωθι Η. 
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μιάς πλευράς καί αύτή αϋτη ή πλευρά, είναι άντιπαράλληλοι ·, 
ώς πρός τάς πλευράς τής Απέναντι γωνίας. 

ΑΙ έφαπτόμεναι ΕΙ καί ΑΤ είναι παράλληλοι, ώς κάθετοι είς 
τά άκρα τών παραλλήλων Ακτινών ΜΕ καί ΟΑ, έπί πλέον γωνία 
ΓΛΤ=ΓΒΑ. Άρα ή ΑΤ καί ή ΒΓ ή ή ΕΙ καί ή ΒΓ είναι άντιπα- 
ράλληλοι, ώς πρός τήν γωνίαν Α. 

39. Παραχηρή<κι(. 1) Διά τής Εμπεριστατωμένης χρήσεως τής 
Αναλύσεως Επιτυγχάνεται άνακάλυψις τών Απλουστέρων σχέσεων,. 
α( όποϊαι συνδέουν τά διάφορα μέρη μιάς καί τής αύτής προτά- 
σεως, καί διά τής όποιας εόρίσκομεν συνεπώς τόν καλύτερον τρό¬ 
πον άποδείξεως. 

2) Ή άνάλυσις είναι Επίσης πολύ χρήσιμος, δταν πρόκειται 
περί θεωρημάτων Αναφερομένων εις τήν γεωμετρίαν του χώρου. 
Ε(ς πολλάς περιπτώσεις αΰτη Επιτρέπει νά παραλείψωμεν τό σχήμα 
ή τούλάχιστον ν' άντικαταστήση κανείς Εν πολύπλοκον σχήμα μέ 
μίαν άπλήν κατασκευήν, πολύ εϋκολον νά μέλετηθή. Ιδού μερικά 
παραδείγματα : 


θεώρημα 

30. Δίδεται μία σφαίρα καί εν σταθερόν σημεΐον Ρ· έκ τοΰ σημείου 
τούτου άγομεν τρία Επίπεδα κάθετα άνά δύο, τά όποια τέμνουν τήν σφαί¬ 
ραν κατά τρεις κύκλους· δείξατε ότι, τό άθροισμα τών Επιφανειών τών 
τριών τούτων κύκλων, είναι σταθερόν. 

Έστωσαν α. β, γ αί άκτϊνες τών τριών τούτων κύκλων καί ρ 
ή άκτίς τής σφαίρας καί α', β'. γ', αί άποστάσεις τών Επιπέδων 
τών κύκλων άπό τοΟ κέντρου τής σφαίρας, πρέπει νά δείήωμεν ότι 
Εχομεν: 

πα'-Ι-πβ'-^πγ*—σταθερόν, 
ή, δπερ τό αύτό, δτι α'-^-β'+γ’^Οϊαθερόν, Αχχ* 

α*=ρ'—α’·, β'=ρ’—β - », γ*=ρ'—γ* 

άρα α'-^-β’+Υ 1 —3ρ'—{α' , +β’ , +Υ'’)· 

Πρέπει νά δείήωμεν δτι ή Αφαιρετέα ποσότης, είναι σταθερά. 

Αί τρεις δμως άποστάσεις α', β', γ’ κάθετοι πρός άλλήλας άνά 
δύο, αί όποϊαι Εχουν άχθη έκ τοΰ κέντρου Ο τής σφαίρας, Επί τά 
τρία κάθετα Επίπεδα, τά διερχόμενα διά τοΰ Ρ, εΐναι αί τρεις 
άκμαί Ενός όρθογωνίου παραλληλεπιπέδου Εχοντος τήν ΟΡ ώς δια- 
γώνιον, συνεπώς, τό άθροισμα τών τετραγώνων τών Ακμών τούτων 
ΙσοΟται μέ ΟΡ* καί τό θεώρημα άπεδείχθη. 


1. £ η μ. μ · τ. Δύο εύθείαι ΑΒ καί ΓΔ κα¬ 
λούνται άντιπαράλληλοι, ώς πρός τάς πλευράς 
ΟΛΑ καί ΟΒΓ μιας γωνίας ΓΟΑ, όταν ή γωνία 
ΑΒΟ ίαούται μί τήν γωνίαν ΓΔΟ. Εάν ουμδαί- 
νη τούτο, τότ* καί γωνία ΒΑΟ=ΔΓΟ, τό 6έ 
χοτράπλευρον ΑΒΓΑ θά είναι Εγγράψιμον είς 
κόχλον, 
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31. Παβηήιηβχ. Ό προσδιορισμός τής τιμής τής σταθερ&ς, δέν 
παρουσιάζει καμμίαν δυσκολίαν. 

ΟΟτω Ιχομεν α»4-Ρ , +γ·=3ρ*—ΟΡ· 
έξ οβ πα'-^-κβ'+πγ^Βπρ·—κΟΡ·. 

Τό Αθροισμα τών τριών κύκλων, τών Αριζομένων έπί τής σφαί¬ 
ρας Ο, Οκό τυχόντος τρισορθογωνίου τριέδρου τοΟ όποίου κορυφή 
είναι τό σημεϊον Ρ, ΙσοΟται μέ τρβϊς μεγίστους κύκλους τής σφαί¬ 
ρας μεϊον τόν κύκλον, βστις Εχει Ακτίνα τήν ΟΡ. 

θ'άριμ» 

32. Όταν αΐ Απέναντι άκμαί Ενός όκταίδρου Εγγεγραμμένου ιΐς 
σφαίραν κεϊνται Επί τον αύτοΰ Επιπέδου, αΐ τρεϊς διαγώνιοι αΰτοϋ τέμνον· 
ται είς τό αύτό σημτίον. "Αν φέρωμεν ίν Επίπεδον έφαπτόμενον είς τήν 
σφαίραν άπό κάθε κορυφήν τού όκταέδρου, σχηματίζεται εν έξάεδρον 
κεριγεγραμμένον, τοΰ όποίου αί £δραι λαμβανόμεναι άνά τέσααρες, τέ- 
μνονται είς τό αυτό αημεΐον. 

1) ΆφοΟ αί Απέναντι ΑκμαΙ κεϊνται έπ) τοΟ αύτοΟ έπιπέδου, 
α( δύο διαγώνιοι α( όποϊαι Ενώνουν τό Ακρα χών Απέναντι Ακμών 
τέμνονται, ώς κείμενοι άνά δύο έπΙ τοΟ αύτοΟ έπιπέδου. ΛΙ τρεις 
διαγώνιοι τοΟ όκταέδρου δέν δύνανται νά κεϊνται έπί τοΟ αύτοΟ 
έπιπέδου, διότι τότε αί Εξ κορυφαι ΘΑ Ικειντο είς τό αύτό Επίπε¬ 
δον καί δέν ΘΑ εΤχομεν, έν τοιαύτη περιπτώσει, στερεόν σχήμα. 
Άρα αί τρεις διαγώνιοι, ΑφοΟ δέν κεϊνται έπί τοΟ αύτοΰ έπιπέ¬ 
δου καί τέμνονται άνά δύο, όφείλουν' νά διέρχωνται διά τού αύτοΟ 
σημείου. 

2) Αί τέοσαρες κορυφαί, αί όποϊαι ΑντιοτοιχοΟν είς δύο τυ- 
χούσας διαγώνιους τοΰ όκταέδρου, κεϊνται Επί τοΟ αύτοΰ έπιπέ¬ 
δου. Τά έπίπεδα τά έφαπτόμενα είς τά τέσσαρα ταϋτα σημεία, 
όρίζουν τέσσαρας διαδοχικός Εδρας τοΰ περιγεγραμμένου έξαέ- 
δρου. Αλλά τό Επίπεδον τών τεσσάρων ΘεωρηΘεισών κορυφών. 


2. £ η μ. μ ε τ. Υπάρχουν είς τήν γεωμετρίαν τοϋ χώρου τά εξής Βύο 
Αντίστροφα θεωρήματα : 


Έάν εις τόν χώρον, ν τό πλή¬ 
θος εϋθεϊαι τέμνωνται Ανά Βόο με¬ 
ταξύ των, χωρίς νά κεϊνται έπί 
τοΰ αΰτοϋ ϊπιπέΒου, θά Βιέρχων- 
ται όλαι Βιά τοϋ αϋτοΰ σημείου. 


Έάν είς τόν χώρον, ν τό πλή¬ 
θος ιΰθεΐαι τέμνωνται άνά Βύο με¬ 
ταξύ των. χωρίς νά Βιέρχωνται 
Βιά τοΰ αΰτοϋ σημείου, θά χεϊν- 
ται όλαι έπί τοϋ αΰτοϋ έπιπέβου. 


θά άποβείξωμεν τήν πρός τά άριστιρά πρότασιν. Έστωσαν α,6.γ.Β....ν, 
ίύθεϊαι τεμνόμεναι άνά Βύο μεταξύ των καί μή κείμεναι έπί τού αΰτοϋ 
έπιπέβου. Μία τοϋλάχιστον έξ αυτών, π.χ. ή γ Βέν θά 'εϋρίσχεται εντός 
τοϋ Επιπίβου □ τοϋ όριζομένου ίιπό τών Βύο τεμνομένων ευθειών α καί Θ' 
α&τη θά όρίζη συνεπώς μέ έκάστην τών α καί β βύο έπίπεβα Βιαφορβ- 
τιχά τοϋ Π, τά Π, Ξ (αγ) καί Π, (βγ). Συνεπώς ή γ θά Βιέρχεται Βιά 
τοϋ σημείου Ο τομής τών α καί 6. Όθεν καί πάσα Αλλη ευθεία Β. αυναν- 
τώσα τάς α, 6, γ βέν θά κεϊται συγχρόνως έπί τοϋ έπιπέβου Π. Έάν π.χ. 
ή 6 Βέν εόρίσκεται έπί τοϋ έπιπέΒου τών α καί γ θά πρέπει νά Βιέρχε- 
ται Βιά τοϋ σημείου τομής τών α καί γ. βηλαβή τοϋ Ο, άρα... Άντιατοί- 
χως άποΒεικνύιται τό πρός τά βεξιά θεώρημα. 
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τέμνει τήν σφαίραν κατά Ινα κύκλον. τοΟ όποιου ή περιφέρεια βό- 
ναται νά θεωρηθή, ώς ή καμπύλη έπαφής ένός κώνου περιγεγραμ¬ 
μένου είς τήν σφαίραν* Αλλά τΑ έφαπτόμενα ϊπίπε&α τά Αγόμενα 
έκ τών τεσσάρων, ώς άνω, κορυφών, είναι συγχρόνως έφαπτόμενα 
πρός τήν σφαίραν καί πρός τόν περιγεγραμμένον κώνον. Άρα τΑ 
τέσσαρα ταΟτα έπΙπεδα διέρχονται διΑ τής κορυφής τοΟ κώνου καί 
ουνεπώς τέμνονται είς Εν σημεϊον. 

33. Σημιίκοοις. ΑΙ Εξ Ιδραι τοΟ έξαέδρου. λαμβανόμεναι ΑνΛ 
τέσσαρες δίδουν γένεσιν είς τρεις όμΑδας και συνεπώς ε(ς τρία 
σημεία τομής. Τό σημεϊον τομής τών διαγωνίων τοΟ Εγγεγραμμέ¬ 
νου όκταέδρου, είναι Α πόλος τοΟ έπιπέδου τών τριών σημείων 
τομής τών έδρών τοΟ έξαέδρου 


§ III. Σύτ&κοις καί είς Αιοποψ Απαγωγή 


34. Χφήοις τής ννεόέειαι. Γ 
διά τής συνθέσεως. Αναχωροΰμεν 
ζόμεθα μίαν δευτέραν πρότασιν 
γνωστήν, έξ αύτής μίαν τρίτην 
κ.ο.κ. Εως δτου φθάσωμεν είς τήν 
πρός Απόδειξιν πρότασιν. 

Διά τήν Απόδειξιν τών προτά¬ 
σεων ή σύνθεσις Ακολουθεί πο¬ 
ρείαν Αντίστροφον τής Λναλύσεως. 

’ Εφαρμόζομεν τήν σύνθεσινείς 
τό ήδη δοθέν (Αριθ. 25) παρά¬ 
δειγμα. 

θτώρημα 

35. Ή άπόσεαοις ΜΡ ένός τυ¬ 
χόντος σημείου Μ περκρερείας, άπό 
μιας δοθείαης χορδής ΑΒ αύτής εί¬ 
ναι μέση ανάλογος τών Αποστάσεων 
ΜΕ, ΜΖ τοϋ Ιδίου σημείου Μ, άιτό 
τάς έφακιομένας ΑΓ, ΒΓ, τάς άγο· 
μένας είς τά πέρατα τής βοθείσης 
χορδής ΑΒ. 

Τό τετράπλευρον ΑΡΜΕ εΤνο 


Απόδειξιν ένός θεωρήματος 
έκ μιβς Αλήθειας γνωστής, πορι- 



έγγράψιμον, διότι αί δύο Απέ- 


3. £ η μ. μ ε τ. Έάν Μ τυχόν σημεϊον τοϋ χώρου καί 0 τυχούβα σφαί¬ 
ρα. είναι Βέ λ καί Β τά σημεία τομής τής τυχούσης Βιά τοϋ Μ εδθείας 
μετά τής σφαίρας, ληφθή Βέ από τοϋ Μ τμήμα ΜΜ' τοιοϋτον ώστε 


2 

(ΜΜ') 


(ΜΑ)^(ΜΒ) 


ένθα (ΜΜ'). (ΜΑ). (ΜΒ) άλγεβρικαί τιμαί. ό τόκος τοϋ σημείου Μ' όταν 
ή ΜΜ' μεταβάλλεται Βιερχομένη πάντοτε Βιά τοϋ Μ. είναι ίν έπίκεδον 
II, όπερ καλείται πολικόν έπίπεΒον τοϋ Μ ώς πρός τήν σφαίραν, τό Βέ 
Μ πόλος τοϋ έπιπέΒου Π ώς πρός τήν σφαίραν. 

Λντιστοίχιος ορίζεται ό πόλος καί ή πολική εϋθεία ώς πρός κύκλον. 
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ναντι γωνίαι του είναι όρθαί, άρα ή γωνία ΜΡΕ=ΜΑΕ, ώς Εγγε¬ 
γραμμένοι εις τό αυτό τόξον. 

Επίσης ή γωνία ΜΖΡ=ΜΒΡ. 

Έξ Αλλου αί γωνίαι ΜλΕ, ΜΒΡ είναι Τσάι, άρα ή γωνία 
ΜΡΕ=ΜΖΡ καί έφόσον αΐ γων.ΕΜΡ, ΖΜΡ είναι άντιστοίχως Τσάι 
ιτρός τάς (εμΓ, Γμζ) προκύπτει, βτι τά τρίγωνα ΜΡΕ καί ΜΖΡ εί¬ 
ναι Ισογώνια καί Επομένως δμοια' 

δηλαδή έξ οδ ΜΡ»=ΜΕ.ΜΖ. 

ΜΡ ΜΖ 

36. Παρατήρηαις. Αλλά πώς όδηγεϊται κανείς εΙς τά νά έξετάση 
τό τετράπλευρον ΑΡΜΕ; διατί ν' άσχοληθή μέ τήν Ισότητα τών 
γωνιών ΜΒΡ,ΜΑΕ... καί άλλας άναλόγους Ερωτήσεις; 

Ούδεμία τελείως Ικανοποιητική άπάντησις δύνατσι νά δοθή, 
πράγματι ή Εμφυτος Ικανότης δέν είναι παρά τό πόρισμα μιας τα¬ 
χείας άναλύσεως, κάποτε Ασυνειδήτου, άλλά έν τούτοις πολύ 
πραγματικής. Πρός άναζήτηοιν τής άληθείας πρέπει λοιπόν ν’ άνα- 
τρέξη κανείς είς τήν άνάλυσιν. 

36. * Απαγωγή είς δτοηον. Ή άπόδειξις ένός θεωρήματος διά 
τής είς άτοπον Απαγωγής, συνίσταται είς τό νά δεχθώμεν προσω- 
ρινώς ώς Αληθή τήν Αντιφατικήν πρότασιν τοΟ διατυπωθέντος θεω¬ 
ρήματος, καί κατόπιν τή βοηθείφ μιας Ακο¬ 
λουθίας συμπερασμάτων, νά φθάσωμεν είς 
Εν συμπέρασμα, προφανώς Αντίθετον πρός 
τάς γνωστάς Αλήθειας. 

Παράδειγμα : Πρός άπόδειξιν τοΟ Ακολού¬ 
θου θεωρήματος. 

Έάν δύο εύθεϊαι είναι παράλληλοι, έκά- 
ατη εύθεϊα κάθετος εις τήν μίαν έξ αύτών ΑΒ. 
εΤναι κάθετος καί έπί τήν άλλην εύθεΐαν ΓΔ. 

Παραδεχόμεθα ή μάλλον θεωροδμεν ώς 
Αληθή τήν Αντιφατικήν πρότασιν. ’Εάν δύο 
εύθεϊαι ΑΒ καί ΓΔ εΤναι παράλληλοι, μία εύθεϊα ΑΓ κάθετος έπί 
τήν μίαν έξ αύτών ΑΒ δέν εΤναι κάθετος έπί τήν άλλην ΓΔ. 

Επομένως, θά ήδύνατο νά ύψωθή μία κάθετος ΓΕ έπί τήν ΑΓ, 
άλλά σι εύθεϊαι ΑΒ καί ΓΕ θά ήσαν παράλληλοι κατόπιν τού 
γνωστοΟ θεωρήματος, θά προέκυπτε λοιπόν έξ αύτοΟ δτι έκ τοΟ 
σημείου Γ θά υπήρχαν δύο παράλληλοι, πρός τήν αύτήν εύθεΐαν. 
Άλλά τό πόρισμα αύτό είναι προφανώς άπαράδεκτον μετά τό 5ον 
αΤτημα τοΟ Εύκλείδου, πρέπει λοιπόν ή ΓΔ νά εΤναι κάθετος έπί 
τήν ΛΓ. 

37. Παρατήρηοις. Πρέπει νά Εχη κανείς ύπ’ δψει του νά μελετρί 
τάς διαφόρους περιπτώσεις, τάς όποιας δύναται νά παρουστάση ή 
Αντιφατική πρότασις. Διότι άνευ αΰτοΰ έκ του άτόπου τής μιας 
μόνον έξ αύτών, δέν θά ήδύνατο νά συμπεράνη τήν Αλήθειαν τοΟ 
προτιθεμένου θεωρήματος. 

Παράίιιγμα: ΕΤναι γνωστόν δτι έκάστη άγομένη παράλληλος 
ΔΕ, πρός τήν βάσιν ένός τριγώνου, όρίζει Εν δεύτερον τρίγωνον 
ΑΔΕ δμοιον πρός τό πρώτον, δηλαδή όρίζει Εν τρίγωνον ίχον 
τήν αύτήν γωνίαν τής κορυφής μετά τοϋ πρώτου καί τοΟ όποιου 


Γ ; \ 
Σι. 13. 
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αΐ πλευραί αΐ περιέχουσαι τήν κοινήν γωνίαν, είναι Αντίστοιχος 
Ανάλογοι. 

Ή Ανωτέρω πρότασις ΘΑ ή το λανθασμένη, έάν βιετυπώνετο ώς 
Ακολούθως; 

"Οταν βύο τρίγωνα Εχουν μίαν γωνίαν κοινήν περιεχομένην 
μεταξύ Αναλόγων πλευρών, α( βάσεις τών 
τριγώνων αύτών είναι παράλληλοι. 

Πράγματι, μία εύθεΐα δπως ή ΔΈ', 6που 
Εχομεν λάβει ΑΔ'=ΑΔ, ΑΕ'=ΑΕ, δίδει δύο 
τρίγωνα δμοια ΑΔΈ', ΑΒΓ, τά όποια πλη¬ 
ρούν ΰλους τούς δρους τής διατυπωθείσης 
Ανωτέρω προτάσεως, έν τούτοις ή ΔΈ' δέν 
είναι παράλληλος πρός τήν ΒΓ. ΑΙ δύο σδται 
εύθεΐαι είναι Αντιπαράλληλοι. 

38. Χρήοις τής τις άτοπο* απαγωγής. Ή 
Απόδειξις διά τής είς άτοπον Απαγωγής Ελέγ¬ 
χει, Αλλά δέν διαφωτίζει, Αναγκάζει είς τήν 
Αναγνώρισιν τής Ακρίβειας τής διατυπωθείσης 
προτάσεως, έν τούτοις Ικανοποιεί Ελάχιστα τό πνεύμα, διότι δέν 
πραγματεύεται κατ' εύθεϊαν τό ζητηθέν θεώρημα* σήμερον σπα- 
νίως Ανατρέχει κανείς είς αύτήν τήν μέθοδον (Οιιλιιηΐΐ). 

38 α. ΣημιΙωοις. Ή μέθοδος διά τής είς Ατοπον Απαγωγής όψεί- 
λεται είς τόν Εύκλείδην, έχρηοιμοποιήθη συχνά 6πό του Ι>έ£εηιΐΓε. 


Α 



§ IV. Προβλήματα γραφικά 

39. ΆνάΙναις. Πρός λύσιν ένός γραφικού προβλήματος διά τής 
Αναλύσεως, τό ύποθέτομεν λελυμένον, κατόπιν θεωροϋμεν τάς 
σχέσεις τών δοθέντων καί τών Αγνώστων, καί έξ αύτών ποριζό- 
μεθα συμπεράσματα, μέχρις δτου φθάσωμεν είς γνωστά Αποτελέ¬ 
σματα. 

Όφείλομεν νά Εχωμεν Οπ’ δψει μας, 6τι αΙ ποριζόμεναι προ¬ 
τάσεις μεταξύ των πρέπει νά είναι Αντίστροφοι Από λογικής Από- 
ψεως* άνευ τούτου είναι δυνατόν νά ΑποσιωπηθοΟν ή νά παραλει- 
φθοΟν λύσεις ή νά είσαχθούν ξέναι είς τήν προτιθεμένην έρώτησιν. 

40. Σύψήιαις. Πρός λύσιν ένός γραφικού προβλήματος διά τής 
συνθέσεως, ύποδεικνύομεν Αμέσως τάς πρός έκτέλεσιν κατασκευάς, 
διά νά φθάσωμεν είς τό ζητούμενον Αποτέλεσμα. Καί δικαιολογοΟ- 
μεν διαδοχικώς τάς οΟτω πραγματοποιουμένας κατασκευάς. 

θά έφαρμόσωμεν διαδοχικώς τήν άνάλυσιν καί σύνθεσιν είς 
Εν καί τό αύιό πρόβλημα. 

ΠρόβΙημα 

41. Νά χατασχεναοθή τετράγωνον τού όποιου δίδεται τό άθροισμα 
λ, τής διαγώνιου καί τής πλευράς. 

1) Άτάΐυοις. Υποθέσομεν τό πρόβλημα λελυμένον καί Εστω 
ΛΒΓΔ τό ζητούμενον τετράγωνον. Φέρομεν τήν διαγώνιον ΑΓ, τήν 
προεκτείνομεν καί λαμβάνομεν μήκος ΓΕ Τσον πρός τό ΑΒ. θά 
Εχωμεν ΑΕ=λ. 

Έάν άχθη ή ΒΕ, διαπιστοϋμεν δτι τό τρίγωνον ΒΓΕ είναι ίσο- 
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σκελές. Ή γωνία ΒΓΑ, Εξωτερική αύτοΟ τοΟ τριγώνου, είναι Τση 
πρός έκάστη λοιπόν τών γωνιών Β καί Ε τοΟ τριγώνου ΒΓΕ 

(αοΟται μέ —. 

8 

ΟΟτω είς τό τρίγωνον ΑΒΕ είναι γνωοτή ή βόσις ΑΕ καί αΐ 
προσκείμεναι γωνίαι Α καί Ε. 

Δϋναται λοιπόν νά κατασκευασθΑ τό 
τρίγωνον καί ή μικρό πλευρό ΑΒ, θό είναι 
ή πλευρό τοΟ ζητούμενου τετραγώνου. 

Ή πλέον πρακτική σειρό δΓ αότάς τός 
κατασκευάς, εΓναι έκείνη τήν όποΐαν θό 
ύποδείξωμεν ε!ς τήν σόνθεσιν. 

2) 2ννό»σις. Είς τό μέσον μιάς ευθείας 
ΑΕ Τσης πρός τό δοθέν μήκος λ, υψώνο¬ 
με ν κάθετον. Λαμβάνομεν έπϊ τής καθέτου 
τμήμα ΜΝ=ΜΑ. Φέρομεν τός ΝΑ καί 
ΝΕ. Άγομεν τήν διχοτόμον ΕΒ τής γω¬ 
νίας Ε κατόπιν τήν ΒΓ κόθετον έπϊ τήν 
ΑΒ καί τέλος τός ΑΔ καί ΓΔ α( όποϊαι 
συμπληρώνουν τό τετράγωνον. 

Πράγματι ε(ς τό τρίγωνον ΑΒΓ ή γωνία Β είναι όρθή, ή γω¬ 
νία Α ίση πρός καί συνεπώς ή Γ = -ί-, &ρα ΒΓ=ΑΒ. 

Ή γωνία ΑΕΝ=-^-, Αρα ΑΕΒ = -^-. 

Είς τό τρίγωνον ΒΓΕ, ή γωνία Β ΙσοΟται μέ τήν έζωτερικήν 
γωνίαν Γ, μεϊον τήν έσωτερικήν Ε, 

. α π π π 

ήτοι γ ων . Β = -* Γ - ΊΓ = — 

όρα τό τρίγωνον ΒΓΕ είναι Ισοσκελές, ΓΕ=ΓΒ ή ΑΒ καί ή ευθεία 
ΑΕ ή λ, Τση πρός τήν διαγώνιον ΑΓ, πλέον τό μήκος τής πλευράς. 

Παραιήρηαις. θό δώσωμεν μερικό Αλλα παραδείγματα λύσεως 
προβλημότών, όλλό περιοριζόμενοι είς τό νό τό έξετόσωμεν μό¬ 
νον διό τής όναλύσεως. 

ΠρύβΧημ» 



43. Νά διαιρεδή τόξον κύκλου είς δυο μέρη, είς τρόπον ώστε αί 
χορδαϊ τών τόξων τών ούιω όριζομενων. νά έχουν δοθέντα λόγον — . 

Έστω ΑΓΒ τό δοθέν τόξον. Ύποθέτομεν τό πρόβλημα λελυ- 
μένον καί παραδεχόμεθα δτι Εχομεν 

ΑΔ μ 

ΒΔ ν 


Πρός λόσιν του προβλήματος, όρκεϊ νό κόμωμεν χρήσιν τοΟ 
θεωρήματος τής διχοτόμου, διότι γνωρίζομεν δτι ή βόσις χωρίζε¬ 
ται είς τμήματα όνόλογα τών πλευρών. 


Έχομεν λοιπόν 


ΑΕ _ ΑΔ _ μ 
ΒΕ “ "ΒΔ" — ~ν 
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Δυνάμεθα 4ξ αυτού νά προσδιορίσωμεν τό σημεΐον Ε, διότι ή 
διχοτόμος τής γωνίας Δ ΑφεΙλει να βιέλθη διά τοΟ μέσου τοΟ τό¬ 
ξου ΑΖΒ. Άγόμεβα λοιπόν είς τήν κατωτέρω 


κατασκευήν. 

Καιααανή, ΈπΙ μιΑς τυχούσης ευθείας άγο- 
μένης διά τοΟ σημείου Α,λαμβάΛιμεν ΑΜ=μ 
καί ΜΝ=ν. Συνδέομεν τό Β αέ τό Ν. Δια 
τοΟ Μ φέρομεν τήν ΜΕ παράλληλον πρδς 
τήν ΜΒ καί ένοΟμβν τό μέσον Ζ τοΟ τόξου 
μετά τοΟ σημείου Ε. Ή ιύθεία ΖΕΔ όρίζει 
τό σημεΐον Δ. 

Παρατήρψμς. Τό οημεΐον Δ' συμμετρικόν 
τοΟ Δ. ώς πρός τήν διάμετρον ΓΖ Αντιστοιχεί 
είς τήν σχέσιν 

ΒΔ _ μ 

ΑΔ' — ν * 



Σχ. 19 . 


Πρόβλημα 


43. Νά καταοκευασθή τρίγωνον, τοΟ όποιου δίδονται δύο πλευραΐ 
χα> ή διχοτόμος τής περιεχομένης ΰπ’ αύτών γωνίας. 

Έστω ΑΒΓ τό ζητοΟμενον τρίγωνον, αί πλευράί ΒΓ, ΒΑ άντι- 
στοίχως Τσάι πρός τά δοθέντα μήκη α, γ. καί ή διχοτόμος ΒΔ Τση 
πρός Αλλο δοθέν μήκος β. 

Φέροντες παράλληλον ΑΕ πρός τήν διχοτόμον σχηματίζομεν 
ϊν τρίγωνον Ισοσκελές ΑΒΕ, τοΟ όποίου δύναται νά όρισθή ή βάσις. 

Πράγματι τά δμοια τρίγωνα ΓΑΕ, ΓΔΒ δίδουν τήν σχέσιν 


ΑΕ 

β 


ΓΕ ΑΕ _ α+γ 

— * ~Γ~ ~' 


διότι ΒΕ—γ 


έξ οϋ 


ΑΕ = β(α±γ) 
α 


Οϋτω μετά τόν προσδιορισμόν τοΰ μήκους ΑΕ διά τής Τετάρ¬ 
της άναλόγου, άρκεϊ νά κατασκευασθή 
ϊνα Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΕ, ίχον ώς 
βάσιν ΑΕ καί γ ώς μήκος τών Τσων 
πλευρών. 

Διά τής κορυφής Β τοΰ Ισοσκελούς 
τριγώνου. Αγομεν παράλληλον πρός τήν 
βάσιν, λαμβάνομεν ΒΔ=β καί Αγομεν 
τάς ευθείας ΕΒ καί ΑΔ έως δτου συ¬ 
ναντηθούν. 

Πρόβλημα 

44. Δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ έχοντος Σ*. π. 

τρεις ανίοους πλευράς, ζητούνται ν’ άχθοΰν 
εϋθεΐαι ΟΜ, ΟΝ διά τυχόντος σημείου τής 

βάσεως, είς τρόπον ώστε τά τμήματα τών ευθειών ΟΜ, ΟΝ, τά περιε¬ 
χόμενα μεταξύ τών πλευρών, νά έχουν άθροισμα εν μήκος δοθέν λ καί 
δΓ έκαστον άλλο σημεΐον τής βάσεως, αί αγόμενοι παράλληλοι πρός τάς 
ΟΜ καί ΟΝ, νά έχουν σταθερόν άθροισμα λ. 

Γίωμιτρϊα 



2 
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Δεχόμεθα τό πρόβλημα λελυμένον καί ότι ΟΜ ΟΝ — λ. 
Έφ' δσον τό Αθροισμα όφείλει νά είναι σταθερών διά τυχόν 
σημεΐον τής βάσεως πρέπει ή ΒΕ, παράλλ,ηλος πρός τήν ΟΝ, νά 
(σοΰται μέ λ, διότι διά τοΟ σημείου Β ή άγο- 
α μένη παράλληλος ΐφός τήν ΟΝ είναι μηδέν. 

Επίσης ή ΓΖ Αγομένη παραλλήλως πρός 
τήν ΟΜ όφείλει νά ΙσοΟται μέ λ. Άγόμεθα 
λοιπόν είς τήν Ακόλουθον κατασκευήν. Μέ 
κέντρον τό σημεΐον Β και Ακτίνα λ γράφο- 
μεν τόξον, τό όποιον τέμνει τήν ΑΓ είς τό 
Ε, μέ τήν ιδίαν Ακτίνα καί μέ κένπρον τό Γ 
όρίζομεν τό Ζ έπί τής ΑΒ. Κατόπιν έκ τυ¬ 
χόντος σημείου τής βάσέως Ο, φέρομεν πα¬ 
ραλλήλους πρός τάς ΒΕ, ΓΖ. 

Αρκεί ν’ Αποδειχθή δτι ΟΜ4-ΟΝ=λ· πράγ· 
ματι τά όμοια τρίγωνα ΟΓΝ, ΒΓΕ δίδουν: 

ΟΝ ΟΓ- ., Τ _ Μ . ΟΓ 
— = ΈΤ· *«»υΟΝ = λ ΈΓ . 



Τά όμοια τρίγωνα ΟΒΜ, ΓΒΖ δίδουν έπίοης ·» 

ΟΒ 
ΒΓ ' 


ΟΜ = λ- 


Έπομένως ΟΜ+ΟΝ=λ . λ. 

□ I 


46. Παρατήρησή. Είς τά προηγούμενα προβλήματα, ή ύπόμνησις 
ένός μόνου θεωρήματος μάς όδήγησε είς τήν λύσιν. Αλλά Βέν 
συμβαίνει οϋτω διά τό πλεϊστον τών προβλημάτων- είς τήν προ- 
κειμένην περίπτωσιν έργαζόμεθα ώς Ακολούθως: 

Άναζητοΰμεν ν' ΑναγΑγωμεν τό προτιθέμενον πρόβλημα είς 
Ενα πλέον ΑπλοΟν. κατόπιν αυτό τό δεύτερον είς Ενα τρίτον Ακόμη 
άπλούστερον κ.ο.κ.. μέχρις δτου φθΑσομεν είς μίαν πρότασιν γνω¬ 
στήν ή τουλάχιστον είς πρόβλημα δυνάμενον νά λυθή Αμέσως. 

Ιδού μερικά παραδείγματα. 


Πρόβλημα 

46. Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη τριών δοΰεισών περιφερειών 
Α, Β. Γ. 

“Εστωσαν α, β. γ αί Αντίστοιχοι Ακτίνες τών άνω περιφερειών 
καί Δ τό κέντρον τής ζητουμένης περιφερείας. 

Γράφοντες μίαν περιφέρειαν μέ κέντρον Δ καί μέ Ακτίνα ΑΔ. 
διαπιστοϋμεν ότι θά είναι έφαπτομένη περιφερείας γραφομένης μέ 
κέντρον Β καί Ακτίνα β —α καί έκείνης ήτις γράφεται μέ κέντρον 
Γ καί Ακτίνα γ—ά. ”Αρα τό πρόβλημα Ανάγεται είς τό Ακόλουθον. 

Πρόβλημα 

47. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά σημείου καί έφαπτομένη 
δύο δοθειοών περιφερειών ΒΖ. ΓΚ (Σχ. 19). 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον. φέρομεν τήν κοινήν έφα- 
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πτομένην ΕΚΖ καί ένοΟμεν τό κέντρον Ε μέ τό σημεϊον Α. Ανα- 
γνωρίζομεν Βτι ΕΑ.ΕΗ=ΕΖ.ΕΚ. “Αρα πρός προσδιορισμόν τοΟ 
σημείου Η Αρκεί νΑ γραφή μία περιφέρεια διά τών σημείων ΑΖΚ. 



Επειδή τώρα ή ζητουμένη περιφέρεια, όφείλει νά διέρχεται διά δύο 
γνωστών σημείων Α, Η τό πρόβλημα Ανάγεται είς τό άκόλουθον. 

Πρόβλημα 

48. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο δοϋέντων σημείων 
Α, Η χαί έφαπτομένη δοόΐίσης περιφερείας. 

Τό τρίτον τούτο πρόβλημα, ανάγεται είς τό έξης : Νά γραφή ερι- 
φέρεια διερχομένη διά τριών σημείων. 

49. Παρατήρηαις. Ή ύποδειχθεϊσα πορεία είναι έντελώς Αναλυ¬ 
τική, άλλά έπειδή αί διαδοχικαΐ προτάσεις δέν είναι Αντίστροφοι 
μεταξύ των, πρέπει νά μελετηθη έκάοτη μετά προσοχής, ΐνα μή 
παραληφθοΟν μερικαί λύσεις. Οϋτω τό τέταρτον πρόβλημα, νά 
γραφή περιφέρεια διά τριών σημείων, δέν Εχει παρά μίαν μόνον 
λύσιν’. Τό τρίτον, νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο ση¬ 
μείων καί έφαπτομένη δοθείσης περιφερείας Εχει δύο- τό δεύτε¬ 
ρον, νά γραφή περιφέρεια διά σημείου καί Εφαπτομένη δύο άλ¬ 
λων περιφερειών. Εχει τέσσαρας, καί τό πρώτον νά γραφή περι¬ 
φέρεια έφαπτομένη τριών άλλων περιφερειών, Εχει όκτώ λύσεις. 

Ή συνθετική μέθοδος έκθέτει πρώτον τό άπλούστερον πρόβλημα. 
Είς τό άναφερθέν παράδειγμα είναι τό τέταρτον πρόβλημα, κατό¬ 
πιν έρχόμεθα διαδοχικώς είς τό τρίτον, τό δεύτερον καί τό πρώτον. 

Πρόβλημα 

60. Ποια είναι ή άπόστασις ΟΛ ιού κέντρου 0 έλλείψεως ' άπό χορ- 

4. 2 η μ. μ ε χ. Έλλειψις καλείται ή καμπύλη, τής οποίας παν ση- 
μεΐον Μ άπέχει άπό βύο σταθερών σημείων λ καί Β Αποστάσεις τών 
όποιων τό άθροισμα ΑΜ-)-ΒΜ είναι σταθερόν. 
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δής ΜΝ παραλλήλου προς ΑΑ' χαί τής οποίας τό μήχος είναι ιό ήμισυ 
τοϋ μεγάλου ίξονος αύτής; 


1) θεωροΟμεν τόν πρωτεύοντα κύκλον τής έλλείψεως, καί τήν 
Αντίστοιχον χορδήν μν ΐοην πρός τήν Ακτίνα α τοΟ κύκλου· ένοΟν- 
τες τά Ακρα της μέ τό κέντρου, σχηματίζομβν Ενα Ισόπλευρον τρί¬ 


γωνον νΟμ. Τό ϋψος αύτοΟ είναι Τσον πρός Ή ζητούμενη 


Απόστασις Εχει λόγον ώς 



πρός τό ϋψος Ισον μέ τόν λόγον τών 

δύο Αξόνων -ρ-. *Αρα ή Απόστασις τοΟ 

κέντρου τής έλλείψεως Από τής χορδής 
αύτής Ισοϋται: 

4-χ.!- (3 = 4-115: 

2) Δυνάμεθα νά ψθάσωμεν ταχύτε- 
ρον είς τό Αποτέλεσματα αύτό. Γράψο- 
^ιεν^ιύκλοτ^έπΜ^οΟ δευτερεύοντός 4ξο- 

νος. Ή ήμιχορδή είναι ή τετμημένη 


ΔΕ. ένός σημείου Δ. Διά τόν δευτερεύοντα κύκλον, τό ήμισυ τής 

Ο 

Αντιστοίχου χορδής 6Ε = -γ Αλλά δγ = β είναι ή βάσις ένός 


α 

Ισοπλεύρου τριγώνου, Αρα ΟΕ = — Ιΐ. 


3) Ό γενικός τρόπος πρός λύσιν αυτών τών προβλημάτων, εί¬ 
ναι νά μεταχειριζόμεθα τήν έξΙσωοιν τής καμπύλης (έλλείψεως) 
αΗ'+β'χ’^α'β·. 

Ά ντικαθιοτώντες “τό χ διά ΜΛ ή ^, έξ οδ χ· = . λαμβάνο- 

μεν διαδοχικώς 

β’α» 

+ α’Ρ’. 


Β’ 


έξ ού 


> = γ Ρ 


( ΟαιίίΙΙοπ) 


61. Δίδονται τρία σημεία Α,Β,Γ χαί μιά περιφέρεια, νά έγγραφή είς 
αυτήν τρίγωνον Δ,Ε,Ζ, τού όποιου έχάστη πλευρά νά διέρχεται δι' ένός 
τών δοδέντων σημείων. 

Έστω τό πρόβλημα λελυμένον καί ΔΕΖ τό ζητούμενου τρίγω¬ 
νον. Άρχει μία μόνον κορυψή νά προσδιορισθή. Διά νά προκό¬ 
ψουν ευκόλως μερικαΐ σχέσεις μεταξύ τών δεδομένων καί τών 
αγνώστων, ψέρομεν τήν ΖΚ παράλληλον πρός τήν ΒΓ καί τήν 
ΚΕΗ. Αί έγγεγραμμέναι γωνίαι Δ,Κ είναι Τσάι, Αρα ή γωνία 
ΕΗΒ = Δ· τά τρίγωνα ΒΗΕ, ΒΔΓ είναι όμοια, διότι Εχουν μίαν 
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γωνίαν Β κοινήνκαί μίαν γωνίαν Η 'ίσην πρός την Δ. Ιχομεν κα 
τά συνέπειαν : 


ΒΗ ΒΕ ΒΔ.ΒΕ 

ΒΔ ΓΔ' ° υ ΒΗ ΒΓ ' 

Τά μήκη ΒΕ καί ΒΔ 6έν είναι γνω¬ 
στά, άλλά τό γινόμενόν τους ϊσοΟται 
πρός τό τετράγωνον τής έφαπτομένης 
ΒΤ ! 

ΒΤ, έή’ ού ΒΗ — 

ΒΙ 

Οϋτω τό οημεϊον Η δύναται νά 
προσδιορισθή και νά Χυθή τό προτιθέ- 
μενον πρόβλημα, έόν δυνηθώμεν νά 
προσδιορίσωμεν σημεϊον Ε, τοιοΟτον 
ώστε συνδέοντες αύτό μετά τών ση¬ 
μείων Α καί Η, ή χορδή ΚΖ νά είναι παράλληλος πρός τήν ΒΓ 
Άγόμεθα λοιπόν εις τήν λύσιν τοΰ άκολοόθου προβλήματος. 



Πραβλημα 


52. Δίδονται δύο σημεία Α. Η. μία περιφέρεια καί μία εύδεϊα. Νά 
όρισδή έπ’ αύτής τής περιφερείας εν οημεϊον Ε, τοιούτον ώστε ένοϋν- 
τες αύτό μετά τών δύο δοδέντων σημείων Α, Η, ή χορδή ΖΚ νά είναι 
παράλληλος πρός τήν ε άδειαν ΒΓ. 


"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον καί ΖΚ παράλληλος πρός ΒΓ. 

"Οπως εις τό προηγούμενον πρόβλημα, φέρομεν τήν ΖΛ πα¬ 
ράλληλον πρός τήν ΑΗ. κατόπιν τήν εύθεΐαν ΛΚΜ καί προσδιο- 
ρίζωμεν τήν θέσιν τοΰ σημείου Μ. Τά τρίγωνα ΜΚΗ. ΕΑΗ εΤναι 
όμοια. 

Πράγματι ή γωνία Η εΤναι κοινή καί ή γωνία Μ Ιση πρός τήν 
γωνίαν Ε, διότι αϊ δύο αύταί γωνίαι εΤναι 
παραπληρωματικοί τής αύτής γωνίας Λ. 


Έχομεν λοιπόν 


έξ ού 


ΗΜ 



ΑΗ 


Ουτω είναι γνωστή ή θέσις τοΰ σημείου 
Μ· έξ άλλου ή γωνία ΛΖΚ — ΑΗΒ,ήτις είναι 
ή δοθεΐσα, άρκεϊ λοιπόν ν' άχθη διά τοΰ ση¬ 
μείου Μ ή τέμνουσα ΜΚΛ τοιαύτη ώστε ή 
Αντίστοιχος εγγεγγραμμένη γωνία ΛΖΚ, νά 
εΤναι Τση πρός τήν σχηματιζομένην έκ τών 
δοθεισών ευθειών ΑΗ καί ΒΓ. 

Ή πλήρης λύσις τοΰ προβλήματος (άριθ. 51), δέν άπαιτεϊ πλέον 
παρά τήν λύσιν τής πολύ άπλής κατωτέρω άσκήσεως. 



Πρόβλημα 

53. Διά δοθέντος σημείου Μ. ν’ άχθή τέμνουσα τοιαύτη ώστε ή εγγε¬ 
γραμμένη γωνία ΚΖΛ, ή όποια αντιστοιχεί είς τδ ουτω σχηματιζόμενον 
τόξον ΚΛ. Ισοϋται πρός δοδεϊσαν γωνίαν ΑΗΒ. 
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"Ολαι αΙ ϊσαι έγγεγραμμέναι γωνίαι Αντιστοιχούν είς Ισα τόξα 
καί Επομένως εις Τσας χορδάς. Αρκεί λοιπόν 
νά έγγραφη γωνία Γ ίση πρός τήν Η, ν' ά- 
χθή περιφέρεια όμόκεντρος τής πρώτης καί 
έφαπτομένη ε(ς τήν χορδήν ΔΕ, κατόπιν διά 
τοΟ σημείου Μ ν' άχθη είς τήν δευτέραν πε¬ 
ριφέρειαν έφαπτομένην ΜΚΛ. Έκάστη έγγε- 
γραμμένη γωνία, όπως ή Ζ, θά ΙσοΟται πρός 
τήν Η. 

Συμπέρασμα 

64. Ή αύν&ιοις μάς έπιτρέπει νά έκθέσω- 
μεν τήν άπόδειξιν ενός γνωστοΟ θεωρήματος* 
**■ **· συνήθως χρησιμοποιείται είς τά στοιχεία τής 

Γεωμετρίας πρός άπόδειξιν τών θεωρημάτων* 
άλλά ή σΟνθεσις δέν δϋναται νά χρησιμοποιηθή είς τήν λόσιν τών 
προβλημάτων, διότι τίποτε δέν δεικνύει έκ τών προτέρων τάς 
μελλούσας νά γίνουν κατασκευάς. 

Ή άνάΐνσίί είναι ή κατ’ έξοχήν μέθοδος πρός άποκάλυψιν τής 
άληθείας- κατ' άκολουθίαν τήν χρησιμοποιοΟμεν πάντοτε εις τάς 
λύσεις προβλημάτων τάς όποιας δέν Εχομεν μελετήση. 

Ε1 £ιχαΐ μέ&οόοί 

66. Πρός διευκόλυνσιν τής άποδείξεως τών θεωρημάτων καί 
τής λύσεως γραφικών προβλημάτων, είναι χρήσιμον νά διατυ- 
πωθοΟν πσλλαί είδικαί μέθοδοι, αί όποίαι άναφέρονται πραγμα- 
τικώς είς τήν άνάλυσιν. Ή κατάταξις τών ειδικών μεθόδων, δέν 
Εχει τίποτε τό άπόλυτον, διότι Ενας μεγάλος άριθμώς Ασκήσεων 
θά Αδύνατο νά άναφερθή εις πολλάς έξ αυτών τών μεθόδων. 

Επίσης συχνά, ή άπόδειξις ή ή λύσις ένός προτιθεμένου θεω¬ 
ρήματος, δύναται ν’ άπαιτεί τήν σύγχρονον χρήσιν πολλών έκ τών 
ειδικών μεθόδων, τάς όποιας πρόκειται νά ύποδείξωμεν. Πρέπει 
πάντοτε νά λααβάνσμεν ύπ' Λψιν μας, τήν Ακόλουθον παρατήρησιν: 

Πρέπει είς έκάστην περίπτωσιν νά μεταχειριζόμεθα τήν μέθο¬ 
δον, ήτις άγει άμέσως καί εύκολώτερον εις τόν σκοπόν, Αλλά πάν¬ 
τοτε φυλάττοντες τήν Ακαμπτον λογικήν αυστηρότητα, ή όποια 
εΤναι ή ψυχή τής έπιστήμης. (ΤβΓςυεπι, Νοιινεΐΐεϊ Αππβίεί ιπαΐδε- 
πιαίϊηηεβ, 1852, ρ. 447). 





11 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟ! ΤΟΠΟΙ 


$ I. “Ερευνα τών γεωμετρικών τύπων 

56. Όρισμός. ΚαλοΟμεν γεωμετρικών τόπον, τό σύνολον τών 
σημείων, τά όποια ύπόκεινται είς μίαν καί τήν αύτήν Ιδιότητα. 

Τά Στοιχεία τής Γεωμετρίας Εξετάζουν ένα Αρκετά μεγάλον 
Αριθμόν γεωμετρικών τόπων οϋτω : 

Ή κάθετος η άγομένη είς τό μέσον εύθυγράμμου τμήματος, 
είναι ό τόπος τών σημείων τών άπεχόντων έξ ίσου έκ τών άκρων 
τοΟ τμήματος. Ή διχοτόμος μιάς γωνίας είναι ό τόπος τών ση¬ 
μείων τών άπεχόντων Εξ ίσου, άπό τών πλευρών τής γωνίας 
ταύτης. 

Αί παράλληλοι πρός δοθεϊσαν εύθείαν καί έκατέρωθεν αύτής, 
είς άπόστασιν α άπ’ αύτήν, είναι ό τόπος τών σημείων τών άπε¬ 
χόντων άπό τής δοθείσης εύθείας άπόστασιν α. 

Αί όμόκεντροι περιφέρειαι άκτίνων ρ-(-α καί ρ—α, πρός δοθεί- 
σαν περιφέρειαν άκτϊνος ρ, είναι ό τόπος τών σημείων τών άπε¬ 
χόντων άπό τής δοθείσης περίφερείας άπόστασιν α. 

Ό τόπος τών σημείων τοΟ χώρου τών άπεχόντων δοθέν 
μήκος άπό δοθέν Επίπεδον ή σφαίραν, είναι δύο παράλληλα έπί- 
πεδα πρός τό πρώτον ή δύο σφαϊραι όμόκεντροι είς τήν δευτέραν. 

67. Προαδιοριαμός τοϋ τόπον.. Διά ν’ άναγνωρίσωμεν τήν φύσιν 
τοΟ τόπου τών σημείων τά όποια ύπόκεινται είς μίαν δοθεϊοαν 
Ιδιότητα καί διά ν’ άναγνωρίσωμεν τήν θέσιν αύτοΟ τοΟ τόπου 
έν σχέσει πρός δοθέντα μεγέθη, θεωροΟμεν μερικά είδικά σημεία 
τοΟ τόπου καί άναζητοΟμεν ποία είναι ή γραμμή, ή όποία δύνα- 
ται νά διέλθη διά τών εύρεθέντων τούτων σημείων, κατόπιν τών 
Ακολούθως άναγραφομμένων δύο τρόπων. 

Πρώτος τρύχος. 1) Άποδεικνύομεν δτι δλα τά σημεία τής γραμ¬ 
μής, ύπόκεινται είς τήν ζητουμένην Ιδιότητα. 

2) Δεικνύομεν δτι πδν σημεϊον λαμβανόμενον έκτός τής θεω- 
ρηθείσης γραμμής, δέν Εχει τήν ζητουμένην Ιδιότητα. 

Δεύτερος τρόπος. 1) Άποδεικνύομεν δτι τυχόν σημεϊον, ύποκείμε- 
νον είς τήν ζητουμένην Ιδιότητα εύρίσκεται έπί τής γραμμής. 

2) Δεικνύομεν δτι ολόκληρος ή γραμμή άνήκει είς τόν τόπον 
ή άναγνωρίζοαεν ποίον τμήμα αύτής της γραμμής άνήκει πραγ- 
ματικώς εις τον τόπον. 

Παρατηρηθείς. 1) Χάριν τής σπουδαιότητος τήν όποίαν Εχουν οί 
γεωμετρικοί τόποι καί τών δυσκολιών τάς όποίας Εμφανίζει ή 
Εφαρμογή τών Ανωτέρω γενικών θεωρήσεων, θ’ άναπτύξωμεν με¬ 
ρικά παραδείγματα μέ δλας τάς Αναγκαίας λεπτομερείας. 
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2) Ή άνακάλυψις τών }νωμίτρικώ* τόπων καί τής μεθόδου τής 
ά>·αΙνο4<ος, όφείλονται είς τόν ΠΧάτωτα 

Πρόβλημ* 

68. ΔΓ έκαστου σημείου μιας περιφέρειας, άγωμεν ευθείας παραλ¬ 
λήλους, λαμβάνομεν 3ε έπ' αυτών 6 τμή¬ 
ματα Ισα προς ιό δοθέν μήκος λ. Ποιος 
είναι 3 τόπος τών άκρων τών τμημάτων 
τούτων ; 

"Εστω ΓΝ Ισον καί παράλληλον τμή¬ 
μα πρός τό ΒΜ. 

Διά τοΟ κέντρου Α, ψέρομεν Εν πα¬ 
ράλληλον τμήμα ΑΟ Ισον πρός λ. Τό 
σχήμα ΑΒΜΟ είναι παραλληλόγραμ¬ 
μον, ώς Εχον δύο άπέναντι πλευράς 
Ισας καί παραλλήλους. 

"Αρα ΟΜ = ΑΒ = ρ. 

Όμοίως ΟΝ = ΑΓ = ρ. 

Ό τόπος είναι λοιπόν μία περιφέρεια κύκλου, Ιση μέ τήν 
άρχικήν 

69. Σημ»ώ<Ηΐς. 1) "Αν έφαρμόσωμεν τάς συνθήκας τοΟ άνωτέ- 
ρω τόπου ε(ς Εν σχήμα, τυχόν, θά άποκτήσωμεν όμοίως Εν σχήμα 
Ισον. 

Ή γενική άπόδειξις είναι ή έπομένη. 

Α( εύθεΐαι ΒΔ καί ΜΕ είναι Ισαι καί παράλληλοι, διότι ΒΜ 
καί ΔΕ είναι Τσάι καί παράλληλοι, όμοίως καί αΐ ΔΓ καί ΕΝ 
είναι Ισαι καί παράλληλοι, α( δέ γωνίαι ΒΔΓ καί ΜΕΝ είναι Ισαι 
ώς Εχουσαι τάς πλευράς παραλλήλους καί όμορρόπους. 

ΟΟτω τά σχήματα ΒΔΓΖ καί ΜΕΝΗ είναι Ισα, ώς Εχοντα τάς 
πλευράς άντιστοίχως Ισας καί τάς γωνίας ϊσας. Τά καμπΟλα σχή¬ 
ματα είναι Ισα, ώς βρια Ισων πολυγώνων. 

2) Είς τάς έφαρμογάς. βυνάμεθα νά θεωρήσωμεν τό σχήμα 
ΜΕΝΗ ώς προκΟπτον έκ τής μετακινήσεως τοΟ σχήματος ΒΔΓΖ, 
τοΟ όποιου βλαι αΐ κορυφαί Εχουν όλισθήση έπί τών παραλλήλων. 
Δυνάμεθα ούτω νά είπωμεν βτι τό σχήμα ΜΕΝΗ προέκυψεν έκ 
τοΟ ΒΔΓΖ, άν έφαρμόσωμεν έπ' αύτοΟ μίαν μετακίνησιν ή μίαν 
μεταφοράν, βλων τών σημείων όλισθησάντων έπί τών παραλλή¬ 
λων ευθειών. 



Πρ4βΙιιμ· 

80. Ποιος είναι ό τόπος ιών σιιμείων. τών όποιων ό λόγος τώ 
αποστάσεων άπό δύο ευθειών, ίσοϋται πρός δοθεντα λογον — · 
Έστωσαν ΟΧ, ΟΥ αΐ δοθεϊσαι εύθείαι. 


5. Ζημ. Μετ. Καί πρός τήν αυτήν χατεύθυσιν (φοράν). 
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Τό σημεΐον Ο άνήκει εις ιόν τοπον- Εστω Α Εν σημεΐον τοιοΟ- 

τον ώστε : 


ΑΜ _ μ^ 

ΑΝ — ν ' 

Ή <Μ[α ΟΒ ιΐραι ό ζηιοϋμεης τό¬ 
πος, διότι διά κάβε σημεΐον σύτής 
Α', θό Ιχωμεν : 

Α'Μ' ΑΜ μ 
Α'Ν' ~ ΑΝ ~ ν * 

Ή ιΰ&ιία ΟΒ άψήχει ίηι'αης εις ιοψ 

ΓΟΛον. διότι βό Εχωμεν : 

ΒΡ _ μ 
ΒΣ ν" 



ΙΙςίβΙημα 


βΐ. Π ο Ιος είναι ό τόκος ιών σημείων τών όποιων αΐ αποστάσεις 
από δύο δοθεντων σημείων έχουν δοβέντα λόγον —; 

Έκΐ τής ευθείας ΑΒ καί έπϊ τής προεκτάσεως αΰτής, προσβιο- 
ρίζομεν τό σημεία Μ καί Ν τοιαΟτα ώστε νά Εχωμεν : 

ΜΑ ΝΑ μ 
ΜΒ — ΝΒ ν' 

Τό δύο ταΰτα σημεία Μ καί Ν, όνήκουν εις τόν ζητούμενον 
τόπον. 

Διό τυχόν άλλο σημεΐον Γ του τόπου, θό Εχομεν έζ όποθέσεως : 


άρα 


ΓΑ _ μ 
ΓΒ ~ V 

ΤΑ _ΜΑ_ΝΑ 
ΓΒ “ΜΒ - ΝΒ 


Άλλό ή διχοτόμος 
τής γωνίας ΑΓΒ και ή 
διχοτόμος τής παραπλη¬ 
ρωματικής της ΒΓΔ θό 
δόσουν, ίπί τής βόσεως, 
δύο σημεία τών όποιων 
ό λόγος τών άποστά- 


ο 



ΓΑ μ 

σεων όπό τών σημείων Α καί Β θό Ισοϋται μέ ρβ = άρα αΙ 


•ύθεϊαι ΓΜ καί ΓΝ είναι αί ζητούμενοι διχοτόμοι. 

ΑΙ διχοτόμοι δμως δύο γωνιών παραπληρωματικών είναι κάθε¬ 
τοι ίπ' άλλήλας, συνεπώς ή γωνία ΜΓΝ ~ καί τό σημεΐον Γ 


θό κεΐται έπί τής περιφέρειας τής χραφομένης μέ διάμετρον τήν 
ΜΝ. 

Δεικνύομεν έν συνεχεία δτι πάν σημεΐον τής περιφέρειας ταύ- 
ιης όνήκει εις τόν τόπον 
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02. Σημιίαα κ. "Αν προσέ'ξωμεν τά σημεία, γράφομεν : 

ΜΑ _ μ , ΝΑ μ β ΜΑ ΝΑ 

ΜΒ — ν ΤΓβ" — Τ ^ ΜΒ _ ~ Τϋ” 

Τά τέσσαρα σημεία Α,Β,Μ,Ν λέγομεν δτι σχηματίζουν μίαν 
άρμονικήν διαίρεσιν. 

Πρόβλημα 


08. Ένοϋμεν τά διάφορα σημεία Μ μιας ευθείας δι' ευθειών, μέ εν 

σημεϊον Ο χα· λαμβάνομεν έπΐ 
έχάστης τοιαύτης ευθείας εν 
τμήμα ΟΝ, τοιοϋτον ώστε 

ΟΜ μ „ , . 

= —· ΠοΙος είναι ο τοπος 

τών σημείων Ν ; 

Έστωσαν Ν καί Ν' δύο ση¬ 
μεία τοΟ τόπου. 

Τά τρίγωνα Μ Ο Μ' καί 
ΝΟΝ' είναι βμοια, ώς ίχοντα 
μίαν γωνίαν ϊσην καί τάς πε- 
ριεχοόσας αυτήν πλευράς άναλόγους, διότι 




ΟΜ _ μ _ ΟΜ' 
ΟΝ ~ ν ~ ΟΝ' 


άρα αί εύθεϊαι ΜΜ' καί ΝΝ' είναι παράλληλοι. 

04. Παρατήρηαις. Εις τό σχ. 27 τό σημεϊον Ο είναι τό κέντρον 
τής κατ’ άναλογίοτν όμοιοθεσίας. Είς τό σχ. 28 τό σημεϊον Ο εΤ- 
τό κέντρον τής- κατ' άντιστροφήν όμοιοθεσίας. 


Πρόβλημα 


05. ΈνοΟμεν τά τά διάθορα σημεία Μ μιας περιφέρειας μέ έν δο 
θέν σημεϊον Ο καί λαμβάνομεν έπΐ έχάστης άχθεί 

ΟΜ 1 

σης ευθείας τμήμα ΟΝ, τοιοΟτσν ώστε — ^ νά ίσού- 

ται μέ σταθερόν λόγον Ποιος είναι ό τόπος 
τών σημείων Ν ; 

"Εστω Ν τυχόν σημεϊον τοΟ τόπου. 

Έπΐ τής ευθείας ΟΑ (σχ. 29) λαμβάνομεν 
τμήμα ΟΒ, τοιοΟτον ώστε : 

Ο,Α _ μ_ _ ΟΜ^ 

Ο δ" ~ ν ~ ΟΝ 

Τά τρίγωνα ΑΟΜ, ΒΟΝ είναι όμοια, ώς 
ίχοντα μίαν γωνίαν ϊσην καί τάς περιεχούσας 



ϊι. » 


αύτήν πλευράς άναλόγους. "Οθεν 


ΑΜ ΟΜ _ μ „ 
ΒΝ ~ΟΝ ~ ν η 


ΒΝ = ΑΜ . — - σταθερόν. 

μ 
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Επομένως ό τόπος τών σημείων Ν είναι μία περιφέρεια, μέ 

Λ V 

κέντρου τό οημειον Β καί άκτΐνα ΑΜ .— 

66. Παρατήρησιι. 1) Έάν τό οημειον Ο εύριοκεται μεταξύ Μ 
Ν ή όμοιοθεσία είναι κατ' άντιστροφήν, εις τήν άντίθετον περί- 
πτωσιν είναι αϋτη κατ’ άναλογίαν. 

2) Τό θεώρημα έφαρμόζεται γενικώς διά τυχόν σχήμα βχι μό¬ 
νον δια περιφέρειαν, ό τόπος τών σημείων Ν είς τήν περίπτωσιν 
ταύτην θά είναι Εν σχήμα δμοιον πρός τό προηγούμενον. 

Πρόβλημα 


67. Διά δοθέντος σημείου Ο άγομεν μίαν τυχούσαν εύθείαν, αϊίτη 
τέμνει δοθεΐσαν ευθείαν ΑΒ είς εν οημειον Ν, λαμβάνομεν επί τής τε- 
μνούσης μήκος ΟΜ τοιοΰτον ώστε ΟΜ . ΟΝ 
νά εχει σταθερόν τιμήν Κ Γ . Ποιος ό τό¬ 
πος του Μ ; 

Ό τόπος είναι προφανώς συμμετρι¬ 
κός, ώς πρός τήν κάθετον ΟΒ τήν άγο- 
μένην έκ τοΰ Ο καί τήν δοθ ΐσαν ευ¬ 
θείαν· προσδιορίζομεν έπί τής καθέτου 
ταΟτης Εν σημεϊον Δ τοιοΰτον ώστε . 

ΟΒ . ΟΔ =■ Κ’. 

"Εστω Μ τυχόν σημείου τοΰ τόπου· 
θά Εχωμεν : ΟΜ , ΟΝ = Κ 7 . 

ΟΜ ΟΔ 



"Αρα 


ΟΒ 


ΟΝ 


Συνεπώς τά τρίγωνα ΟΒΝ. ΟΔΜ είναι όμοια. ώς Εχοντα μίαν 
γωνίαν ϊσην περιεχομένην μεταξύ άναλόγων πλευρών. Επομένως 
ή γωνία Μ θα είναι όρθή, ώς ίση πρός τήν Β. ΟΟτω κάθε σησεΐον 
Μ τοΰ τόπου κεϊται έπί τής περιφέρειας μέ διάμετρον τήν ΟΔ. 

68. Παραιηρήοαζ. 1) Είναι εΰκολον νά δείξωμεν. δτι δλα τά 
σημεία τής περιφέρειας άνήκουν είς τόν τόπον. 

2) "Αν δοθη Εν οημειον Ο έπι μιας περιφέρειας έχούσης τήν 
ΟΔ ώς διάμετρον καί προσδιορίσωμεν σημείου Ν’ τοιοΰτον ώστε . 

ΟΜ . ΟΝ’= Κ-’. 

'Ο τόπος τών σημείων Ν', δταν ή ΟΜ στρέφεται περί τό Ο, 
είναι ή κάθετος ή Ν'Β' ή άγομένη έπί τήν διάμετρον ΟΔ εις Εν 
οημειον της Β'. τοιοΰτον ώστε : 

ΟΒ'. ΟΔ = Κ 7 . 

3) "Οταν τό Ο δέν εύρίσκεται έπί τής περιφέρειας τών σημεί¬ 
ων Μ, ό τόπος τών Ν’ τοιούτων ώστε ΟΜ . ΟΜ'=: Κ 2 . είναι μία 
δευτέρα περιφέρεια, Εχουσα τό σημεϊον Ο, ώς κέντρου ύμοιοθε- 
σίας. 

Πρόβλημα 


69. Ποιος είναι ό τόπος ιών σημείων, τών οποίων τδ άθροισμα τών 
ιετραγώνων τών αποστάσεων, από δύο δο&έντων σημείων ίσοΰται πρός 
Αοθέν τετράγωνον Κ 1 : 


28 


"Εστωοαν Α,Β τά δοθέντα σημεία καί Γ ϊν σημεΐον τοΟ τό¬ 
που τοιοΟτον ώστε : 



ΑΓ* + ΒΓ* = Κ·. 

Επειδή Ιχομεν 6ε6οαίνον τό άθροισμα 
τών τετραγώνων τών δύο πλευρών τοΟ 
τριγώνου ΑΒΓ, εΐμεθα υποχρεωμένοι νά 
έφαρμόσωμεν τώ θεώρημα της διαμέσου. 

ΈνοΟμεν λοιπόν το σημεΐον Γ μέ τό 
μέσον Ο τής βάσεως ΑΒ. θά βχωμεν.: 

ΑΠ + ΒΓ· = 2Α0* + 20Γ* = Κ· 


έζ οδ 


ΟΓ* = 


Κ* - 2ΑΟ’ 
2 


ΟΟτω τό τμήμα ΟΓ είναι σταθερόν. 

Ό τόπος λοιπόν τοΟ Γ είναι ή περιφέρεια ή γραφομένη μέ 
κέντρον τό μέσον Ο τής ΑΒ καί άκτϊνα ΟΓ. 

70. Παρατηρήσεις. 1) “Ολη ή περιφέρεια άνήκει εις τόν τόπον. 

2) Διό 'νά προσδιορΐσωμεν τήν όκτίνα ΟΓ, πρέπει νό ύψώσω- 
μεν εις τό σημεΐον Ο έπί τήν ΑΒ μίαν κάθετον καί μέ κέντρον 
τό σημεΐον Α καί άκτϊνα Ισην- πρός τήν πλευράν τοΟ τετραγώνου. 
τοΟ Ισοδυνάμου πρός τό ήμισυ τοΟ Κ’. τέμνομεν τήν κάθετον τού¬ 
την εις τό σημεΐον Δ, ή ΟΔ είναι ή ζητουμένη άκτίς. 

ΑΒ* 

3) Πρέπει τό Κ’ νά ΙσοΟται τουλάχιστον πρός 2ΑΟ* ή - --- 


Πρόβλημα 


71. Ποίος είναι ό τόπος τών σημείων, ιών όποιων ή διαφορά ιών τε¬ 
τραγώνων των αποστάσεων άπό δύο δοθέντα σημεία, ίσοΰται πρός 6ο- 
•έν τετράγωνον Κ’ ; 

Έστω : ΑΓ’ - ΒΓ* = Κ». 

"Επειδή γνωρίζομεν τήν διαφοράν τών τετραγώνων τών δυο 
πλευρών 4νός τριγώνου, εΐμεθα υποχρεωμέ¬ 
νοι νότ θεωρήσωμεν τάς πρόβολός αυτών έπί 
τ"ήν ΑΒ. 

Φέροντες λοιπόν τήν κάθετον Γ Δ, ϊχομεν. 
ΑΓ» = ΑΔ’+ΓΔ’, ΒΓ» = ΒΔ’-+-ΓΔ* 
έξ ών ΑΓ’ — ΒΓ* ^ ΑΔ» — ΒΔ* = Κ*. 

Οδτω, οίουδήπστε δντος τοΟ σημείου τοΟ 
τόπου, ή διαφορά ΑΔ» — ΒΔ» είναι σταθερά, 
δρα τό σηιιεϊον Α είναι καθωρϊσμένον καί 
έπομένως η κάθετος Γ Δ άνήκει εις τόν ζη- 

Ό τόπος περιέχει όκόμη καί τήν κάθετον Γ'Δ' τοιαύτην ώστε . 
ΒΓ'» - ΛΓ'» = Κ». 

Παρατηρήσεις. 1) ΑΙ δύο κάθετοι Ισαπέχουν τοΰ μέσου Ο. 

2) "Η διαφορά δύναται νά μεταβάλλεται, άπό μηδέν (ως -{- αο . 
“Οταν αδτη είναι μηδέν, αί δύο εύθεϊαι ΔΓ καί Δ'Γ' συμπί¬ 
πτουν εις μίαν μόνην κάθετον εις τό μέσον Ο τής ΑΒ. 



τοΰμενον τόπον. 
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Πρόβλημα 

72. Ποιος είναι ό ιόπος ιών σημείων, ιών όποιων ιό άθροισμα ιών 
τετραγώνων τών αποστάσεων άπό δύο «άδειους ευθείας. ΐσοΰται μέ δο- 
θέν τετράγωνον α 3 ; 

“Εστω : ΒΓ 1 -(-ΒΔ 1 = α’, 

Έχομεν : ΒΓ’ ΟΓ’ = ΟΒ 3 - α 3 , 
συνεπώς, ό τόπος τού σημείου Β είναι ή 
περιφέρεια, ή γραφομένη μέ κέντρον τώ 
σημεΐον Π καί άκτΐνα α. 

73. Παρατηρήαεχ. 1) Διά τήν διαφοράν 
τών τετραγώνων Β'Δ’ 2 — Β'Γ' 3 = α 2 , ό τό¬ 
πος είναι μία υπερβολή Ισοσκελής" έχου- 
σα ώς μεγάλον άξονα, τήν ΑΑ' = 2α. 

2) “Οταν αΙ άξονες 6έν είναι κάθετοι, 
ό πρώτος τόπος είναι ίλλειψις καί ά 
δεύτερος υπερβολή. 

3) Ό τόπος τών σημείων τών όποιων τό άθροισμα ή ή διάφορό 
ιών τετραγώνων τών άποστάσεων, άπό ϊν σημεΐον καί μίαν ευ¬ 
θείαν είναι σταθερόν, είναι έπίοης μία κωνική 

Πρόβλημα 

74. Ποιος είναι ό τόπος τών σημείων τών οποίων τό άθροισμα τών 
αποστάσεων άπό δυο τεμνομένας ευθείας Ϊσοΰται πρός δοθέν μήκος λ; 

“Εστωσαν δύο εύθεϊαι τεμνόμεναι ΒΧ καί ΒΥ. Έπί έκάστης 
τών εύθειών τούτων υπάρχει Εν έκ 
τών σημείων τού τόπου, διά τήν ΒΧ 
θά είναι Εν σημεΐον Γ τοιοΟτον ώστε 
τό Οψος ΓΗ = λ, διότι ή άπόστασις 
τοΟ Γ άπό τής ευθείας ΒΥ είναι ίση 
πρός τό μηδέν. 

Διά νά προσδιορίσωμεν τό Γ, 
λαμβάνωμεν έπί μιάς καθέτου έπί 
τήν ΒΧ, τό τμήμα Μ'Λ' = λ καί φέ- 
ρομεν μίαν παράλληλον Λ Λ" πρός 
τήν ΒΧ, τέμνουσαν τήν ΒΥ εις τό 
σημεΐον Γ. 

"Ομοίως προσδιορίζομεν τό ση- 
μεϊον Α. τοιοΟτον ώστε ΑΔ = λ. 

"Αλλά τότε τό τρίγωνόν ΑΒΓ εί¬ 
ναι Ισοσκελές, καθόσον έχει δύο Οψη ίσα. 

1) ΓΊσρατηροΰμεν, δτι ή βάσις ΑΓ είναι ό ζητούμενος τόπος. 


.π 




XV 33. 


θ. Σημ. μ ε τ. Υπερβολή καλείται ή καμπύλή, τής όποιας παν ση- 
μείον Η άπέχει άπό δύο σταθερών σημείων λ χαί Β αποστάσεις, τών 
όποίων ή διαφορά ΑΜ — ΒΜ είναι σταθερά. 

Ισοσκελής είναι ή υπερβολή, όταν α/ϊ" γ. ένθα 2α - ΑΜ — ΒΜ καί 
ϊγ — ΑΒ. 

7. Σ η μ. μ ε τ. Κωνιχαί καλούνται αί χαμπύλαι. αϊ όποίαι προκύ¬ 
πτουν ώς τομαί ενός κώνου μέ βάσιν έναν χόχλον χαί ενός επιπέδου. Αί 
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Πράγματι, διά κάθε άλλο οημεϊον Ο αύτής Εχομεν (άρ, 20) : 

ΟΜ -(- ΟΝ = ΜΑ = λ. 

2) Απομένει νά έζακριβώσωμεν, άν όλα τά σημεία τής εύθείας 
ΑΓ άνήκουν είς τόν τόπον. 

ΟΟτω δι* Εν οημεϊον Ο' λαμβανόμενον έπΐ τής προεκτάσεως 
τής βάσεως ΑΓ, είναι : 

Ο'Μ' — Ο'Ν' = Μ'Λ' = λ. 

Πρέπει λοιπόν ή νά σημειώοωμεν, ότι ή μία τών καθέτων είναι 
άρνητική ή νά άλλάξωμεν τήν διατύπωσιν τού προβλήματος, διότι 
τά σημεία τά κείμενα είς τήν προέκτασιν τής βάσεως ΑΓ > άνή¬ 
κουν εις τόν τόπον τών σημείων, τών όποιων ή διαφορά τών άπο- 
στάσεων άπό τάς δοθείσας ευθείας ΒΧ καί ΒΥ. (σοΰται πρός τό 
μήκος λ. 

Έπέχταοις. Α( εϋθεϊαι ΒΧ; ΒΥ εΓναι άπέραντοι, πρέπει λοιπόν 
νά θεωρήσωμεν καί τάς τέσσαρας γωνίας, τάς όποιας αί δοθεΐσαι 
εύθεϊαι σχηματίζουν τεμνόμεναι (σχ. 35). Εύρίσκομεν οϋτω τήν 
πλήρη λΟσιν τοΟ τόπου ή όποια είναι ή έζής ; 

75. θτΑρημα. Ό τόπος ιών σημείων ιών οποίων τό άθροισμα ιών 
αποστάσεων άπό δυο ευθειών χεμνομένων ίσοΰται πρός λ, άποτελεΐται 
άπό τήν περίμετρον ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου ΑΓ&Ε, καί ό 
τόπος των σημείων τών όποιων ή διαφορά ιών αποστάσεων άπό δυο 
τεμνομένατν ευθειών Ισοΰται πρός λ, άποτελεϊται άπό τάς προεκτάσεις 
τών πλευρών τοΟ ώς άνω όρθργωνίου. 

Συμπληρωματικά σχήματα. Όνομάζομεν συμπληρωματικά σχήματα, 
τά σχήματα τά όποια άνταποκρίνονται εις 
τά αύτά δεδομένα καί εις τήν αύτήν πρό- 
τασιν, άλλά μέ μίαν μεταβολήν τοΟ ση¬ 
μείου είς τήν σχέσιν (ήτις έκφράζει τήν 
πρότασιν). ΤαΟτα άποτελοΟν τό πλήρες 
σϋνολον ένός γεωμετρικοί) τόπου. ΟΟτω τό 
όρθογώνιον ΑΓΔΕ, οπερ άντιστοιχεΐ είς 
Εν άθροισμα (άρ. 75) καί αί προεκτάσεις 
τών πλευρών αϋτοΟ, αϊτινες άντιστοιχοΟν 
είς μίαν διαφοράν, είναι σχήματα συμπλη¬ 
ρωματικά. Τό αύτό συμβαίνει μέ τόν κύ¬ 
κλον καί τήν ύπερβολήν. 

Παρατήρησα. 'Ο τόπος τών σημείων τών 
όποιων τό άθροισμα ή ή διαφορά τών άπο- 
στάσεων άπό δύο δοθέντα σημεία, Ισοΰ- 
ται πρός δοθέν μήκος 2α, είναι μία Ελειψις ή μία ύπερβολή. 



τομαί ένός κώνου μέ κυκλικήν βάαιν καί ενός έπιπέδου είναι : α) Κύ¬ 
κλος, όταν τό έπίπεδον είναι παράλληλον ή άντιπαράλληλον πρός τήν 
βάοιν. 

β) Ζεύγος δύο εύθειών. όταν τό έπίπεδον διέρχεται διά τής κορυφής 
τού κώνου. 

γ) "Ελλειψις, όταν τό έπίπεδον τέμνει δλας τάς γενετείρας τού κώνου. 

β) Παραβολή, όταν τό έπίπεδον είναι παράλληλον πρός μίαν τών γε- 
νετειρών τού κώνου. 

ε) 'Γκερβολή, όταν τό έπίπεδον τέμνει τόν κώνον καί τήν προέκτασίν 
του (δηλαδή τάς δύο χοάνας), 
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Τόν όρον συμπληρωματικά σχήματα μετεχ. ρισθη πρώτος ό 
ΡοποβίβΙ. 

Πρόβλημα 


76. Ποιος είναι 6 τόπος των σημείων, τών όποιων το άθροισμα 
ή ή διάφορά τών αποστάσεων άπό μίαν εύθεΐαν καί άπό εν σημεΐον 
είναι σταθερά ; 


"Εστωσαν Ε τό σημεΐον καί ΒΓ ή δο- 
Θβϊσα ευθεία. 

"Εστωσαν Μ.Μ', τά σημεία τοΰ τόπου, 
θά ίχωμεν : 

ΜΕ + ΜΝ = X. 

Διά νά προσθέσωμεν τά δύο τμήματα, 
άρκεΐ νά ληφθή ΜΡ Ισον πρός ΜΕ, Μ'Ρ 
Ισον πρός ΜΈ, συνεπώς 

ΡΝ = Ρ’Ν' = λ. 

Ό τόπος τών σημείων Ρ είναι μια ευ¬ 
θεία παράλληλος πρός τήν ΒΓ, και τα 
σημεία Μ καί Μ' ώς Ισαπέχοντα άπό ϊν 
σημεΐον Ε καί άπό μίαν εύθεϊαν ΔΡ, κεΐν- 
ται έπί μιδς παραβολής *, έχούσης τό 
Ε ώς έστίαν καί τήν ΔΡ ώς διευθετούσαν. 

Τά σημεία τής παραβολής τά έκτός 
τών δύο παραλλήλων ΒΓ, ΔΡ. αντιστοι¬ 
χούν εις τήν διαφοράν, διότι : 

ΕΙ — 1Κ καί ΕΙ - ΙΛ= ΛΚ 



77. Παραιηρήοίΐς. 1 ). "Οταν λ < ΕΖ, δλα τά σημεία της παρα¬ 
βολής άντιστοιχοΰν εις τήν διαφοράν ή δέ καμπύλη δέν τέμνει 
τήν δοθεϊσαν εϋθεϊαν. 

2) Έάν θεωρήσωμεν τήν διαφοράν ΜΝ — ΜΕ = λ, ή διευθε¬ 
τούσα εύρίσκεται μεταξύ τής δοθείσης εύθείας καί τού δοθέντος 
σημείου. 

Πρόβλημα. 


78. Ποιος είναι ό τόπος τών σημείων, τών όποιων τό γινόμενον 
ιών αποστάσεων άπό δύο όρθσγωνίονς 
άξονας, ίσοΰται πρός δοθέν τετράγω¬ 
νον Κ’. 

"Εστω ΜΡ . ΜΝ =· Κ’. 

Ό τόπος είναι μία ύπερβολή Ισο¬ 
σκελής, άναφερομένη εις τάς άσυμ- 
πτώτους της. 

"Ολα τά όρθογώνια, ώς τά έχον- 
τα κορυφάς τα Μ καί Μ', είναι ίσο- 
δΰνααα μεταξύ των. 

Ή έφαπτομένη ΔΕ, εις τήν καμ¬ 
πύλην, χωρίζεται εις δύο μέρη, ύπό 
τού σημείου τής άφής (βλ. άρ. 175. 
κατωτέρω), συνεπώς, τό τρίγωνον 



β. Σημ. μετ. Παραβολή καλείται ή καμπύλη, τής όποιας 6 πάν ση- 
μ·Ιον Μ ίσαπέχει άπό δοθέν σημεΐον Ε καί δοθεΐσαν εδθεΐαν ΒΓ. Τό 
σημεΐον Ε καλείται εστία καί ή εύθεία ΒΓ διευθετούσα. 
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ΔΟΕ, διπλάσιο ν τοΰ Ορθογωνίου ΟΡΜΝ, είναι Ισοδύναμον 
πρός τό τρίγωνον ΔΌΕ'. 

79. Σημτίωσίί. "Οταν αΙ εύθεϊαι ΟΧ, ΟΥ 6έν είναι κάθετοι, ό 
τόκος τών σημείων τών όποΐων τό γινόμενον τών άποστάσεων άπό 
τΔν δύο εόθειών είναι σταθερόν, είναι μ(α υπερβολή μή Ισο· 
σκελής. 

Πρόβλημα 



80. Ποιος είναι ό τόπος ιών μέσων ιών χορδών, ιών όγομόνων πρός 
μίαν περιφέρειαν, έξ ένός σημείου Α ; 

1) Ό τόπος θά διέρχεται διό τοΟ 
κέντρου Ο, μέσου τής διαμέτρου καί 
διά τοΟ σημείου Α. μέσου τής χορδής 
ΖΗ, καθέτου έπί τήν διάμετρον ΑΟ. 
Ό τόπος είναι συμμετρικός πρός τήν 
ΑΟ. 

2) Διά τό σημεϊον Δ τής τυχοόσης 
χορδής ΒΓ, γνωρίζομεν δτι ή ΟΔ είναι 
κάθετος έπΐ τήν ΒΓ. “Αρα τό σημεϊον 
Δ, κορυφή τής όρθής γωνίας ΑΔΟ, 
κεΐται έπΐ τής περιφέρειας τής γραφο- 
μένης μέ διάμετρον τήν ΑΟ. 

3) "Οταν τό Α είναι έσωτερικόν (σχ. 38), όλόκληρος Α περι¬ 
φέρεια άνήκει προφανώς εις τόν τόπον. Αλλά 6έν συμβαίνει τό 
αύτό, δταν τό σημεϊον^Α είναι έξωτερικόν (σχ. 39). 

"Οταν θεωρήσωμεν τάς κα- 
κατωτέρω κατασκευάς, άπό τής 
άπόψεως τής στοιχειώδους γεω¬ 
μετρίας, το τόξον ΜΔΟΝ τό πε- 
ριοόιζόμενον ύπό λφαπτομένων 
ΑΜ, ΑΝ, άνήκει μόνον εις τόν 
τόπον, διότι έκτός τών έφαπτο- 
μένων τούτων δίν ΰπάρχει ευ¬ 
θεία άγομένη έκ τοΟ Α καί τέ- 
μνουσα τήν περιφέρειαν Ο. 

Έν τούτοις, πρέπει νά ληφθή 
ύπ' Δψει καί ή παρουσία τοΟ τό¬ 
ξου ΜΑΝ ώς τόπου άρκεϊ νά 
σημειωθή δτι ή γωνία ΑΔΟ είναι όρθή καί νά τεθη ή έρώτησις 

ώς έξής : 

Ποίος είναι ό τόπος τών κο¬ 
ρυφών τών όρθών γωνιών ένός 
Ορθογωνίου τριγώνου, τοΟ όποιου 
ή ΑΟ είναι ύποτείνουσα , 

Διότι, ε[ς τήν περίπχωσιν αύ- 
τήν, τό σημεϊον Ε άνήκει πρόφα- 
νώς εις τόν τόπον· άλλά ύπάρ- 
χει ένας γενικότερος τρόπος, δι¬ 
καιολογώ* τήν ΰπαρζιν τοΟ τό¬ 
ξου ΜΑΝ. 

81. Σημείχοοις. Ή έξίσωσις τοΟ 
κύκλου άναφερομένου εις δύο 
άξονας Ορθογωνίους, άγομένους ίκ τοΰ κέντρου του, είναι : 
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χ’+Τ^Ρ’- 

Ή Εξίσωσις τής τυχούσης τεμνούσης, διά τίνος σημείου Λ, 
είναι τής μορφής : γ=αχ4-β. 

Ενθα β Εν μήκος σταθερόν καί α ό μεταβλητός συντελεστής διευ- 
θύνσεως τής τεμνούσης. 

Δι’ Απαλοιφής τοΟ γ μεταξύ τών δύο τούτων Εξισώσεων λαμ- 
βάνομεν: 

,, 2αβ β·-ρ' 
χ + Τ+^ Χ+ Τ+α* = 0 


Α1 δύο τιμαί τής χ, Αντιστοιχούν ε!ς τΑς τετμημένας Αθ καί 
ΑΗ, τών δύο σημείων τομής. Τό ήμιΑθροισμα τών τετμημένων τού¬ 
των, είναι ή τετμημένη τοΟ μέσου τής χορδής. Όμοίως ή ΓΡ εΤναι 
τό ήμιΑθροισμα τών τεταγμένων ΒΗ καί Δθ. Άλλ' ώς γνωστόν, 
τό Αθροισμα τών ριζών ΙσοΟται μέ τόν συντελεστήν του χ έν τή 
ώς Ανω Εξισώσει, λαμβανόμενον μέ Αντίθετον σημεϊον. Άρα, ή 
τετμημένη ΑΡ τοΟ μέσου τής χορδής, είναι πάντοτε πραγματική, 
Εστω καί Αν αΐ ρίζαι τής Εξισώσεως εΤναι φανταστικοί, δηλαδή 
Εστω καί Αν ή τέμνουσα δέν τέμνει τήν περιφέρειαν. Τό αύτό συμ¬ 
βαίνει καί μέ τΑς τεταγμένας τοΰ μέσου τής χορδής, ΰθεν: 

Μία τυχοΟσα τέμνουσα ήγμένη έκ σημείου Α, τέμνει δοθεΐσαν 
περιφέρειαν εις δύο σημεία πραγματικΑ ή φανταστικΑ, ΑλλΑ τό 
μέσον τής ΑποστΑσεως τών δύο σημείων τομής εΤναι πΑντοτε πρα¬ 
γματικόν καί Ανήκει εις τόν τόπον. 


Πρόβλημα 

82. Δίδεται περιφέρεια καί διάμετρος αυτής ΑΒ. Έκ τυχόντος ση¬ 
μείου Γ, λαμβανομένου έπί τής προεχιάαεως τής δοθείσης διαμέτρου, 
φέρομεν έφαπτομένην ΓΤ, κατόπιν τήν διχοτόμον τής γωνίας ΑΓΤ· 
ποιος είναι ό τόπος τού ποδάς τής χαδέιου τής αγόμενης έπί τήν 
διχοτόμον εκ τού κέντρου Ο; 

1) "Ας μελετήσωμεν τΑς ειδικός θέσεις τής Εφαπτομένης. 



ΔιΑ τήν Εφαπτομένην εις τό σημεϊον Δ, ή διχοτόμος εΤναι πα¬ 
ράλληλος πρός τήν Εφαπτομένην καί τήν διάμετρον ΑΒ καί διέρ¬ 
χεται διά τοΰ μέσου τής ΟΔ. 

Ή Εφαπτομένη είς τό σημεϊον Β δίδει διχοτόμον ΒΔ, ή όποια 
Γιωμε ιρ ία 3 
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τέμνει τήν διάμετρον ύπό γωνίαν Ή κάθετος Οθ όρίζει τρί¬ 
γωνον ΟΘΒ, όρθογώνιον ισοσκελές, 
άρα ΘΖ=ΘΕ= -γ- 

Τά τέσσαρα σημεία θ, θ’, θ", θ'", είναι αΐ κορυψαί ένός τε¬ 
τραγώνου ϊχοντος ώς κέντρον τό οημεΐον Ο. Ή πλευρά θθ' διέρ¬ 
χεται διά τοΟ ήδη όρισθέντος σημείου Ε. 

?) Διά τυχοΟσαν έψαπτομένην ΓΤ, τό σημεϊον Μ είναι ή προ¬ 
βολή τοΟ κέντρου έπί τήν διχοτόμον ΓΜ. θά δείζωμεν δτι τό ση- 
μεΐον Μ κεϊται έπί τής ευθείας ΘΕΘ'. 

Φέρομεν τήν άκτϊνα ΜΝ τής περιψερείας ΟΤΓ, ήτις όρίζει τό 
σημεϊον τής έποψής- έστω Η τό σημεϊον δπου ή άκτίς αΟτη τέμνει 
τήν χορδήν ΟΤ· 

. ΟΤ Ρ 

Ιχομεν: θΗ=— =—· 

Αλλά τά όρθογώνια ΟΜΡ, ΟΜΗ είναι Τσα, ώς (χοντα κοινήν 
ύποτείνουσαν καί τήν γωνίαν ΜΟΝ=ΟΜΝ. 

Άρα ΜΡ=ΟΗ= γ. 

83. Παρατήρηοι(. Ό πλήρης τόπος διά τήν δοθεΐσαν σταθερόν 
διάμετρον ΑΒ, άποτελεϊται έκ δύο άπεριορίστων παραλλήλων. Τά 
τμήματα θθ', θ" θθ"', άντιστοιχοΟν είς τήν διχοτόμον 1Ξ τής 
όξείας γωνίας, τήν όποίαν σχηματίζει ή έψαπτομένη μετά τής δια¬ 
μέτρου, ένφ αί προεκτάσεις άντιστοιχοΟν είς τήν διχοτόμον 1Κ τής 
άμβλείας γωνίας. 

Πρόβλημα 


84. Δίδονται δύο απέναντι πλευραί ΑΒ και ΓΔ ένός τετράπλευρου, 

τεμνόμεναι είς εν σημεϊον Ο. Ή μία 
τών πλευρών ΑΒ είναι σταθερά, ή 
άλλη στρέφεται περί τό σημεϊον Ο. 
ΠοΙος είναι ό τόπος τοϋ σημείου Μ 
καθ’ δ τέμνονται αί δυο Δλλαι πλεν- 
ραϊ ΑΓ καί ΒΔ, καί ό τόπος τοϋ ση¬ 
μείου τομής τών διάγω νίων ΑΔ, ΒΓ; 

Διά τοΟ σημείου Μ φέρομεν τήν 
ΜΝ παράλληλον πρός τήν ΟΓΔ, 
καί ζητοΟμεν τήν σχέσιν υεταζϋ 
τών ΑΝ, ΝΜ καί τών δοθέντων 
μηκών. 

Έστωσαν ΟΛ=α, ΟΒ=β, ΛΒ= 
β-α=λ. 

ΟΓ=γ θΔ=δ. 

Τά όμοια τρίγωνα ΝΒΜ, ΟΒΔ, 

κατόπιν τά ΝΑΜ, ΟΑΓ δίδουν: 



ΜΝ _ ΟΔ _δ_ 

ΝΒ - ΟΒ ~ β ’ 

ΜΝ ΟΓ γ 

ΝΑ ~ ΟΑ — α ’ 


ΜΝ=ΝΒ.~, 
ΜΝ=ΝΑ.—, 
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έξ οδ ΝΑ . — = ΝΒ. -5- . 

α ρ 

άλλά ΝΒ = ΝΑ+λ, δρα ΝΑ -^- = ΝΑ-|-+λ. 4-, 

ο Ρ ρ 


Ιζ οδ 

καί συνεπώς 


ΝΑ. 


ΝΑ= λ 


βΥ~ο& 

αβ 

αδ 

βγ-αδ 



ποσότης 


σταθερά, κατόπιν, έκ 


τοΟ 


ΜΝ = ΝΑ . 


ϊχομεν : 


ΜΝ=λ. 


βγ-αδ 


ποσότης σταθερά. 


' Αρα 6 τάχος τοβ οημιίσν Μ, είναι τής όχοίας *ύ κίττροψ 

Ν είναι Μ τήι ΟΑΒ. 

’Ο χύηοί ιού Μ' είναι ή »μ^(εια όχοίας ιί κόντραν είναι τό Ν' 
καί όαεΐε ή Ν' Μ'. 


Τό ζεΟγος τών δύο περιφερειών μέ άντίστοιχα κέντρα Ν καί 
Ν' άποτελεί τόν πλήρη τόπον. 

86. 2ντό>τοι τέειει. ΟΙ ζητούμενοι γεωμετρικοί τόποι δόναν· 
ται νά σχηματίζονται έκ διαφόρων είδών γραμμών- π. χ. μιάς 
ευθείας καί ένός κύκλου ή ένός κύκλου καί μιάς ύπερβολβς. Είς 
αύτήν τήν περίπτωσήν, ή μελέτη των είναι δυσκολωτέρα, διότι 
είναι ένδεχόμενον νά παραλείφωμεν μέρος τοΟ τόπου. 

Ή ειδική αύτή περίπτωσις παρουσιάζεται ε(ς ϊν πρόβλημα 
έξετάσεων (άριθ. Θ6)· άλλά πρίν τήν έξετάσωμεν, θά μελετήσωμεν 
μίαν περίπτωσιν πολύ άπλήν (άριθ. 84 β). "Ας πραγματευθώμεν 
έν πρώτοις περί ένός συνθέτου τόπου, μιάς εϋθεΐας καί ένός 
κύκλου. 


Πρόβλημα 


86 α. Μέ χέντρον τήν κορυφήν Α ένός Ισοσκελούς τριγώνου ΒΑΓ 
γράφομεν κύκλον μεταβλητής άχτίνος, έχ των Β καί Γ, άγομεν τάς 



έααπτομένας είς τόν μεταβαλλόμενον τούτον κύκλον. ΠοΙος & τόπος 
των σημείων τομής τών οΰτω άγομένον έφαπτομένων; 

Λ( έφαπτόμεναι τέμνονται είς τέσσαρα σημεία Ε, Ζ, I, Κ. 
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1) Ό τόπος τών σημείων Ε, Ζ είναι προφανώς ή ευθεία ΕΑΖ 
κάθετος ίπΙ τήν βάσιν ΒΓ. 

2) Ό τόπος τών σημείων 1, Κ εΤναι ό περιγεγραμμένος κύκλος 
τοΟ τριγώνου ΒΑΓ. Πράγματι, έάν φέρωμεν τάς άκτίνας είς τά 
σημεία τής Επαφής ΑΜ, ΑΝ, βλέπομεν ότι τά όρθογώνια τρίγωνα 
ΑΜΒ, ΑΝΓ είναι Τσα· άρα ΛΒΜ=ΑΓΝ, καί συνεπώς γωνία ΒΙΓ= 
ΒΑΓ, καί Επομένως τό σημεϊον I άνήκει είς τόν κύκλον ΒΑΓ. 

Παρατήρησή. ΟΟτω ό πλήρης τόπος τών τεσσάρων σημείων το· 
μής. άποτελεΐται άπό Βύο διακεκριμένα μέρη : μίαν εώθεΐαν ΑΗ 
καί Ενα κύκλον ΑΒΓ. 


Πρόβλημα 

85 β. Δίδεται ευθεία ΧΧ' καί δύο κάθετοι έπ* αυτήν ΥΥ', ΖΖ'. 
Έξ ένός σημείου Μ φέρομεν καθέτους ΜΡ, ΜΚ, ΜΣ έπ’ αϋτάς. Ποιος 

είναι ό τόπος τού σημείου Μ 
δίαν ή ΜΡ είναι μέση άνάλο- 
γος τών ΜΚ καί ΜΣ; 

1) Έστω 
ΜΡ»=ΜΚ ΜΣ 

Εχομεν λοιπόν : 

ΜΡ*=ΡΑ . ΡΑ*· 
άρα ό τόπος τοΟ σημείου Μ 
είναι ή περιφέρεια, ήτις γρά¬ 
φεται μέ διάμετρον τήν ΑΑ'. 

2) Αλλά δυνάμεθα νά Εχω- 
μεν έπίσης: 

Μ'Ρ'*=:Μ'Κ· . Μ'Σ' 
ή Μ'Ρ'*=ΡΆ. ΡΆ'. 

Έάν παραστήσωμεν τό Μ'Ρ' 
διά τοΟ γ, τήν άπόστασιν ΟΡ' 
διά τοΟ π καί τήν άκτίνα τοΟ κύκλου 6ιά του α, Εχομεν: 

γ*=(κ —α) (π-Ι-α^χ*—α·, 

ήτις είναι ή έξίσωσις μιάς Ισοσκελούς ύπερβολής έχούσης τήν ΑΑ' 
ώς πρωτεύοντα άξονα: οΟτω ό πλήρης τόπος άποτελεΐται έξ ένός 
κύκλου καί μιάς Ισοσκελούς ύπερβολής, δυναμένης εύκόλως νά 
προσδιορισθή. 

Παραιήρηοις. Ή περιφέρεια καί ή ύπερβολή είναι συμπληρωμα- 
τικαί καμπύλαι, μέ τήν ύποδειχθεΐσαν ύπό τού Ροηεείβΐ Εννοιαν 
(άρ. 75). 

Πρόβλημα 

ββ. Δίδεται Ισοσκελές τρίγωνον ζητείται ό τόπος τών σημείων» 
έκαστου τών όποιων ή άπόστασις άπό τήν βάσιν τού τριγώνου είνα 1 
μέση άνάλογος τών άποστάσεων τού ίδιου σημείου άπό τάς δύο άλ· 
λας πλευράς. 

Βλέπομεν άμέσως 8τι τό κέντρον Ο του έγγεγραμμένου κύκλου 
καί τά κέντρα Η, I, Κ τών παρεγγεγρομμένων κύκλων άνήκουν 
είς τόν ζητούμενον τόπον, διότι Εκαστον έξ αύτών άπέχει Ισάκις 
τών τριών πλευρών. 



X* **. 
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Τά σημεία Α, Β, Ανήκουν Επίσης είς ιόν τόκον πράγματι, ή 
Απόστασις έκάστου έξ αύτών τών σημείων Από τήν βΑσιν καί Από 
μιΑς πλευράς είναι μηδέν, τοΟτο λοιπόν είναι Αρκετόν διά νΑ μη- 
δενισθή τό τετράγωνον καί τό γινόμενον. 

ΤΑ οΟτω πως Αμέσως εύρεθέντα Εξ σημεία δέν δύνανται προφα¬ 
νώς ν’ Ανήκουν οΟτε είς μίαν 
καί τήν αότήν εύθεϊαν, οΟτε 
ε(ς μίαν καί τήν αύτήν περιφέ¬ 
ρειαν. Τό Ανωτέρω πρόβλημα 
έόόθη ε(ς τάς Εξετάσεις τοΟ 
Λυκείου τφ 1865. 

ΟΙ καλλίτεροι μαθηταΙ έ- 
σταμάτησαν είς τήν σκέψιν 
αότήν, ένω Εκείνοι οί όποιοι 
δέν εΐχον σκεφθή παρά τΑ 
σημεία Α,Ο, Β,Η, Εδωσαν ώς 
λύσιν μίαν περιφέρειαν, καϊ 
ήτο αϋτη ή ζητουμένη λύσις. 

’ΑλλΛ ό πλήρης τόπος πε¬ 
ριλαμβάνει δόο μέρη δεικνυό¬ 
μενα κατωτέρω: 

1) Ή Εφαπτομένη περιφέ¬ 
ρεια είς τό σημεία Α καί Β 
τών δύο πλευρών, αϋτη ή 
καμπύλη διέρχεται διά τών 
κέντρων Ο καί Η. Γνωρίζομεν 
Ατι Εκαστον σημείον αύτής τής περιφερείας Ανήκει είς τόν τό¬ 
πον (Αριθ. 25). 

Ή Αναλυτική Γεωμετρία έξ Αλλου δίδει ώς λύσιν: 

2) Μίαν ύπερβολήν ΚΑΚ', ΙΒΓ, έφαπτομένην είς τά σημεία Α,Β 
τών Αντιστοίχων πλευρών καί Ακολούθως έφαπτομένην είς τό 
πρώτον μέρος τοΟ τόπου (βηλ. τήν περιφέρειαν). Ή βευτέρα αΟτη 
καμπύλη περιέχει τά κέντρα I καί Κ τών έξωτερικώς έφαπτομένων 
είς τάς Τσας πλευράς κύκλων τοΟ ΙσοσκελοΟς τριγώνου. 



$ II. Χοήοις γεωμετοιχώ* τόπων 

87. Τόπο» π^ός χρήσιψ. ΟΙ κυριώτεροι γεωμετρικοί τόποι, οΙ 
χρησιμοποιούμενοι είς τάς λύσεις τών προβλημάτων είναι οί Ακό¬ 
λουθοι : 

α) Ό τόπος τών σημείων τών όποίων τό Αθροισμα ή ή δια¬ 
φορά τών Αποστάσεων Από δύο δοθείσας εύθείας ΙσοΟται πρός 
δοθέν μήκος. 

β) Ό τόπος τών σημείων τών όποίων α! Αποστάσεις Από δύο 
δοθείσας εύθείας Εχουν δοθέντα λόγον. 

γ) Ό τόπος τών σημείων τών όποίων αΐ Αποστάσεις Από δϋο 
δοθέντων σημείων Εχουν δοθέντα λόγον. 

δ) Ό τόπος τών σημείων τών διαιρούντων είς δοθέντα λόγον 
μ 

-Γ· τάς Αγομένας εύθείας έξ Ενός σημείου είς μίαν εύθεϊαν ή είς 
μίαν περιφέρειαν. 

ε) Ό τόπος τών σημείων Μ. τών διαιρούντων τάς εύθείας ΟΜ, 
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τάς άγομένας έζ ένός σημείου Ο, εις μίαν εύθεϊαν ή εις μίαν πε¬ 
ριφέρειαν εις δύο τμήματα τοιαϋτα, ώστε τό γινόμενον ΟΜ . ΟΝ 
νά είναι σταθερόν. 

στ) Ό τόπος ιών σημείων τών όποιων τό Αθροισμα ή ή διά¬ 
φορό τών τετραγώνων τών άποστόσεων όπό δόο σημείων, ΙσοΟται 
πρός δοθέν τετράγωνον. 

88. Προσδιορισμός σημβίον. Εις τάς πλείστας τών περιπτώσεων, 
ή λύσις ένός γραφικού προβλήματος χρειάζεται τόν προσδιορισμόν 
τής θέσεως ένός σημείου. 

ΟΟτω, μή λαμβάνοντες όπ' Οψει μίαν έκ τών δεδομένων συν¬ 
θηκών τοΟ προτεινομένου προβλήματος, εύρίσκομεν μίαν γραμμήν 
περιέχουσαν τό ζητούμενον σημεΐον· κατόπιν λαμβάνοντες ύπ’όψει 
τήν παραλειφθεϊσαν συνθήκην, άλλά άφαιρούντες μίαν Αλλην όο· 
διΐοατ, έπιτυγχάνομεν άκόμη μίαν γραμμήν, εις τήν όποιαν άνήκει 
τό πρός προσδιορισμόν σημεΐον- Αρα ή τομή τών δύο γεωμετρικών 
τόπων δίδει τό ζητούμενον σημεΐον. 

Χρήσις ενός μόνον γεωμετρικόν τόπον. 

80. Ό προσδιορισμός ένός σημείου δέν Απαιτεί ένίοτε, παρά 
τήν χαχαακτυήψ έτός μονού τόηον. Ή περίπτωσις αΟτη παρουσιάζεται, 
όταν τό σημεΐον όφείλη νά κεΐται καί εις δοθεΐσαν γραμμήν. Ιδού 
μερικά παραδείγματα : 


Πρόβλημα 

90. Έπί γραμμής ΑΒ, νά προσδιορισθή σημεΐον Λ τοιοδτον ώστε 
αΐ αποστάσεις Λ Μ, ΛΝ άπό δύο εύΦείας 

ΟΧ^ΟΨ, νά έχουν δοθέντα λόγον 

Πρέπει νά όρισθή ό τόπος ΟΖ τών 
σημείων, τών όποιων αί Αποστάσεις 

μ 

ΕΚ. ΕΣ Εχουν τόν δοθέντα λόγον -Ε- 
(άριθ. 60). 

Παραχήρηοις. Διά τήν κατασκευήν δυ- 
νάμεθα νά λάβωμεν ΟΓ=μ, ΟΔ=ν καί 
νά φέρωμεν τάς παραλλήλους ΓΕ, ΔΕ, διότι Εχομεν: 

_ΕΚ___μ_ 

ΕΣ “ ν ' 

Πρόβλημα 

91. Έπί γραμμής ΑΒ νά όρισθή σημεΐον Λ, τοιοΰτον ώστε Ινοΰν- 
τες αϋτό μέ τά άκρα δύο τμημάτων μ καί ν, νά σχηματίζωνται δύο 
τρίγωνα Ισοδύναμα, 

Προσδιορίζομεν τόν τόπον ΟΛΕ, τών σημείων τών όποιων ό 
λόγος τών Αποστάσεων άπό τάς ΡΜ, ΣΝ, ένοΟνται μέ τόν λόγον 
Τών μηκών ν, μ. 

Πρός τοΟτο έπί τής ΟΓ καθέτου είς τήν ΡΜ λαμβάνομεν ν’=ν. 
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έπί τής ΟΔ, καθέτου £ττΙ τήν ΣΜ λαμβάνομεν μ'=μ καί άγομεν 
τάς παραλλήλους ΓΕ, ΔΕ, τά τρίγωνα ΛΜΡ, ΛΝΣ είναι Ισοδύναμα. 

Πρόβλημα 

92. Δίδεται έπί μιας περιφέρειας ίν σημεΐον καί μία χορδή· διά 
τοΟ σημείου νά άχθή δεύτερα χορδή, ή 
όποια νά βιαιρήται είς δύο ίσα μέρη 
υπό τής πρώτης. 

1) Λύστς, Έστω τό δοθίν σημεΐον Α 
καί ΘΓ ή δοθεϊσα χορδή. 

Έάν ΑΔΕ είναι ή ζητουμένη χορδή, 
τό σημεΐον Δ όφείλει νά εύρίσκεται 
έπί τής ΒΓ καί έπί τοΟ τόπου τών μέ¬ 
σων τών χορδών τών άγομένων διά 
του Α (άριθ. 80). Αρκεί λοιπόν νά γρα¬ 
φή περιφέρεια μέ διάμετρον ΑΟ. 

Τά σημεία Δ, Δ' όρίζουν τάς ζητου- ι,, 

μένας χορδάς. 

2) Λύσΐ{. Τό σημεΐον Ε όφείλει νά κεΐται έπί τής δοθεΐσης πε¬ 
ριφέρειας καί έπί τοΟ τόπου τών σημείων τοιούτων ώστε, έκάστη 
γραμμή άγομένη έκ τοΰ σημείου Α νά διαιρήται εις δύο ίσα 
μέρη ύπό τής ΒΓ. 

"Αρα έπί μιάς τυχούσης εύθείας γραμμής ΛΙΖ, άρκεϊ νά λά- 
βωμεν ΙΖ= ΑΙ καί νά φέρωμεν παράλλη¬ 
λον ΕΕ' πρός τήν ΒΓ. 

93. Παραχήρηαις. 1) Όταν ή λναις Ιτός προ¬ 
βλήματος Ιξαρτ&ται Ιχ τής τομής μιάς ινόιίας 
καί ίνός χόχλον, τά χρόβλημα δυνατοί νά Ιχγι 
8νο, μία V η χαμμίαψ Χνοι*. 

θά άποφύγωμεν ένίοτε νά έπαναλάβω- 
μεν αύτήν τήν παρατήρησιν. 

2) Ή δευτέρα λϋσις δύναται νά έφαρ- 
μοσθη καί όταν άκόμη ή περιφέρεια άντι- 
καθίσταται ύπό μιάς τυχούσης καμπύλης. ϊτ 

Τό προτιθέμενον πρόβλημα δέν είναι 
παρά μία είδική περίπτωσις τοΰ κατωτέρω προβλήματος : 

Πρόβλημα 

94 Δίδονται σημεΐον Ο καί δύο τυχοΰσαι εύθεΐαι’ διά τοΰ 6ο- 
θέντος σημείου άγομεν τέμνουσαν 
ΜΟΝ περατουμένην έπί τών δύο 6ο· 
θεισών ευθειών, χαί τοιαύιην ώστε τά 
τμήματα ΟΜ, ΟΝ νά έχουν δοθεντα 

λόγον 


Έστωσαν αΐ εύθεΐαι ΧΨ, ΧΖ καί 
ή ζητουμένη ΜΟΝ διηρημένη εις τόν 
δοθέντα λόγον. 

Τό σημεΐον Ν όφείλει νά κεΐται 
έπί τής ΧΖ καί έπί τοΟ τόπου τών 
σημείων τών διαιρούντων έκάστην εύθεΐαν, άγομένην έκ τοΟ Ο έπί 
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τήν ΧΥ εις τόν Βοθέντα λόγον Πρέπει λοιπόν νά κατασκευά- 

σωμεν αυτόν τόν τόπον. Πρός τοΟτο, φέρομεν τυχοΟσαν εύθεΐαν 

ΑΟΒ, λαμβ&νομεν = —, καί Βιά τοΟ σημείου Β φέρομεν 
υο ν 

παράλληλον πρός τήν ΧΨ. 

. ΟΜ μ 

θ& Ιχωμ·«: ογΓ = 


96. Παρατήρηοις. Διά μίαν εύθεΐαν ΧΨ καί μίαν περιφέρειαν, 
Ιβιος τόπος ΒΙΒει: 


ΟΜ'_ μ 

ΟΝ' ~ ν · 


ό 


Διά μίαν εόθεΐαν καί μίαν τυχοΟσαν καμπύλην έργαζόμεθα ώς 
άνωτέρω, Βιά μίαν περιφέρειαν καί μίαν τυχοΟσαν καμπύλην, έρ¬ 
γαζόμεθα ώς έξης (άρ. 96). 


Πρόβλημα 


96. Τό αύτό πρόβλημα μέ τό άρ. 94, μέ τήν διαφοράν δτι δί¬ 
δονται δυο περιφέρειαι. 

Έστωσαν Βύο περιφέρειαι Εχουσαι άντιστοίχως κέντρα τά 
σημεία Α καί Β. 

Πρέπει νά ευρωμεν τόν τόπον τών ση- 
ΟΜ μ 

μείων, τών τοιούτων ώστε: ■ 

ΟΝ ν 

ΕΐΒομεν (άρ. 65) δτι ό τόπος οδτος είναι 
περιφέρεια μέ κέντρον Γ, τοιαύτη ώστε τό 
δοθέν σημεϊον Ο νά είναι τό κέντρον όμοιό- 
τητος τών περιφερειών Α καί Γ. Διά τήν 
κατασκευήν τής περιφέρειας Γ, παρατηροΟ- 
μεν Βτι τό κέντρον τής Γ θά κείται έπί 
τής ΟΑ καί θά χωρίζη ταύτην εις λόγον 
ΟΓ μ 



ΟΑ 
σχέσιν ·. 


= , ή Βέ άκτίς γ, θά ΒίΒεται άπό τήν 


V _ μ 

α ν 


Αί εύθεϊαι ΜΝ καί Μ' Ν' είναι αί ζητούμενοι, διότι Εχομεν ; 
ΟΜ _ ΟΓ _ μ 
ΟΝ _ ΟΑ _ ν ' 


Πρόβλημα 

97, Λιά δοθέντος σημείου Ο κειμένου έντός γωνίας ΨΧΖ, νά 
άχθή τέμνουσα ΜΟΝ, τοιαύτη ώστε τό γινόμενον ΟΜ. ΟΝ νά ΙσοΟ- 
ται πρός δοθέν τετράγωνον λ*. 

Αρκεί, ώς άνωτέρω, νά προσδιορίσωμεν Εν τών άκρων τής 
τεμνούσης, π. χ. τό Ν. Τό σημείον Ν, όφείλει νά εύρίσκεται έπί 
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τών ΧΖ καί έπί τοΟ τόπου τών σημείων τών τοιούτων, ώστε : 
ΟΜ.ΟΝ =1ι» 


Διά νά προσδιορίσωμεν τόν τελευ· 
ταίον τοΟτον τόπον (άρ. 67), πρέπει νά 
φέρωμεν τήν κάθετον ΟΑ, νά λάβωμεν 
ΟΒ, τοιοΟτον ώστε ΟΒ . ΒΑ=1 ε·, καί 
μέ διάμετρον ΟΒ νά γράψωμεν περιφέ¬ 
ρειαν. Τά σημεία τομής Ν καί Ν' αύ- 
τής καί τής ΧΖ είναι τά ζητούμενα. 

08. Παραιήοηβις. Μία έκ Τών ευθειών 
είναι δυνατόν νά άντικατασταθή ύπό 
μιβς περιφερείας ή ύπό μιδς τυχούσης 
καμπύλης. 

Δυνατόν νά δοθούν δύο περιφέρειαι 
ή μία περιφέρεια καί μία τυχοΟσα 
καμπύλη. 



ΠρύβΙημα 



ΟΟ. Δι* Ινός σημείου τής υποτεινούαης ορθογωνίου τριγώνου, νά 
άχθοϋν παράλληλοι πρός τάς πλευράς 
τής όρθής γωνίας, είς τρόπον (όσιε τό 
σχηματιζόμενον δρθογώνιον νά πληροί 
μερικούς τιθεμένους δρους. 

α) Ή περίμετρος τοΟ όρθογωνίου νά 
ΙοοΟται πρός δοθέν μήκος 2ρ. 

Άστωσαν ΑΒΓ τό δοθέν όρθο- 
γώνιον, τοιοΟτον ώστε ή ήμιπερί- 
μετρος 

ΜΝ+ΜΡ=ρ. (σχ. 52). 

Τό σημεΐον Μ όφείλει νώ κεΐται έπί τής πλευράς ΒΓ καί έπί 
τοΰ τόπου τών σημείων, τών όποιων τό άθροισμα τών άποστά- 
σεων άπό δϋο όρθογωνίως τεμνομένων εύθειών ΑΒ, ΑΓ, ΙσοΟται 
πρός ρ (άρ. 75). Αρκεί νά λάβωμεν ΑΔ=ΑΕ=ρ καί νά φέρωμεν 
τήν ΔΜΕ. 

Πρέπει νά είναι: 

ΑΒ<ρ<ΑΓ. 

β) Ή διαφορά τών δύο προσκειμέ¬ 
νων πλευρών τοΰ ορθογωνίου νά ίοοΰ- 
«αι πρός δοθεν μήκος δ. 

Πρέπει νά χρησιμοποιήσωμεν τόν 
τόπον τών σημείων, τών όποιων ή 
διαφορά τών άποστάσεων ΙσοΟται 
πρός δοθείσαν γραμμήν (άρ. 75), καί 
νά λάβωμεν: 

ΑΔ=ΑΕ=δ (σχ. 53). 


---Μ 1 


Λ; 


Α '· 




Έ 


% 


Εΐ 53. 


Τό σημεΐον Μ θά εύρίσκεται έπί 
τής προεκτάσεως ΔΕ τοΰ Ισοσκελούς τριγώνου ΑΔΕ. Πράγματι 
θά (χωμεν : ΜΝ — ΜΡ = δ. 
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Παραιήρηοκ. 1) Ή Ε'Μ' δίδει μίαν δευτέραν λύσιν : 

Μ'Ρ' — Μ'Ν' = δ. 

2) *Η διαφορά δύναται νά ΙσοΟται πρός τά μηδέν. Έχομεν τότε 
ιό έγγεγραμμένον τετράγωνον- ή γραμμή ΑΟ σχηματίζουαα γω¬ 
νίαν —, άντιστοιχεΐ είς αύτήν τήν περίπτωσιν. 

4 

•Υπάρχουν δύο Χύσεις, δταν τό δ είναι μικρότερον τής μικρό- 
τέρας πλευράς. 

Μία μόνη, διά ΑΒ < δ <[ ΑΓ. 

Καμμία διά δ > ΑΓ. 

}1 

γ) *0 λόγος των πλευρών το0 όρθογωνίου να Ιοοΰται πρός —. 

*Η: τό όρθογώνιον νά είναι δμοιον 
πρός δοθέν όρθογώνιον. 

Τό σημεΐον Μ όφείλει νά άνήκη είς 
τόν τόπον τών σημείων, τών όποιων ό 
λόγος τών Αποστάσεων άπό τάς πλευ- 

μ 

ράς ΑΒ καί ΑΓ νά ΙσοΟται πρός 

Πρός κατασκευήν τοΟ τόπου (σχ. 54) 
πρέπει νά προσβιορίσωμεν Εν σημεΐον 
Μ', τοΟ όποιου αΐ άποστάσεις νά Εχουν 
τόν δοβέντα λόγον. 

/Κ Ρ ” Η 

Πρός τοΟτο, άρκεϊ νά λάβωμεν - = — καί νά φέρωμεν τάς 

παραλλήλους Ρ'Μ' καί Ν'Μ' ή νά κατασκευάσωμεν όρθογώ ον 
ΑΡ'Μ'Ν' Τσον πρός τό δοθέν. 

Υπάρχουν δύο λύσεις, διότι δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν τό 
όρθογώνιον ΑΡ’Μ'Ν', είς τρόπον ώστε ή μικρή βάσις νά είναι 
έπί τής ΑΓ. 

δ) Τό άθροισμα τών τετραγώνων, τών προσκειμένων πλευρών τοΰ 
όρθογώνιον, νά ΙοοΟται πρός δοθέν τετράγωνον Ιι’. 

Μέ κέντρον τό σημεΐον Α καί άκτΐνα ΑΚ=λ. γράφομεν τόξον 
κύκλου (σχ. 54). 

Υπάρχουν δύο λύσεις, μία ή καμμία. 

ε) Εις όρθογώνιον Ισοσκελές τρίγωνον νά έγγραφή όρθογώνιον, τοΟ 
όποιου ή Επιφάνεια νά είναι Ισοδύναμος πρός δοθέν τετράγωνον λ’. 

Θά πρέπει ν’ άναζητήσωμεν τήν τομήν τής ύποτεινούσης ΒΓ 
(σχ. 55) καί τής Ισοσκελούς ύπερβολής τόπου τών σημείων Μ, μέ 
γινόμενον άποστά εων σταθερόν (άρ. 78)- άλλά μή δυνάμενοι νά 
κατασκευάσωμεν γεωμετρικώς τήν ύπερθολήν, πρέπει νά άνατρέ- 
ξωμεν άλλοΟ. 

Τό όρθογώνιον θά προσδισρισθή, δταν όρισθή τό σημεΐον Ρ. 

ΤοΟ τριγώνου δντος Ισοσκελούς, τό Αθροισμα τών πλευρών 
ΜΡ, ΜΝ είναι σταθερόν καί ΙσοΟται πρός ΑΓ (άρ. 74). Αλλά 
δλα τά όρθογώνια, τά όποια Εχουν τήν ΑΓ ώς Αθροισμα τών 
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πλευρών, Ιχουν ώς Επιφάνειαν τό τετράγωνον τών διαφόρων 
τεταγμένων, ώς ή ΡΕ, του ήμικυκλίου 
ΑΕΓ, τοΟ γραφομένου μΕ διάμετρον τήν Β 
ΑΓ. Άρα πρέπει νά λάβωμεν ΑΔ = λ . 
καί νά φΕρωμεν τήν παράλληλον ΔΕ πρός * 
τήν ΑΓ. 

θά ϊχωμεν: ΑΡ.ΡΓ=ΕΡ· ή ΑΡ . ΡΜ=1τ*. 

Πρόβλημα 

100. Είς δοθέντα κύκλον νά Εγγραφή Ορ¬ 
θογώνιον, τού Οποίον ή περίμετρος νά ίσου- Α 
ται πρός δοθΕν μήκος λ. 

α) Αρκεί προφανώς νά άσχοληθώμεν 
μέ τό τΕταρτον τής περιμέτρου καί νά θέ- 

σωμε ν: Μ Ρ+Μ Ν = £ι μ . 

Τό σημεΐον Μ βά κεϊται Επί τοΟ τάξου 
ΒΜΓ (οχ. 56} καί Επί τοΟ τόπου τών σημείων, τών όποιων {τό 
άθροισμα τών άποστάσεων άπό δύο καθέτους εύθεΐας ΑΒ, ΑΓ 

ΙσοΟται πρός άρα πρέπει νά λάβωμεν ΑΔ=ΑΕ= 'καί νά 

φέρωμεν τήν ΔΕ (άρ. 99, α}. 

Παραιήρησις. Δύναται νά Ιχη δύο λύσεις, μίαν ή καμμίαν (άρ. 93). 

(β) Ή διαφορά τών προσκειμένων πλευρών τού Ορθογωνίου νά 
ίοούται πρός δ (οχ. δθ). 



Λαμβάνομεν: ΑΖ = ΑΚ = -4*. 

4 

καί φέρομεν τήν ΖΚΜ. 

ΕύρΙσκομεν: ΜΝ — ΜΡ = 

Εξ οδ ΜΜ’— ΜΜ = δ. 

(γ) Ό λόγος τών προσκειμένων πλευ¬ 
ρών τού Ορθογωνίου νά ίοούται μέ —. 

ν 

'Εργαζόμεθα είς τήν περίπτωοιν αυτήν, 
δπως προκειμένου περί τού άντιστοίχου 
προβλήματος, τού ά φορώ νιος τό τρίγω¬ 
νον (άρ. 99 γ). 

(δ)' Ή Επιφάνεια τού Ορθογωνίου νά 
ίοούται πρός δοθΕν τετράγωνον (οχ. 67). 

Παριστώμεν Ολόκληρον τήν Επιφάνειαν διά 4λ·. 

Θά ϊχωμεν: ΑΡ . ΜΡ = Α»· 

Εζ άλλου ΑΡ*-)- ΜΡ>= ΑΜ·=ρ·. 

Άρα ΑΡ·+ 2ΑΡ . ΜΡ -|- ΜΡ·= (ΑΡ + ΜΡ)»= ρ*-|-21ε». 

Γνωρίζομεν λοιπόν τό άθροισμα τών δύο προσκειμένων πλευ¬ 
ρών καί άναγόμεθα είς γνωστόν πρόβλημα (α). 
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Έοτω ΑΖΘΗ τό δοθέν τετράγωνον Αθ , =2ν’. 

Λαμβάνομεν μήκος ΑΙ Τσον πρός Αθ καί φέρομεν τάς καθέ¬ 
τους ΙΛ, ΓΛ. 

"Εχομεν: ΑΛ·=-ρ'-1-2ν*· 

4ρα ΑΛ=ΑΡ+ΜΡ. 

Κατόπιν λαμβάνομεν ΑΕ καί ΑΔ 
Τσα πρός ΑΛ, καί φέρομεν τόν τό¬ 
πον ΔΕ. 

(ε) Ή διαφορά των τετραγώνων 
τών δυο προσκειμένων πλευρών τοΰ 
όρθογωνίου, (οοϋται πρός δοθέν τετρά¬ 
γωνον (οχ. 68). 

θά Επρεπε, ώς είς τόν άρ. 99 (ε). 
νά κατασκευάοωμεν υπερβολήν καί 
νά λάβωμεν τήν τομήν της μετά τοΰ 
δοθέντος κύκλου, άλλά προτιμώμεν 
ν* άντικαταοτήοωμεν τήν καμπύλην 
ϊ χ . 8*. αύτήν διά μιάς ευθείας. 

Παριστώντες τήν διαφοράν τών 
τετραγώνων διά 41ε·, θά Εχωμεν: 

ΜΝ·-ΜΡ»=1τ». 
έή άλλου ΜΝ·+ΜΡ»=ρ’ Ι . 

Προσθέτοντες κατά μέλη Εχομεν, 2ΜΝ , =ρ , -|-1^ , 



ΜΝ'= 


-£!±^ή μν = 1 Γ*ρΐ 


Αρκεί λοιπόν νά κατασκευάοωμεν αυτό τό μήκος. Πρέπει νά 
λάβωμεν ΓΛ—1ι, όπότε ΑΛ'^ρ'+Ιτ 9 . κα¬ 
τόπιν νά ύψώσωμεν κάθετον ΗΖ είς τό 
μέσον τής ΑΛ, μέχρι τής τομής της μετά 
τής ήμιπεριφερείας ΑΖΛ. 

ρ*4-1ι» 

θά Εχωμεν ΑΖ>= . 

Τέλος λαμβάνοντες έπί τής ΑΓ τμήμα 
ΑΡ ίσον πρός ΑΖ, φέρομεν τήν ευθείαν 
ΡΥ, παράλληλον πρός τήν ΑΒ. ήτις είναι 
ό τόπος τών σημείων τών άπεχόντων άπό 
τήν ΑΒ, άπόστασιν ΜΝ. "Αρα τό Μ είναι 
ή κορυφή τοΰ όρθογωνίου. 

Σι. μ 

Παρατήρηοις. Τά ήδη λυθέντα προβλή¬ 
ματα όδηγοϋν είς τάς άκολούθους παρατηρήσεις : 

Είς μερικά προβλήματα χρησιμοποιοϋμεν άμέσως τούς γεωμε¬ 
τρικούς τόπους (άρ. 90,91,92,94), ένώ δι’ άλλα προβλήματα πρέ¬ 
πει νά έτοιμάσωμεν τήν λύσιν. 

Τά δοθέντα παραδείγματα (99 ε, 100 δ, ε) δϋνσνται ν' άναφερ- 
θοΟν είς τήν άλγεβρικήν μέθοδον (άρ. 301), ένώ τά δύο Επόμενα 
άναζητοΰν βοηθητικός κατασκευάς (άρ. 135). Τό πρόβλημα 101 
δύναται ν' άναφερθή είς τήν μέθοδον τής μεταφοράς. 
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IIρά βλήμα 

101. Δίδονται έπί μιας περιφέρειας δύο σημεία Α καί Β, καθώς 
καί μία διάμετρος αυτής ΕΖ σταθερά - νά εΰρεθή έπί τής περιφερβίας 
οημεϊον Γ, τοιοδτον ώστε αί χορδαί ΓΑ 
καί ΓΒ, νά δρίζουν έπί τής σταθερός δια¬ 
μέτρου τμήμα ΜΝ δοθέντος μήκους λ. 

ΎποΘέτομεν τό πρόβλημα λελυμέ- 
νον καί ΜΝ=λ. 

Γνωρίζομεν τήν θέσιν τών σημείων 
Α, Β, καί συνεπώς τό μέγεθος τής έγ· 
γεγραμμένης γωνίας Γ. Γνωρίζομεν έπί- 
σης τό δοθέν μήκος. 

Φέροντες τάς παραλλήλους ΝΔ, ΑΔ 
πρός τάς ευθείας ΑΜ, ΜΝ, σχηματίζο- 
μεν παραλληλόγραμμον, ιού όποιου 
ΑΔ=ΜΝ=τλ· έπϊ πλέον αί γωνίαι ΔΝΒ 
καί Γ είναι Τσάι. 

"Αλλά τό σημεϊον Δ δύναται νά προσδιορισθή άπ’ εύθείας, άρα 
άγόμεθα εις τήν κατωτέρω κατασκευήν: 

Διά του σημείου Α, πρέπει νά φέρωμεν παράλληλον πρός τήν 
σταθερόν διάμετρον καί νά λάβωμεν ΑΔ=λ. Έπί τής ΒΔ νά 
γράψωμεν τόξον κύκλου δεχόμενον γωνίαν Τσην πρός τήν γνωστήν 
Γ καί κατόπιν νά φέρωμεν τάς ΒΝΓ καί ΓΑ. 

θά Εχωμεν: ΜΝ=λ· τό σημεϊον Γ' δίδει μίαν δευτέραν λύσιν. 

Πρόβλημα 

102. Δίδονται έπί μιας περιφερείας δύο σημεία Α καί Β καθώς 
καί μία σταθερά διάμετος ΕΖ - νά εύρεθή έπί τής περιφερείας ση- 
μεΐον Γ, τοιοδτον ώστε αί χορδαί ΓΑ, ΓΒ νά δρίζουν έπί τής σταθε¬ 
ρός διαμέτρου, ίσα τμήματα ΟΜ καί ΟΝ, έχατέρωθεν τοϋ κέντρου Ο. 

ΎποΘέτομεν τό πρόβλημα λελυμένον καί ΟΜ=ΟΝ. 

Φέροντες τήν διάμετρον ΑΟΔ καί ένοΰντες τό σημεϊον Ν μέ 
τό σημεϊον Δ. κατασκευάίομεν 
δύο τρίγωνα ΑΟΜ, ΔΟΝ, τά 
όποια εΤναι Τσα, ώς Εχοντα 
μίαν γωνίαν Τσην Ο περιεχομέ- 
νην μεταξύ άντιστοίχως Τσων 
πλευρών· όρα ή εύθεϊα ΝΔ 
είναι παράλληλος πρός Τήν 
ΛΓ καί δυνάμεθα νά εΰρωμεν 
τήν τιμήν τής γωνίας ΒΝΔ. 

Πράγματι ή γωνία ΔΝΓ=Γ. 

"Αρα ή γωνία ΔΝΓ εΤναι 
γνωστή, διότι Εχει ώς μέτρον 
τό ήμισυ τού τόξου ΑΒ. Κα¬ 
τόπιν ή γωνία ΒΝΔ, παρα¬ 
πληρωματική τής ΔΝΓ, είναι 
έπίσης παραπληρωματική τής Γ· άγόμεθα λοιπόν είς τήν Ακόλου¬ 
θον κατασκευήν: 

Πρέπει νά φέρωμεν τήν διάμετρον ΑΟΔ'· έπί τής ΒΔ νά γρά- 
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ψωμεν τόξον δεχόμενου γωνίαν Ισην πρός τήν παραπληρωματικήν 
τής γνωστής γωνίας Γ. 

Οΰτω προσδιορίζεται τό σημεΐον Ν· ψέρομεν τήν ΒΝΓ καί 
ένοΟμεν τδ Γ μετά τοΟ Α. 

Παρατήρηας. Διά τό σημεΐον Ν' άντιστοιχεϊ μία δευτέρα λόσις. 

*Η γωνία ΒΝ'Δ, παραπληρωματική τής ΒΝΔ, Ισοΰται μέ τήν Γ. 

Χρήαις όνο γεωμετρικών τύπων 

"Οταν τό σημεΐον τό όποιον πρόκειται νά προσδιορίσωμεν, 
δέν κεΐται έπΐ μι&ς δοθείοης γραμμής, πρέπει νά άνατρέξωμεν 
είς τήν σύγχρονον χρήσιν δύο γεωμετρικήν τόπων (άριθ. 88)· άλλά 
πρέπει νά άναζητήσωμεν τούς τόπους τούς δυναμένους εύκολώ- 
τερον νά κατασκευασθώσι έχοντες ύπ’ βψει, δτι δέν δυνάμεθα νά 
σχεδιάσωμεν παρά μόνον εύθείας καί περιφέρειας*. 

Ιδού μερικά παραδείγματα : 

Πρόβλημα 

103. Είς δοδέν τρίγωνον, νά προσδιοριαθή σημεΐον τού όποιου αΐ 
άποστάοεις χ, γ, ζ άπό τάς τρεις πλευράς α, β, γ τοΟ τριγώνου, νά 
έχουν τόν αυτόν λόγον μεταξύ των, τόν όποιον καί αΐ αντίστοιχοι 
πλευραί. 

Διά τάς δύο κορυφάς Α καί Β, άρκεΐ νά προοδιοριοθή ή εύ- 


Γ 



θεία ή όποια είναι ό τόπος τΩν σημείων, τΩν όποιων αΐ άποστά- 
σεις άπό τάς άντιστοίχους πλευράς έχουν τόν αύτόν λόγον, τόν 
όποιον καί αΐ πλευραί (άριθ. 60). 


9. Σημ! μ ε τ. θεμελιώδεις χατασχευαί, αϊτινες είναι χαί ή προϋ- 
πόθεσις ιών γεωμετρικών κατασκευών, είναι ή χατααχευή εύθείας γραμμής 
(Απεριορίστου) βιερχομένης βιά Βύο Βοθένχων σημείων χαί ή χατααχευή 
περιφέρειας χύχλου, έχουαης Βοθβν χέντρον χαί Βοθεΐσαν άχτΐνα. Τά 
ίργανα τά όποια χρειάζονται πρός χαταοχευήν τών γραμμών τούτων είναι 
ό χανών χαί ό διαβήτης· τή βοηθείφ τών όργάνων τούτων Βυνάμεθα έπί 
ενός φύλλου χάρτου, θεωρητιχώς έπιπίΒου, νά χαράξωμεν Βιά συνεχούς 
χινήαεως μολυββίβος, μίαν εύθεΐαν ή μίαν περιφέρειαν. Μέ αύτά νά όρ¬ 
γανα (ΒηλαΒή μέ χανόνα χαί βιαόήτην) χαλούμεβα νά λύσωμεν τά προ- 
τιθέμενα προβλήματα. Αδτήν τήν ύπόμνηαιν χάμει ένταύβα ό ουγγραφεύς. 
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Διά τήν κορυφήν Λ, ύψοΟμεν είς τά πέρατα τών πλευρών β 
καί γ καθέτους ΓΔ, ΒΕ, αΐ όποΐαι (χουν τόν αΰτόν λόγον τόν 

όποϊον Ιχουν καί αΐ πλευραί π. χ. —* κατόπιν διά τών Δ, Ε 

παραλλήλους ΔΜ, ΕΜ πρός τάς Αντιστοίχους πλευράς β καί γ· 
τό σημιϊον Μ άνήκει είς τόν τόπον ΑΜ. 

Έργαζόμεθα όμοίως 6ιά τήν κορυφήν Β, καί εύρίσκσμεν ώς 
τόπον τήν ΒΜ' Αρα τό σημεΐον Κ έκπληροΐ τούς ζητουμένους 
όρους, διότι Ιχομεν : 



ή χ : γ : ι = α : β: γ. 

Τό σημεΐον Κ όνομάζεται σημεΐον τοΟ λ,επιοϊιιε. 


ΠβΛβΙημ. 

104. Νά χατασκβυασθή όρθογώνιον, τοΟ όποιου δίδεται ή περί¬ 
μετρος 2λ καί τό άθροισμα V* τών τετραγώνων τών προσκειμέ¬ 
νων πλευρών. 

Έστω ΧΑΥ μία όρθή γωνία. 

Έάν άποβλέψωμεν είς τήν πρώτην 
τών συνθηκών, άγόμεθα είς τό νά λά- 
βωμεν 

ΑΕ = ΑΔ = λ. 

Ή κορυφή Μ τοΟ ζητουμένου όρθο- 
γωνίου οφείλει νά κεϊται έπί τής ΔΕ. 

Έάν άποβλέψωμεν είς τήν δευτέραν 
τών συνθηκών γράφομεν Εν τόξον κύ¬ 
κλου κέντρου Α καί άκτΐνος 1ε. 

Ή τομή τών δύο τούτων τόπων δί¬ 
δει τήν κορυφήν Μ. 

Πράγματι Εχομεν ΜΜ-+- ΜΡ= ΛΕ= λ. 

ΜΝ'+ΜΡ·= ΑΜ*=1ε·, 



Χτ « 


Πςόβΐιμα 

106. Νά κατασκευασθ^ τρίγωνον, τοΟ όποιον δίδονται ή βάσις ΑΒ, 
η απέναντι γωνία καί τό δψος τό άγόμενον 
έκ τής κορυφής τής γωνίας τούτης. 

Έάν δέν άποβλέψωμεν είς τό ύψος, ή 
κορυφή Γ θά εύρίσκεται έπί τοΟ τόξου 
ΑΓΒ, τοΟ δεχομένου γωνίαν Τσην πρός 
τήν δοθεΐσαν. 

Αλλά τά τρίγωνα τά Ιχοντα βάσιν 
τήν ΑΒ καί Οψος υ. Εχουν τάς κορυφάς 
των έπί μιάς εύθείας ΖΓ, παραλλήλου 
πρός τήν ΑΒ είς άπόστασιν υ άπ* αΰτης. 

"Οθεν ή κορυφή Γ θά είναι τό σημεΐον 
τομής τοϋ τόξου τοΟ δεχομένου γωνίαν 
Τοην πρός τήν δοθεΐσαν καί τής παραλλήλου ΖΓ. 
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ΠβόβΙημ α 

106. Νά χατασχευασθή τρίγωνον, τού όποιου δίδονται ή βάοις, ή 
Απέναντι γωνία χαί τό γινόμενον ΐί', τών περιεχουσών τήν γωνίαν 
πλευρών. · 


1) Ή κορυφή όφείλει νά κεΐται έιτΐ τόξου κύκλου, δεχομένου 
τήν δοθεϊσαν γωνίαν. Έξ οδ προκύπτει δτι γνωρίζομεν τήν διάμε¬ 
τρον δ τού περιγεγραμμένου περί τό τρίγωνον κύκλου. 

Αλλά ώς γνωοτόν τό γινόμενον 1ε· δύο πλευρών ένός τριγώ¬ 
νου, Ισοΰται μέ τό γινόμενον τής διαμέτρου τού περιγεγραμμένου 
κύκλου, έπί τό ύψος υ (τό άγόμενον έπί τήν τρίτην πλευράν), άρα 


υ 


δ ’ 


2) Ή κορυφή λοιπόν θά εύρίακεται έπί μιάς παραλλήλου πρός 

1 «» 

τήν βάσιν καί εις άπόστασιν υ = 

6 


ΠρΛβΙημα 


107. Κατασκευάσατε εν τρίγωνον, γνωρίζοντες τήν βάσιν ΑΒ, τό 

ύψος υ (έπί τήν ΑΒ) χαί τήν τιμήν 
Ιι' του αθροίσματος τών τετραγώνων 
τών δύο άλλων πλευρών αϋτοθ. 

Έκ τής σχέσεως α*-)-β , =1^^ προ¬ 
κύπτει δτι ή κορυφή Μ Θά κεΐται, 
έπί τού τόπου τών σημείων, τών ό¬ 
ποιων τό άθροισμα τών τετραγώνων 
τών Αποστάσεων άπό δύο σταθερών 
σημείων Α καί Β είναι λ*. 

Ό τόπος οδτος είναι μία περι¬ 
φέρεια γραφομένη μέ κέντρον τό μέσον Γ τής ΑΒ καί μέ άκτΐνα 



ΐ 


λ·—ΑΓ’ 


Κατόπιν άν παραλείψωμεν τήν συνθήκην α+β’=1τ* καί θεωρή- 
σωμεν τήν συνθήκην τού νά Ιχη τό τρίγωνον ύψος υ δοθέν, άνα- 
γνωρίζομεν δτι ή κορυφή Μ όφείλει νά κεΐται έπί μιάς παραλλή¬ 
λου πρός τήν ΑΒ καί είς άπόστασιν υ άπ’ αύτής. Άρα ή κορυφή 
Μ προσδιορίζεται διά τής τομής τής ώς άνω περιφερείας καί τής 
εύθείας τής παραλλήλου πρός τήν βάσιν. 


Πρόβλημα 

108. Νά χατασχεϋααΦή τρίγωνον, τοΟ οποίου δίδονται τό μήκος 
τής βάοεως, μία εύθεΐα έφ' ής ή βάοις αΰτη όφείλει νά εύρίακεται, ή 
Απέναντι γωνία χαί γνωρίζοντες δτι αί πλευραί αΐτινες περιέχουν τήν 
δοφεΐοαν γωνίαν δφείλουν νά διέρχωνται διά δύο σταθερών σημείων 
Α χαί Β. 

Ή κορυφή Γ Θά κεΐται έπί τοΟ τόξου κύκλου, δεχομένου 
γωνίαν ΐσην πρός τήν δοθεϊσαν Γ καί γραφομένου έπί τής 
χορδής ΑΒ. 




49 


Ή θεώρησις τοΟ τόξου τούτου ΑΓΒ, άρκεϊ διά νά άναγάγω- 
μεν τό παρόν πρόβλημα είς Εν πρόβλημα ηδη γνωστόν (άριθ. 101), 
άλλά όπου ή δοθεϊσα εύθεϊα άντικα- 
θίσταται διά μιάς σταθερός διαμέτρου. 

Πράγματι, δυνάμεθα νά περιορισθώμεν 
είς τάς έπομένας κατασκευάς : 

Διά τοΟ σημείου Α, άγομεν μίαν πα¬ 
ράλληλον πρός τήν ΕΖ, λαμβάνομεν 
έπ' αύτής τό τμήμα ΑΔ ίσον πρός τό 
δοθέν μήκος τής βάσεως ”, έπΐ τής ΒΔ 
γράψομεν Εν τόξον κύκλου δεχόμενον 
τήν δοθεϊσαν γωνίαν, ένοΟμεν τό ση- 
μεΐον Β μέ τό σημεϊον Ν, δπου τό τό¬ 
ξον του κύκλου τέμνει τήν δοθεϊσαν 
εύθεΐαν ΕΖ, ψέρομεν τήν ΒΝΓ καί έκ 
του Α τήν παράλληλον πρός τήν ΔΝ. 

Τό τρίγωνον ΜΓΝ είναι τό ζητούμενον. 



ϊχ β. 


109. Παραιηρήοεα. 1) Τό πρόβλημα τοΟτο δύναται νά διατυ- 
πωθή καί ώς έξης: Δίδονται μία εύ&εϊα ΕΖ καί όνο αημεΐα Α καί Β 
εκτός ανιής, εττίοης εν μήκος ΜΠ—λ, 9έοατε τό δο&έν μήκος εΛ ί τής ΕΖ , 
ούτως ώοτε ή γωνία Γ ή αχηματιζομενη ίυτό τών εν&ειών ΑΜ καί ΒΝ να 
ίοοΓιτηι μέ όο&εϊσαν γωνίαν. 

2) Ή νέα διατύπωσις μάς όδηγεϊ είς τό νά θέσωμεν Εν Ενδια¬ 
φέρον πρόβλημα, τό όποιον θά μάς άπασχολήση είς τήν παρά¬ 
γραφον τήν σχετικήν πρός τά μέγιστα καί Ελάχιστα. "Ιδού τό 
πρόβλημα : Πώς μεταβάλλεται ή γωνία Γ, δίαν τό τμήμα ΜΝ μετακινεί¬ 
ται ίιτί τής ΕΖ: (βλέπε άριθ. 253). 


Πρόβλημα 

110. Νά χατααχευαοθή τραπέζιον, τοΰ οποίου δίδονται αί γωνιαι 
καί αί διαγώνιοι. 

Είς πάν τραπέζιου, ό λόγος τών τμημάτων ΑΟ καί ΟΒ τών 
διαγωνίων (Ο = σημεϊον τοαής τών διαγώνιων), (σοΟται μέ τόν 
λόγον αύτών τούτων τών διαγωνίων. "Εστωσαν δ καί δ’ τά μήκη 
τών διαγωνίων. Έπΐ τυχούσης εύθείας ΑΒ σχηματίζομεν τάς δο- 
θεΐσας γωνίας Α καί Β, γράφομεν τόν τόπον ΔΔ’ τών σημείων, 
ιών όποιων ό λόγος τών άποστάσεων άπό τών σημείων Α καί Β 
6 

Ισοΰται πρός και ψέρομεν τήν διάμεσον 10 ΜΖ, ήτις έν γένε ν 
ιέμνει τόν τόπον είς δύο σημεία Φέρομεν τάς ΑΟΓ καί ΒΟΕ 


9. 2 η μ. μ * τ. Ή ΑΔ δέν είναι έπ ευθείας μέ τήν ΔΒ. δηλαδή ή 
ΑΒ δέν είναι παράλληλος εν γίνει πρός τήν ΕΖ. Επίσης ή ΕΖ Βέ> είναι 
Βιάμετρος τού χόχλου, εις τό σχήμα φαίνεται ώς διάμετρος, διότι εις τό 
βιβλίον τών Ρ.Ο.Μ. εχει βπαναληφθή τό σχ. 69. 

10. 2 η μ. μ ε τ. Διάμεσος τραπεζίου καλείται ή ευθεία ή ένοΰσα τά 
μέσα τών παραλλήλων πλευρών αυτοί). 

11. 2 η μ. μετ. Ή διάμεσος τού τραπεζίου διέρχεται διά τής τομής 
Ζ τών μή παραλήλων πλευρών αότσϋ, τό τρίγωνον όμως ΑΒΖ δυνάμεθα νά 
ιό χατασχευάοωμεν. καθόσον γνωρίζομεν τάς γωνίας τού τραπεζίου χαί 
ίπομίνως γνωρίζομεν νά χατασχευάοωμεν χαί τήν διάμεσον. 

Γεωμετρία 
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τό σχηματιζόμενον σχήμα είναι έν τραπέζιον, ώς 'ευκόλως άπο- 
βεικνύεται - έπί πλέον, τοΟτο είναι δμοιον πρός τό ζητούμενον 
τραπέζιον. ΈπΙ τής ΑΓ λαμβάνομεν ΑΓ'=δ καί φέρομβν τάς πα¬ 
ραλλήλους ΓΈ', Γ’Β'· τό τραπέζιον ΑΒ'ΓΈ' είναι τό ζητούμενον. 


ζ 



111. Παρατήρηοιζ. Δέν δυνάμεθα νά χρησιμοποιήσωμεν είς τήν 
λύσιν τών προβλημάτων, παρά γεωμετρικούς τόπους άποτελουμέ- 
νους άπό ευθείας ή περιφέρειας. Έάν τό πρός προσδιορισμόν ση- 
μεΐοο άναφέρεται είς ένα τόπον, τόν όποιον δέν δυνάμεθα νά 
σχεδιάσωμεν γεωμετρικές, πρέπει νά άναζητήσωμεν μίαν ειδικήν 
λύσιν, ή όποια δέν άπαιτεϊ τήν κατασκευήν τοΟ τόπου. Οϋτω ήρ- 
γάσθημεν προηγουμένως ε[ς τούς άριθμ. 99ε καί 1006. Ιδού με¬ 
ρικά άλλα παραδείγματα: 


Πρόβλημα 

112. Νά χαταακευασθή τρίγωνον, τού όποιου δίδονται ή βάσις ΕΕ', 

τό αντίστοιχον ύψος υ καί τό άθροισμα 
'2α τών δύο άλλων πλευρών. 

Έστω ΜΡ=υ, ΜΕ+ΜΕ =2α. 

Ή κορυφή Μ κεϊται έπί τής πα¬ 
ραλλήλου πρός τήν βάσιν, είς άπό- 
στασιν υ καί έπί τής έλλείψεως τής 
έχούσης έστίας Ε καί Ε' καί μεγά- 
λον άξονα 2α. Τό προτιθέμενον 
πρόβλημα, άνάγεται λοιπόν είς τό 
γνωστόν: 

Χωρίς νά χαταοχευαο&ή ή χαμπύλη, 
νά ενρεδονν ιά σημεία τομής τής έ/Μίψεως χαί μιας είι&είας ΜΜ'. 

Έπί τής ΑΑ' ώς διαμέτρου, γράφομεν τόν πρωτεύοντα κύκλον. 
ζητοΟμεν ποια είναι ή εύθεία ΝΝ' (χορδή τοΟ πρωτεύοντος κύ¬ 
κλου) ή όποια άντιστοιχεϊ είς τήν ΜΜ' (χορδήν τής έλλείψεως). 
Πρός τοΟτο, όρίζομεν τόν λόγον τών τεταγμένων τόν άντιστοι- 
χούντων είς τήν Ιλλειψιν καί είς τόν κύκλον. Μέ κέντρον Ε καί 
άκτϊνα α, γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τήν κάθετον ΟΔ είς 
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τό σημεϊον Β· ή ΟΒ είναι ό μικρός άξων τής έλλείψεως Φέρον- 
τβς κατόπιν τάς Αθ, Δθ, ΒΖ καί τάς εύθείας Οθ καί ΟΖ, προσ- 
διορίζομεν τό σημεϊον 1 καί τήν τεταγμένην του· ή τομή Ξ τής 
τεταγμένης ταύτης καί τής Οθ, όρίζει τήν ΞΛ ήτις άντιστοιχεϊ 
εις τήν ΗΙ. Ή τομή τής περιφέρειας καί τής ^.Λ δίδει τά σημεία 
Ν και Ν' καί συνεπώς τά Μ καί Μ'. 

Τό σημεϊον Μ άνήκεί εις τήν Ελλειψιν, διότι Εχομεν: 

ΜΡ _ 1Κ _ ΖΑ _ β 
ΝΡ ~ ΞΚ “ ΘΑ ~ α 

άρα ΜΕ|-ΜΕ'=2α καί ΕΜΕ' είναι τό ζητούμενον τρίγωνον. 

Πρόβλημα 

113, (α) Νά καιασχευασ&ή τρίγωνον του οποίου δίδονται ή βάσις. 
ή διαφορά δ τών άλλων πλευρών καί μία ευθεία επί τής οποίας οφεί¬ 
λει νά χεϊται ή άγνωστος κορυφή. 

"Εστωσαν ΑΒ ή δοθεϊσα βάσις καί χν ή εύθεϊα έπί τής όποιας 
όφείλει νά κεΐται ή κορυφή Γ. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυ- χ 
μένον καί 

ΑΓ — ΒΓ=6. 

ΠαρατηροΟμεν δτι τό σημεϊον Γ 
θά κεΐται έπί μιας ύπερβολής, έχού- 
σης τά σημεία Α καί Β ώς Εστίας 
καί μήκος πρωτεύοντος άξονος δ. 

Τό πρόβλημα άνάγεται λοιπόν 
εις τό Εξής: 

(β) Νά προσδιοριστούν τά σημεία 
τομής μιας ευθείας χγ χαί μιας ΰπέρ- 
βολής τής όποιας γνωρίζομεν τάς εστίας Ζχ « 

Α, Β χαί τό μήχος τοΰ πρωτεύοντος 
άξονος. 

Γράφουτες μίαν περιφέρειαν μέ κέντρον Α καί· άκτϊνα δ. εύρι- 
σκομεν: ΓΒ=ΓΗ. 

ΆναγόμεΘα λοιπόν εις τό πρόβλημα 

(γ) Νά γραφή περιφέρεια, έχουσα τό κέντρον της έπί δοθείσης ευ¬ 
θείας χγ, διερχομένη διά σημείου Β χαί εφαπτομένη περιφέρειας ΑΗ. 

Αλλά ό κύκλος ό Εχων τό κέντρον έπι τής χγ καί διερχόμενος 
διά τοΟ Β θά διέρχεται άναγκαίως καί διά τοΰ Δ συμμετρικού 
πρός τό Β ώς πρός τόν άξονα χγ. 

Τό πρόβλημα λοιπόν, δύναται νά διατυπωθή ώς έξής : 

(δ) Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο δοδέντων σημείων Β 
χαί Δ χαί εφαπτομένη ένός χόχλου ΑΗ. 

Αλλά τό πρόβλημα τοϋτο είναι γνωστόν. 

Οϋτω. διά τών Β καί Δ φέρομεν τυχόντα κύκλον, τέμνοντα 
τόν δοθέντα ΑΗ εις Ε καί Ζ καί φέρομεν τάς ΕΖΘ καί ΒΔΘ. 
Φέρομεν κατόπιν έκ τού θ τάς έφαπτομένας ΘΗ, ΘΛ καί κατα- 
«κευάζομεν μίαν περιφέρειαν όιερχομένην διά τών Β.Δ,Η 
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ήτις δίδει μίαν πρώτην λύοιν Γ. Μία Αλλη περιφέρεια διερχομένη 
διά τών Β,Δ,Λ δίδει τήν δευτέραν λύσιν Ο. 

Διότι ΟΒ—ΟΑ=6. 

114. Σημιίωοις. Είς τά Ανωτέρω προβλήματα, ή έξέτασις τοΟ 
τόπου, τόν όποιον δέν δυνάμεθα νά σχεδιάσωμεν, μάς άδηγεϊ είς 
τήν λύσιν. 

Είς τά κατωτέρω προβλήματα (άριθ. 115, 117), ή λύσις δίδει άπ“ 
ευθείας άπάντησιν είς 6ν πρόβλημα σχετικόν πρός τάς κωνικός. 


Προβλήματα 


115. Νά χατασχευασθή τρίγωνον, τοϋ όποιου γνωρίζομεν τήν βάοιν 
ΑΒ, τήν απέναντι γωνίαν καί τό άθροισμα 2α τών περιεχουσών αυτήν 
πλευρών. 


1) Ή κορυφή 





Γ θά κεϊται έπί τόξου κύκλου δεχομένου γωνίαν 
Τσην πρός τήν δοθεϊσαν. 

2) Ή αύτή κορυφή θά κεϊται έπί έλλεί- 
ψεως έχούσης τά σημεία Α καί Β ώς έοτίας 
καί μεγάλον άξονα 2α, άλλ’ έπειδή δέν δυ- 
\ νάμεθα νά χρησιμοποιήσωμεν Απ' εύθείας 
αύτήν τήν έλλειψιν, πρέπει νά ζητήσωμεν 
μίαν άλλην λύσιν. 

Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί 
έστω : 

ΑΓ+ΓΒ—2α. 

Έάν λάβωμεν έπί τής ΑΓ τμήμα ΓΔ=ΓΒ, 
σχηματίζομεν τό ισοσκελές τρίγωνον ΒΓΔ, 
τοΰ όποιου ή έξωτερική γωνία ΑΓΒ ΙσοΟται μέ τό άθροισμα τών 
δύο ίσων γωνιών ΓΒΔ καί ΓΔΒ, άρα ή γωνία Δ είναι σταθερά 
ώς ίση πρός τό ήμισυ τής δοθείσης γωνίας Γ. Γράψο ν έπομέ- 


νως έπί τής ΑΒ τόζον κύκλου δεχόμενον τήν γωνίαν — καί μέ 

κέντρον Α καί Ακτίνα 2α τέμνομεν αύτό είς Δ καί Δ' καί φέρομεν 
τάς ΔΑ καί ΒΓ. Τό τρίγωνον ΑΒΓ εΤναι μία τών λύσεων. 

Τό λυθέν πρόβλημα, δίδει τήν λύσιν καί τοΰ έπομένου. 


116. Χωρίς νά αχεδιαοθή μία έλλειψις, τής οποίας γνωρίζομεν τάς 
έοτίας Α καί Β καί τό μήχος 2α του μεγάλου άζονος, νά προσδιορι- 
οθοϋν τά σημεία όπου ή χαμπύλη αΰτη τέμνεται υπό μιας περιφερείας 
ΑΓΒ. τής όποιας ιό κέντρον εύρίσκεται έπί τοϋ μικρού άξονος. 

Παρατηρήσεις. 1) Διά νά γράψωμεν τό τόξον τό δεχόμενον τήν 
γωνίαν —, λαμβάνομεν τό σημεϊον Ο ώς κέντρον καί τήν ΟΒ ώς 
άκτΐνα. “Η περιοριζόμεθα είς τό νά γράψωμεν άπ' εύθείας τόξον 
δεχόμενον τήν γωνίαν γ καί φέρωμεν μίαν κάθετον είς τό μέ¬ 
σον τής ΒΔ. μέχρις δτου τμήση τήν ΑΔ. 

2) ΈΑν δίδεται ή διαφορά τών πλευρών, λαμβάνομεν έκ τής 
ΓΒ τμήμα ΓΕ = ΓΑ, όπότε θά έχωμεν ·. 

Α Ε άρα ΑΕΒ= +-!!■ 
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Έπί τής ΑΒ γράφομεν τοξον κύκλου δεχόμενον την γωνίαν 

+ ~ 2 ~) καί μέ κέντρον Β καί άκτϊνα Γσην πρός τήν δοθεϊσαν 

διαφοράν, γράφομεν περιφέρειαν κύκλου τέμνουσαν τό γραφέν τό- 
ξον εις τό οημεϊον Ε. 


Πρόβλημα 


117. Νά ιμηθοΰν αι πλευραί μιας ορθής γωνίας δι' ευθείας γραμ¬ 
μής, ούτως ώστε άφ’ ένός μέν ιό περιεχόμενον υπό τών πλευρών τής 
γωνίας τμήμα, νά (σοΰιαι πρός δοθέν μήκος καί άφ' ετέρου τό έμβα. 
βόν τοΰ σχηματιζομένου τριγώνου, νά ίσοΰται πρός δοθέν τετράγωνον 


"Εστω ΑΒΓ τό ζητούμενον τρίγωνον, μέ έμβαδόν 2λ 7 καί πλευ¬ 
ράν ΒΓ =2λ. 

Διά του μέσου Μ τής ύποτεινούσης, V) 
φέρωμεν παραλλήλους πρός τάς πλευράς 
ΑΒ καί ΑΓ. 

Τό έμβαδόν τοΟ όρθογωνίου ΑΡΜΝ, 
ίσοΟται μέ τό ήμισυ τοΰ τριγώνου ΑΒΓ, ζΐ 
δηλαδή μέ λ 7 , έξ άλλου δέ ΝΓ 


Α Μ — -1- ΒΓ 


λ. 



Συνεπώς τό οημεϊον Μ κεϊται έπί κύ¬ 
κλου κέντρου Α καί άχτΐνος λ. Πρέπει 
κατόπιν νά έγγράψωμεν £ν όρθογώνιον 
ΑΡΜΝ, έμβαδοΰ Ιι 7 . Τό πρόβλημα τοΰτο εΤναι ήδη λελυμένον 
(άριθ. 100,6). Τέλος πρέπει νά λάβωμεν ΡΒ=ΑΡ καί νά φέρωμεν 
τήν ΒΜΓ. 


118. 'Ο τόπος ιών σημείων Μ, ιών τοιούιων ώστε τό γινόμενον τών απο¬ 
στάσεων άπύ δυο όρθογωνίως τεμνομένων ευθειών νά ίσοΰται μέ στα¬ 
θερόν ποσότητα Κ'. είναι μία υπερβολή Ισοσκελής, μέ ασύμπτωτους 17 
τάς ΑΧ καί ΑΥ καί δύναμιν I;-. Συνεπώς έλύσαμεν ήδη. ώς ανωτέρω, 
τό επόμενον πρόβλημα : 

Δίδεται Ισοσκελής υπερβολή, διά τών άσυμπτώτων της καί 
τής δυνάμεώς της 1ι 7 νά άχθη έφαπτομένη τής υπερβολής χωρίς 
νά κατασκευασθή ή καμπύλη, οϋτως ώστε τό τμήμα αύτής τό πε¬ 
ριεχόμενον μεταξύ τών άσυμπτώτων νά ϊχη δοθέν μήκος 2λ. 


$ III. ΠεβίβάΙλονσαι 

119. Όριαμάς. ΚαλοΟμεν περίβάλλονοαχ χαμπύλην ή άπλώς περι- 
βάΐΐονααχ μιας κινητής εύθείας, τήν καμπύλην ήτις έφάπτεται τής 
κινητής ευθείας, είς κάθε θέσιν που είναι δυνατόν νά καταλάβη 
ή κινητή εύθεϊα. 


Γ2. Σ η μ. μ ε χ. Ασύμπτωτοι τής υπερβολής καλούνται αί έφαπτόμε- 
>«·. είς τά δύο έπ' άπειρον σημεία της. Αύται διέρχονται διά τού κέν¬ 
τρου αύτής, είναι 6έ κάθετο·., όταν ή υπερβολή είναι Ισοσκελής. 

Λύναμις τής ισοσκελούς υπερβολής καλείται τό τετράγωνον τής' άπο- 
στάσεως τής κορυφής της άπό τίνος τών άσυμπτώτων. 
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Παράδειγμα Ή περιβάλλουσα ιών ευθειών τών άπεχουσών δοθεϊσαν 
άπόοτασιν άπό δοθέντος σημείου, είναι περιφέρεια χόχλου Ιχουοα τό 
δοθέν σημεϊον ώς χέντρον χαί τήν δοθεϊσαν άπόστασιν ως ακτίνα. 

Ή περιβάλλουσα καταλήγει εις σημεϊον, δταν ή δοθεΐσα άπό- 
στασις καταστή μηδενική. 

Ή περιβάλλουσα δύναται νά θεωρηθή ώς σχηματιζομένη, ύπό 
τής σειράς τών σημείων τομής τών έψαπτομένων της, λαμβανομέ- 
νων άνά δύο, δταν αί θέσεις τών έψαπτομένων άπέχουν άπειρο- 
στώς ή μία τής άλλης. 

120. Κινητή ενΰεΐιι. Ή εύθεΐα ή γεννώσα τήν περιβάλλουοαν, 
ύπόκειται κατά τήν κινησίν της είς ένα ώρισμένον νόμον, τούτέ- 
στην έκάστη έψαπτομένη ύπόκειται είς μίαν καί τήν αύτήν Ιδιό¬ 
τητα καί τό σύνολον τών ευθειών τούτων άποτελεΐ μίαν οικογέ¬ 
νειαν εύθειών, όπως οΙ γεωμετρικοί τόποι άποτελοόνται άπό ϊν 
σύνολον σημείων τά όποια ύπόκεινται είς μίαν καί τήν αύτήν 
Ιδιότητα. 

121. Χρήοις τών περίβαίΐοναών. "Οπως έν σημεϊον όρίζεται διά 
τής τομής δύο τόπων, ούτω μία εύθεΐα δύναται νά όρισθή διά δύο 
περιβαλλουσών, διότι αϋτη όψείλει νά έφάπτεται έκάστης τών πε- 
ριβαλλουσών καμπύλων. Αρκεί νά γνωρίζωμεν μίαν περιβάλλου- 
σαν τής εύθείας αύτής καί μίαν άλλην συνθήκην, τήν όποιαν όφεί- 
λει νά πληροί, διά νά όρίσωμεν τήν εύθεΐαν. 

Παρατήρηοις. Ή γνώσις τών ιδιοτήτων τών περιβαλλουσών, εύ- 
κολύνει δχι μόνον τήν λύσιν μερικών προβλημάτων, άλλά είναι 
καί άπαραίτητος διά νά κατανοήσωμεν καί χρησιμοποιήσωμεν τήν 
θεωρίαν τών Αντιστρόφων πολικών. Πρέπει νά παρατηρήσωμεν έν 
τούτοις, δτι ή Στοιχειώδης Γεωμετρία δέν διαθέτει, παρά άσθενή 
μέσα διά νά μελετήση τάς περιβαλλούσας. Όφείλομεν λοιπόν νά 
περιορισθώμεν είς τό νά έκθέσωμεν μερικά παραδείγματα πολύ 
άπλά τά όποια, έξ άλλου, είναι έπαρκή διά τάς προτάσεις τάς 
όποιας θά πραγματευθώμεν περαιτέρω. 


Πρόβλημα 

122. Μία τών πλευρών ΑΧ μιας ορθής γωνίας ΧΑΥ ολισθαίνει έπί 
μιας περιφερείας, καθ' ον χρόνον ή κορυφή Α 
κινείται έπί μιας ομοκέντρου περιφερείας π<^>ς 
τήν πρώτην ποια είναι ή περιβάλλουσα τής δευ· 
τέρας πλευράς ΑΥ τής όρθής γωνίας; 

“Εστω Ο τό κοινόν κέντρον τών δοθεισών 
περιφερειών ΟΑ καί ΟΒ. 

Οίασδήποτε οΰσης τής θέσεως ΑΒΧ, ή κά¬ 
θετος ΟΓ σχηματίζει έν όρθογώνιον ΑΒΟΓ 
τού όποιου α[ διαστάσεις δέν μεταβάλλονται 
κατά τήν κίνησιν, διότι ΟΑ καί ΟΒ έχομν 
δοθέντα μήκη ένώ ή γωνία ΑΒΟ είναι όρθή, 
κάθετος ΟΓ εϊναι σταθερά· συνεπώς ή πλευρά ΑΓΥ έφά- 
σταθερώς τής περιφέρειας ΟΓ, άρα ή περιβάλλουσα 
είναι ή περιφέρεια ή γραφομένη μέ κέντρον Ο καί 



Ετ Ή. 


άρα ή 
πτεται 
τής ΑΥ 
άκτΐνα ΟΓ. 


Παρατήρηοις. Οίασδήποτε οΰσης τής γωνίας Α, ή πλευρά ΑΥ 
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παραμένει εις μίαν σταθερών άπώστασιν άπό τοΟ κέντρου Ο καί 
ή ζητουμένη περιβάλλουσα είναι μία περιφέρεια όμόκεντρος πρός 
τάς πρώτας. 


Πρόβλημα 

123" Ποια είναι ή περιβάλουσα τής βάσεως ΒΓ ενός τρίγωνου ΒΑΓ· 
ιού όποιου ή περίμετρος είναι σταθερά καί τοΰ όποιου ή γωνία Α δίδε" 
ται πατά μέγεθος καί θέσιν; 

Προτιθέμεθα νώ εΰρωμεν εν ισοσκε¬ 
λές τρίγωνον ΕΑΖ τοΰ όποιου τό άθροι¬ 
σμα τών πλευρών ΑΕ, ΑΖ (σοΟχαι μέ 
τήν περίμετρον τοΟ ΑΒΓ· φέρομεν τάς 
διχοτόμους τών έξωτερικών γωνιών Β 
καί Γ. 

Έχομεν ΑΕ-)-ΑΖ=ΑΒ-)-ΒΓ-)-ΓΑ, 
καί ΟΕ=ΟΖ=ΟΘ. 

"Οθεν ή βάοις ΒΓ είναι έφαπτομένη 
είς τήν παρεγγεγραμμένην περιφέρειαν, 
δηλαδή ή περιβάλλουσα τής ΒΓ είναι 
τό τόξον ΕΘΖ. 

Παρατήρηοις. Τό τόξον ΕΘ’Ζ είναι ή περιβάλλουσα τής εύθείας 
Β'Γ' τοιαότης ώστε τό μήκος ΑΒ'-Ί-ΑΓ' — Β’Γ' νώ είναι σταθερόν 
καί Τσον πρός τήν περίμετρον τοΰ ΑΒΓ. 



Πρόβλημα 


124. Διά σταθερού σημείου Α λαμβανομένου έπί περιφέρειας κύ¬ 
κλου, φέρομεν δύο χορδάς ΑΒ, ΑΓ τών οποίων τό γινόμενον 1ε* νά είναι 
σταθερόν, ποία ή περιβάλλουσα τής βάσεως ΒΓ τοΰ 
τριγώνου ΒΑΓ ; 

Φέροντες τήν κάθετον ΑΔ, άναγνωρίζομεν 
δτι τό μήκος της είναι σταθερόν, διότι τό γινό¬ 
μενον τών δύο πλευρών ένός τριγώνου ΙσοΟται 
μέ τό ύψος τοΰ τριγώνου τούτου πολλαπλασια- 
σθέν έπί τήν διάμετρον τοΰ περιγεγραμμένου 
κύκλου 

Οθεν ΑΔ = -!γ—· 

2ρ 

ΟΟτω ή περιβάλλουσα τής ΒΓ είναι μία πε¬ 
ριφέρεια γραψομένη μέ κέντρον τό Α καί άκτϊνα — 

2 Ρ 

Παραίήρηοις. Ή περιβάλλουσα είναι ή αύτή, 6Γ δλας τάς περι- 
φερείας τάς διερχομένας διά τοΰ Α καί έχούσας άκτϊνα ρ. 



1Γ·' 


Πρόβλημα 

126. Γράφομεν δύο περίφερείας έφαπτομένας μεταξύ των καί έφα- 
πτομένας μιας εύθείας είς δόθέντα σημεία Α καί Β. Ποιος ό τόπος τοΟ 
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σημείου αφής Ο των περιφερειών μεταξύ των καί ποια ή περιβάλλουσα 
τής ευθεία; τών κέντρων ΜΝ ; 

Φέρομεν τήν κοινήν έφαπτομένην ΟΔ. Τά Ορθογώνια τρίγωνα 

ΔΑΜ, ΔΟΜ είναι Τσα μεταξύ 
των- τώ αυτό συμβαίνει καί διά τά 
τρίγωνα ΔΒΝ, ΔΟΝ ώρα 

ΔΑ—ΔΟ=ΔΒ. 

Ουτω ό τόπος τών σημείων 
άφής Ο είναι ή περιφέρεια ή 
γραφόμενη μέ διάμετρον τήν ΑΒ. 

'Η αύτή περιφέρεια είναι ή 
περιβάλλουσα τής εύθείας ΜΟΝ, 
διότι ή άκτίς ΔΟ είναι κάθετος έπί 
τήν έφαπτομένην ΜΝ. 

Πρόβλημα 

126. Ή πλευρά ΓΧ μιας ορθής γωνίας ΧΓΥ διέρχεται διά σταθε¬ 
ρού σημείου Ε, καθ’ δν χρόνον ή κορυφή Γ τής όρθής γωνίας ολισθαί¬ 
νει έπί μιας ευθείας ΑΓ, ποία είναι ή περιβάλλουσα τής πλευράς ΓΥ ; 

Προεκτεινοντες τήν ΕΓ κατά μήκος ΓΖ = ΕΓ παρατηροΰμεν 
ότι ό τόπος τών σημείων Ζ Θά είναι 
μία εϋθεϊα ΔΖ παράλληλος πρός τήν 
ΑΓ καί τοιαύτη ώστε ΑΔ=ΑΕ. 

Αλλά γνωρίζομεν ότι πάσα κάθε¬ 
τος ΓΥ, ήΥμένη είς τό μέσον τής ΕΖ 
είναι έφαπτομένη εις τήν παραβολήν, 
ή όποια Ιχει τό Ε δΓ έστίαν καί τήν 
ΔΖ ώς διευθετούσαν, άρα ή περιβάλ- 
λοναα χης ΓΥ ιΐναι παραβολή ίχονοα τό Ε 
ώς Ιαιίαν χαί τήν ΑΓ ώς ίφα/χχορένην τις 
Γην κορυφήν. 

ΓΤαραιήρηοις. Δυνάμεθα ταχύτερου νά 
φθάσωμεν εις τό συμπέρασμα, διότι 
άρκεϊ νά ένθυμηθώμεν δτι ό τόπος τών 
προβολών τής έστίας μιας παραβολής, 
έπί τών έφαπτομένων τής καμπύλης 
ταύτης, είναι ή έφαπτομένη είς τήν κο¬ 
ρυφήν. Αλλά έάν τά θεωρήματα τά 
σχετικά μέ τήν διευθετούσαν καί τήν έφαπτομένην είς τήν κορυ¬ 
φήν. δέν είναι γνωστά, ή Στοιχειώδης Γεωμετρία δέν μάς όδη- 
γεί είς τήν γνώσιν τής περιβαλλούσης καμπύλης. 

Πρόβλημα 

127. Ή πλευρά ΓΕ μιας όρθής γωνίας ΕΓΤ διέρχεται διά σταθε¬ 
ρού σημείου Ε' ποια είναι ή περιβάλλουσα τής άλλης πλευράς ΓΤ, 
όταν ή κορυφή Γ Ολισθαίνει έπί μιάς δοθείσης περιφερείας ΑΓΑ’; 

"Οταν ή Ε εΰρίσκεται έντός τού κύκλου, ή περιβάλλουσα τής 
ΓΤ είναι μία ϊλλειψις ϊχουσα τήν ΑΑ ώς μέγαν άξονα καί τά 
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Ε ώς έστίαν· διότι ό τόπος τής προβολής Γ τής έοτίας Ε έπί τών 
έφαπτομένων τής έλλείψεως είναι ό πρωτεύων κύκλος, δηλαδή ό 
γραφόμενος μέ διάμετρον τήν ΑΑ . 

"Οταν τό σημεΐον Ε εύρίσκεται 
έκτός τοΟ κύκλου, ή περιβάλλουσα 
τής ΓΤ είναι μία ύπερβολή Εχουσα 
τήν ΑΑ', ώς διατέμνοντα άξονα καί 
τό σημεΐον Ε είς μίαν τών έστιών 

Πρόβλημα 

128. Ποια είναι ή περιβάλλουσα 
μιας ευθείας ΑΓ, ήτις διαιρεί δυο δο- 
θείαας, θέσει καί μεγέθει, εύθείας ΔΜ, 

ΔΝ, είς μέρη αντίστροφος ανάλογα ; 

ΑΜ 

Εχομεν 



**· Ν 


ΑΔ 


ΓΔ 

ΓΝ 


Ή περιβάλλουσα είναι μία παραβολή, διότι κατά γνωστόν Θεώ¬ 
ρημα ή παραβολή ή έφαπττομένη είς δύο δοθείσας εύθείας εις τά 
σημεία Μ καί Ν, Εφάπτεται πάσης ευθείας 
ΑΓ ήτις διαιρεί τάς πλευράς ΔΜ, ΔΝ είς 
μέρη άντιστρόφως Ανάλογα. 


Πρόβλημα 

129. Τέμνομεν τάς πλευράς μιας ορθής γω 
νιας ΧΟΥ υπό μιας ευθείας ΔΕ, ούτως ώστε τό 
τρίγωνον ΔΟΕ νά έχη σταθερόν Εμβαδόν. Ποια 
είναι ή περιβάλλουσα τής πλευράς ΔΕ ; 

ΟΔ.ΟΕ 

Εστω —= 


= α’ 


Έκ τοΟ σημείου Μ μέσου τής ΔΕ. 
μεν τάς καθέτους ΜΝ, ΜΡ, Εχομεν : 

ΜΝ.ΜΡ=-’-.5± έ ΟΕ 


φέρο- 



Τό γινόμενον άρα ΜΝ.ΜΡ τών συντεταγμένων τοΰ μέσου Μ 
είναι σταθερόν, ό τόπος συνεπώς 
τοΟ Μ είναι μία Ισοσκελής ύπερ¬ 
βολή Εχουσα τάς ΟΧ, ΟΥ ώς άοσμ¬ 
α 2 

πτώτους και τό — ώς δυναμιν. 


Γνωρίζομεν έξ άλλου, δτι τό 
τμήμα τής Εφαπτομένης είς τήν 
υπερβολήν, τό περιοριζόμενον με¬ 
ταξύ τών άσυμπτώτων αυτής, διαι¬ 
ρείται είς δύο Τσα μέρη ύπό χοϋ ση¬ 
μείου άφής, συνεπώς ή ΔΕ είναι 
Εφαπτομένη είς Μ τής ύπερβολής 
καί έπομένως ή περιβάλλουσα τής 
ΔΕ είναι ή υπερβολή, τόπος τών σημείων Μ. 


Ύ 

! 

V 

νΐ 

1Γ 

-V 

Δ» 


Ίϊ 

Γλγ^ 


Γ' Γ 


X X 


Σι. Τ· 
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Παρατήρηοις. Οίασδήποτε οΟσης τής γωνίας ΧΟΥ, ή περιβάλ- 
λουοα τής βάσεως ΔΕ Ενός τριγώνου μέ σταθερόν Εμβαδόν είναι 
μία όπερβολή, Εχουσα τάς ΟΧ, ΟΥ ώς άσυμπτώτους. 

Πρόβλημα 

130. Τά νψη ενός τριγώνου ΑΒΓ, Εγγεγραμμένου είς κύκλον κέντρου 
Ο, τέμνονται είς τό οημεΐον Η. Τά οημεϊον τούτο, δύναται νά θεαιρηθϋ 
ώς οημεϊον τομής υψών, μιας απειρίας εγγεγραμμένων είς τάν αύτόν 
κύκλον τριγώνων ποία είναι ή περιβάλλουσα των πλευρών τών τριγώ- 
νων τούτων; 

1) Προεκτεΐνοντες Εκαστον Οψος μέχρι τής περιφέρειας, άνα- 
γνωρίζομεν ότι Εκάστη π\ευρά, π. χ. ή ΒΓ, είναι κάθετος είς τό 
μέσον Δ τής ΗΛ, διότι ή γων. ΓΒΛ=ΓΑΛ, άλλά ή γων. ΓΑΔ= 
ΓΒΕ, άρα ΔΗ=ΔΛ κλπ. 

•Ομοίως, ΗΕ=ΕΜ καί ΗΖ=ΖΝ. 

2) Υπάρχει μία άπειρία τριγώνων έγγεγραμμένων είς τόν κύ¬ 
κλον καί έχόντων τό Η ώς όρθόκεντρον. 
Πράγματι,άς δεχθώμεν ότι μάς δίδονται μό¬ 
νον ό κύκλος καί τό οημεϊον Η. θά δείξω- 
μεν Οτι είς πάσαν χορδήν άγομένην έκ 
τοϋ Η, άντιστοιχεϊ Εν τρίγωνον Εχον τό Η 
ώς όρθόκεντρον. Πρός τοότο φέρομεν μίαν 
τυχοϋσαν χορδήν ΒΗΜ καί ΰψοΟμεν μίαν 
κάθετον ΑΓ είς τό μέσον τής ΗΜ, τά τρία 
Οψη τοΰ ΑΒΓ θά τέμνωνται είς τό σημεΐον 
Η, διότι ΕΗ=ΕΜ, άρα... 

3) Κατά γνωστήν Ιδιότητα τού διευθϋ- 
νοντος '· κύκλου, αίπλευραίΑΓ (κάθετος 
είς τό μέσον τής ΗΜ), ΑΒ (κάθετος είς 
τό μέσον τής ΗΛ), κλπ;, Εφάπτονται μιας 
Εστίας τά σημεία Ο καί Η καί ώς διευθύ- 
νοντα κύκλον τόν Ο, άρα ή περιβάλλουσα τών πλευρών είναι μία 
Ελλειψις. 

Παρατήρησα. "Οταν τό όρθόκεντρον εύρίσκεται έκτός τοΟ κύ¬ 
κλου, ή περιβάλλουσα είναι μία ύπερβολη. 

131. Περιβάλλουσα μιας μεταβλητής καμπύλης. Ή περιβάλλουσα μιας 
καμπύλης ήτις μεταβάλλεται κατά δεδομένον νόμον, είναι μία 
δευτέρα καμπύλη, Εφαπτομένη τής πρώτης είς όλας τάς θέσεις 
τάς όποίας αΰτη καταλαμβάνει. 

Παράδειγμα. Ή περιβάλλουσα ένός κύκλου σταθερός άχτϊνος, τοΰ 
όποιου τό κέντρον γράφει δοθεϊσαν περιφέρειαν, είναι τό ζεύγος δύο 
περιφερειών συγκεντρικών πρός τήν περιφέρειαν, τήν όποιαν γράφει τό 
κέντρον τοΰ κινητού κύκλου. 

Έάν ρ Λ άκτίς τής σταθερός περιφέρειας καί σ ή άκτής τής 
κινητής, ή άκτίς τής μιάς περιβαλλούσης είναι ρ-(-σ τής δέ άλ¬ 
λης ρ-σ. 



έλλείψεως έχούσης ώς 


18. ίημ. μεχ. Διευθύνων κύκλος μιας έλλείψεως καλείται 6 κύκλος 
μέ κέντρον μίαν τών εστιών της καί 4κτ1να ϊσην πρός τόν μεγάλον άξονα. 
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Πρόβλημα 


182 . Ποία είναι ή περιβάλλουσα ιών κύκλων, τών όποιων τά κέν¬ 
τρα ευρίσκονται έπί μιας παραβολής καί οΐ όχοίοι έφάπτονται μιας 
χορδής καθέτου έπί τόν με γάλον άξονα τής παραβολής; 

*Η παραβολή είναι ό τόπος τών σημείων τών όποΙων τό άθροι¬ 
σμα ή ή διάφορό τών άποστάσεων από 
της ΙστΙας Ε καί άπό τής εύθείας ΒΓ είναι 
οταθερών (άριθ. 7ο). 

'Όθεν ΕΜ+ΜΝ=ΕΛ=ΕΑ+ΑΖ=ΕΔ. 

•Ομοίως ΕΜ'-Μ'Ν'=ΕΛ'=ΕΔ. 

Οϋτω ή περιβάλλουσα είναι ή περιφέ¬ 
ρεια ΔΛΛ', ή γραφομένη μέ κέντρον τήν 
έστίαν Ε καί άκτΐνα τήν ΕΔ=ΕΑ-|-ΑΖ. 

Παρατήρηοίς. Ή καμπύλη (περιβάλλουσα) 
διέρχεται διά τών Β καί Γ. 

Πρόβλημα 

133. Ποία είναι ή περιβάλλουσα τών κύ- 
κλιύν, τών όποίων τά κέντρα εύρίσχονται έπί 
μιας έλλείψεως καί οί όποιοι εφάπτονται μιας 
περιφερείας γραφο|ΐένης μέ κέντρον μίαν τών έστιών. 

Έστω ΜΝ τυχόν κύκλος, γράφόμεν τόν διευθύνοντα κύκλον 
κέντρου Ε'. 

Διά κάθε κέντρον Μ, λαμβανόμενον έπί τής έλλείψεως, ή πε¬ 
ριφέρεια ήτις διέρχεται διά τής 
έστίας, έφάπτεται τοΰ διευθύνον- 
τος κύκλου είς τό Ο. 

Ή περιβάλλουσα άρα τών κύ¬ 
κλων τών γραφομένων μέ κέν- 
Μ καί έφαπτομένων είς τόν 



τρον 


όαόκεντρος τοΟ διευθύνοντος κύ¬ 
κλου, ή άκτίς τής περιβαλλούσης 
ταύτης είναι ή Ε'Ν. 

ΑΙ περιφέρειαι είς τάς όποίας 
ό κύκλος Ε έφάπτεται έσωτερι- 
κώς. Εχουν ώς περιβάλλουσαν τόν 
κύκλον μέ άκτΐνα Ε'Ν'. 



Προβλήματα 

134. Νά κατασκευαστή τρίγωνον, τοΰ όποιου δίδονται ή περίμετρος, 
μία γωνία καί τό ύψος τό άγόμενον έκ τής κορυφής τής γωνίας ταύτης. 

Κατασκευάζομεν μίαν γωνίαν Α Τσην πρός τήν δοθεϊσαν, προο- 
διορίζομεν τήν περιβάλλουσαν τής βάσεως τοΰ τριγώνου σταθε¬ 
ρός περιμέτρου 2ρ (άριθ. 124). Πρός τοΰτο λαμβάνομεν ΑΔ= 
ΑΕ—ρ, ύψοΟμεν τάς καθέτους ΔΟ, ΕΟ καί γράφόμεν τόν πα- 
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ρεγγεγραμμένον κύκλον είς τό ζητούμενον τρίγωνον. Μέ κέντρον 
Α καί άκτινα τό ΰψος υ γράφομεν περιφέρειαν, κατόπιν άγομεν 
μίαν κοινήν έφαπτομένην είς τάς δύο περιφε- 
λ ρείας Α καί Ο τέμνουοαν τάς πλευράς τής γω- 

Δ ν(ας είς Β καί Γ, τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζη- 

.·'/\ τοόμενον. 

'ν,.-Υ 134 α. Νά κατασκευαστή τρίγωνον, του όιτοίου 

Χ,Γ'-Ν,Λ δίδονται ή περίμετρος, μία γωνία καί ή άκτίς τον 
γ/' ^ Εγγεγραμμένου κύκλου. 

Α ^ Ός καί προηγουμένως (άριθ. 134) κατασκευά- 

/\ : \ ζομεν μίαν γωνίαν Α Τσην πρός τήν δοθεΐοαν, 

'''_προρδιορίζομεν τόν παρεγγεγραυμένον κύκλον 

ϊχ Μ κέντρου Ο, όσης εΓναι η περφάλλουσα τής βά- 

σεως, κατόπιν τόν έγγεγραμμένον κύκλον καί 


φέρομεν κοινήν έφαπταμένην ε(ς τούς δύο κύκλους. 



I I 1 


ΧΡΗΣΙΣ ΤΩΝ ΒΟΗΘΗΤΙΚΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 


$ 7. Βοη&η τιχαί πατασχεναί 

135. Ή προσφυγή εις βοηθητικά; κατασκευάς, εϊτε διά νά άπο- 
δείήωμεν Εν θεώρημα, είτε διά νά λύουμεν Εν πρόβλημα, είναι 
μάλλον Ενας τρόπος παρά μία μέθοδος, ή χρήσις τών βοηθητικών 
τούτων κατασκευών απαιτείται ύπά τών πλείστων πρός έξέτασιν 
θεμάτων. Τά ήδη έκτεθέντα θέματα, παρέσχον πλεΐστα παρα¬ 
δείγματα (άριθ. 46, 47, 51). 

Είναι άδύνατον νά ύποδείξωμεν κατά Ενα γενικόν τρόπον, τάς 
προσηκούσας κατασκευάς- άλλά ένίοτε μία μόνη γραμμή δίδει 
άπροσδοκήτους σχέσεις, έκ τών όποιων προκύπτει άπ’ εύθείας 
ή λύσις. 

Εις τά παραδείγματα τά όποια θά δόσωμεν, βοηθητικαί γραμ- 
μαΐ θά είναι άλλοτε μέν μία ή περισσότεραι εύθεΐαι, Αλλοτε 
δέ μία περιφέρεια. 

θεώρημα 

136. Αί απέναντι πλευραί ενός Εγγεγραμμένου τετράπλευρου, τού 
όποιου μία τών διαγώνιων είναι μία διάμετρος, προβάλλονται έπϊ τής 
άλλης διαγώνιου κατά Ισα τμήματα. 

"Εστω ΑΒΓΔ Εν έγγεγραμμένον τετρά- 
πλευρον, ΑΟΓ ή διάμετρος ΓΕ καί ΑΖ αΐ 
κάθετοι αί άγόμεναι έπϊ τήν διαγώνιον ΒΔ. 

Πρέπει νά δείξωμεν δτι ΒΕ=ΔΖ. 

Πράγματι, άν ψέρωμεν ώς βοηθητικήν 

γραμμήν τήν διάμετρον τήν παράλληλον πρός 
τήν ΒΔ, προεκτείνωμεν τήν ΓΕ καί ψέρωμεν 
τήν κάθετον ΟΗ, προκύπτουν δύο τρίγωνα 

Λρθογώνια ίοα : τά ΟΑΝ καί ΟΓΜ, 
ουνεπώς ΟΜ-=ΟΝ 

οδ ΒΕ=ΖΔ καί ΒΖ=ΕΔ. 

Πρόβλημα 

137. Εις ποταμός, τού οποίου αί δχθβι είναι εύθύγραμμοι είς τό 
θεωρούμε νον τμήμα, διέρχεται μεταξύ δύο χωρίων ανία ως άπεχόντων 
ιών όχθών του. ΕΙς ποιαν θ-έσιν πρέπει νά κατασκευαστή μία γέφυρα 
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κά&ετος πρός ιόν ποταμόν, ΐνα ιά δύο χωρία εΰρισχονται εις Ιοας άπο- 
στάσεις από τάς αντιστοίχους είσόδους τής γέφυρας. 


Ύποθέσωμεν τό 



πρόβλημα λελυμένον καί Εστω ΜΝ ή θέσις 
τής γεψύρας καί ΑΜ=ΒΝ. 

Έάν φέρωμεν μίαν βοηθητικήν ευθείαν. 
ΒΓ, παράλληλον καί Τσην πρός τήν ΜΝ, άνα- 
γνωρίζομεν άμέσως δτι τό σημεΐον Μ προσ¬ 
διορίζεται ϋπό τής καθέτου ΔΜ τής άγομέ- 
νης εις τό μέσον τής ΑΓ· διότι τό όχημα 
ΒΓΜΝ είναι παραλληλόγραμμον καί Επομέ¬ 
νως ΒΝ=ΓΜ^=ΑΜ. 

Παρατήρηαις. Τό παράδειγμα τοΟτο καθώς 
καί πολλά άλλα, δϋναται νά άναφερθή εις 
τήν μέθοδον τής παραλλήλου μεταφοράς (άριθ. 194). 


Πρόβλημα 


138. Δίδονται δύο περιφέρειαι τεμνόμεναι αί Α καί Β, νά άχθή δι’ 
Ενός έκ τών σημείων τομής Ε μία τέμνουσα. ήτις νά διαιρείται ΰπό τοΟ 
# μ 

σημείου τούτου εις λογον -—· 


Διά νά λόσωμεν τό πρόβλημα τούτο δυνάμεθα νά άνατρέζω- 
μεν εις ήδη γνωστόν τόπον (άριθ. 65)· αλλά τό πρόβλημα Επιδέ¬ 
χεται μίαν ειδικήν λύσιν πολύ άπλήν, 
τήν όποιαν είναι χρήσιμον νά έζε- 
τάσωμεν. 

“Εστω τό πρόβλημα λελυμένον 
καί 

_ μ κ ΘΕ _ μ 



ΔΕ 


ΗΕ 


ένθα θ καί Η τά μέσα τών χορδών 
Έάν φέρωμεν διά τοΟ σημείου Ε 
μίαν κάθετον ΕΖ πρός τήν ΘΗ,τό τμή¬ 
μα ΑΒ διαιρείται εις δύο τμήματα Ε- 
χοντα λόγον Ισον πρός τόν δοθέντα λόγον. Πρέπει λοιπόν νά 6ι- 


αιρέσωμεν τό τμήμα ΑΒ διά σημείου Ζ εις λόγον νά ένώσω- 

μεν τό σημεΐον Ζ μέ τό Ε, κατόπιν εις τό σημεΐον Ε νά φέρωμεν 
τήν ΓΔ κάθετον έπί τήν ΕΖ. 


Πρόβλημα 

139. Αι' ενός έχ τών σημείων τομής δύο τεμνομένων περιφερειών, 
νά άχθή μία τέμνουσα εχουσα δοθέν μήκος 2λ. 

Ύποθέτοντες τό πρόβλημα λελυμένον, όδηγούμεθα εις τό νά 
θεωρήσωμεν. δπως καί προηγουμένως, τό ήμισυ ΘΗ τής τεμνοΰ- 
σης ΓΕΔ. 

Αρκεί νά θεωρήσωμεν μίαν βοηθητικήν εύθείαν ΒΖ παράλλη¬ 
λον πρός τήν Γ Δ, διά νά παρατηρήσωμεν δτι τό πρόβλημα άνά- 
γεται εις τήν κατασκευήν ένός όρθογωνίου τριγώνου ΑΖΒ, τοΟ 
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όποίου γνωρίζομεν τήν υποτείνουσαν ΑΒ καί τό μήκος λ, μι&ς 
τών πλευρών τής όρθής γωνίας. 

Άγόμεθα λοιπόν εις τήν έξης κατασκευήν: 

Έπί τής ΑΒ ώς διαμέτρου, γράφομεν μίαν ήμιπεριφέρειαν, μέ 
κέντρον τό σημεϊον Β καί άκτϊνα 
ΒΛ=λ γράφομεν τόξον ΛΖ, τέλος 
φέρόμβν τήν ευθείαν ΓΕΔ παράλλη¬ 
λον πρός τήν ΒΖ. 

ΙΙαραιήρησις. Τό δοθέν μήκος 2λ 
πρέπει νά είναι τό πολύ Ισον πρός 
2ΑΒ· όϋτω ή μεγίστη τέμνουσα είναι 
παράλληλος πρός τήν διάκεντρον. 

Πρόβλημα 

140. Δίδεται εύθεΐα ΔΖ σταθερά 
θέσει καί μεγέθει, καθώς έπίσης καί κύκλος σταθερός, ζητείται νά 
προσδιορισθή έπί τοΰ κύκλου σημεϊον Γ τοιοϋτον ώστε ή χορδή ΑΒ, ή 
όριζομένη έπί τοΰ κύκλου ΰπύ τών ΓΔ καί ΓΖ, νά είναι παράλληλος 
πρός τήν ΔΖ. 



λελυμένον καί έστω ή ΑΒ παράλ- 


ΎποΘέσωμεν τό πρόβλημα 
ληλος πρός τήν ΖΔ.Άρ- 
κεΐ νά προσδιορισθοΰν 
τά σημεία Α ή Β. 

Διά νά έξαρτήσωμεν 
τό άγνωστον σημεϊον Α 
άπό τά δεδομένα τοΰ 
προβλήματος. φέρομεν 
τήν έφαπτομένην ΑΕ. 

Αλλά τά τρίγωνα ΑΔΕ, 

ΖΔΓ είναι όμοια ώς I- 
χοντα μίαν γωνίαν Δ 
κοινήν καί τήν γωνίαν 
Α Ισην μέ τήν Ζ, διότι 
ή γωνία Α. ή ή κατά κο¬ 
ρυφήν της. Εχει ώς μέ- 
τρον τό ήμισυ τοΟ τόξου 
ΑΤΓ, τό αύτό δέ συμβαί¬ 
νει διά τήν γωνίανΒ,πρός 
τήν όποίαν είναι Ιση ή 
γωνία Ζ. 

Τά όμοια τρίγωνα 
δίδουν : 

ΔΕ _ ΔΑ 
ΔΓ - ΔΖ 

_ λ_ ΔΑ.ΔΓ 
4ξ οδ ΔΕ = £2 

Δέν γνωρίζομεν οδτε τό τμήμα ΔΑ οδτε τό ΔΓ, άλλά τό γινό¬ 
μενόν τους είναι γνωστόν, διότι άν φέρωμεν τήν έφαπτομένην 
ΔΤ. Εχομεν : ΔΑ . ΔΓ=ΔΤ·. 

λ λρ ΔΤ ’ 

άρα ΔΕ = -ΔΖ- 



I 1 
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Αρκεί λοιπόν νά κατασκευάσωμεν τήν ΔΕ ώς είς τό σχήμα 
φαίνεται. 

ΚαταβΜΐυή. Έπί τής ΔΖ γράφομεν μίαν ήμιπεριφέρειαν, μέ κέν- 
τρον τό Δ καί άκτϊνα ΔΤ γράφομεν περιφέρειαν τέμνουσαν τήν 
ήμιπεριφέρειαν είς τό Η, έκ τοΟ Η φέρομεν τήν ΗΕ κάθετον έπί 
τήν ΔΖ καί έκ τοΟ Ε τήν έφαπτομένην ΕΑ, κατόπιν δέ τάς ευθείας 
ΔΑΓ καί ΓΖ. Υπάρχουν προφανώς δύο λύσεις. 


θβώ^ημα 


141. "Οταν Εν παραλληλόγραμμον αμεταβλήτων διαστάσεων χινεϊται 
είς τό Επίπεδόν του, οδτως ώστε δύο έφεξής πλευράI ΑΒ, ΑΛ νά διέρ- 
χωνται άντιστοίχως διά δύο σταθερών σημείωνΜ καί Ν, ή διαγώνιος ΑΓ 
θά διέρχεται ωσαύτως διά σταθερού σημείου. 


Ή γωνία ΔΑΒ 



είναι σταθερά, συνεπώς ή κορυφή Α τοΟ πα¬ 
ραλληλογράμμου, θά κινείται έπί τόξου κύ¬ 
κλου δεχομένου γωνίαν Α καί διερχομένου 
διά τών Μ καί Ν. 

Ή θεώρησις τής περιφερείας ΜΑΝΟ μας 
όδηγεΐ ευκολώτατα είς τήν άπόδειξιν του 
θεωρήματος. 

Πράγματι, ή γωνία ΝΑΟ ή Δ'Α'Γ' είναι 
σταθερά ή πρώτη πλευρά Δ'Α' τής γωνίας 
διέρχεται διά τοΟ σημείου Ν, ή δευτέρα άρα 
πλευρά Α'Γ' θά διέρχεται διά σταθεροϋ ση¬ 
μείου Ο. 


Τύπος 

142. ΠοΙος είναι ό τόπος τών σημείων Μ τών τοιούτων ώστε η 
εύθεϊα ΑΒ, ήτις Ενώνει τούς πόδας τών καθέτων ΜΑ, ΜΒ τών αγόμε¬ 
νων Εκ του Μ Επί δύο σταθερός ευθείας ΟΧ, ΟΥ, έχει εν μήκος στα¬ 
θερόν λ; 

"Εστω Μ τυχόν σημεΐον τοΟ τόπου, ΜΑ κάθετος έπί τήν ΟΧ, 
ΜΒ κάθετος Επί τήν ΟΥ καί ΑΒ=λ. 

Ή θεώρησις του κύκλου τοΟ περιγε- 
γραμμένουείς τό τετράπλευρον ΑΜΒΟ, 
του όποιου δύο άπέναντι γωνίαι είναι 
όρθαί, μάς όδηγεΐ άπ’ εύθείας είς τήν 
άπάντησιν. 

Πράγματι, άφοΟ αί γωνίαι Α καί Β 
είναι όρθαί, ό περιγεγραμμένος κύκλος 
Εχει ώς διάμετρον τήν ΟΜ. Αλλά ή 
ΑΒ Εχει σταθερόν μήκος, δ’υνάμεθα 
λοιπόν νά εϊπωμεν δτι τό τόξον ΑΟΒ 
είναι τό τόξον κύκλου τό γραφόμενον 
έπί τής ΑΒ καί δεχόμενον γωνίαν δο* 
θεΐσαν ΧΟΥ. Συνεπώς ή περιγεγραμμένη περιφέρεια άλλάσσει θέ- 
σιν, άλλά δέν άλλάσει μέγεθος, άρα ή διάμετρος ΟΜ Εχει στα¬ 
θερόν μήκος καί ό τόπος τοΰ Μ είναι περιφέρεια κύκλου κέντρου 
Ο καί άκτΐνος ΟΜ. 
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Τόπος 

143. Αί χορυφαί Α χαί Β ενός τριγώνου ΑΒΓ ολισθαίνουν άντι- 
οτοίχως επί δύο σταθερών ευθειών ΟΧ, ΟΥ, τών όποιων ή γωνία ΧΟΥ 
είναι παραπληρωματική τής γωνίας Γ' ποιος είναι ό τόπος ό γραφόμε¬ 
νος υπό τής τρίτης ταύτη; κορυφής Γ; 

Έοτω ή γωνία Γ παραπληρωματική τής γωνίας Ο. 

"Οπως καί προηγουμένως, ή Θεώρησις τοΰ περιγεγραμμένου κύ¬ 
κλου μάς φέρει ευκόλως είς τήν άναγνώρισιν 
τοΟ τόπου. 

Πράγματι οίαδήποτε καί άν είναι ή θέσις 
τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, ό περιγεγραμμένος κύ¬ 
κλος διέρχεται διά τοΟ Ο, διότι τό τετρά¬ 
πλευρου ΑΟΒΓ είναι έγγράψιμον καί έπομέ- 
νως ή γωνία ΒΟΓ [σοΟται μέ τήν Α, βρα ή 
γωνία ΒΟΓ είναι σταθερά, τό σημεΐον Γ 
οΐαδήποτε καί άν είναι ή Θέσις τοΟ τριγώνου 
ΑΒΓ Θά εΰρίσκεται έπί τής εύθείας ΖΟΖ', 
σχηματιζούσης μετά τής ΟΥ γωνίαν, ΐσην 
μέ τήν γωνίαν Α. 

Παρατήρηοις. Διά νά έχωμεν τάς άκραίας θέσεις τής κορυφής 
Γ, πρέπει νά λάβωμεν έπί τών ΟΖ καί ΟΖ’ μήκη ίσα πρός τήν 
διάμετρον ΟΔ τοΰ περιγεγραμμένου κύκλου. 

Τόπος 

144. Αί χορυφαί Α χαί Β ενός τριγώνου ΑΒΜ ολισθαίνουν αντι¬ 
στοιχίας έπί δύο σταθερών εύθειών ΟΧ, ΟΥ. Ποιος είναι ό τόπος ό 
γραφόμενος υπό τής τρίτης κορυφής ; 

Τό προηγούμενου πρόβλημα μας όδηγεΐ είς τό νά προσδιορί- 
σωμεν σημεία, άνήκοντα είς τό κινού¬ 
μενου τρίγωνον, τών όποιων ό τόπος 
νά είναι μία εύθεϊα διερχομένη διά 
τοΰ Ο. 

ΟΟτω όλα τά σημεία τοΰ τριγώνου 
τά κείμενα έπί τοΰ τόξου ΕΔΖ κινούν- 
ται επί εύθειών διά τοΟ Ο, δταν τό 
τρίγωνον μετακινείται. Διότι πάν ση- 
μεϊον π. χ. τό Δ σχηματίζει γωνίαν 
ΑΔΒ παραπληρωματικήν τής γων. ΑΟΒ. 

Τά σημεία τοΰ τόξου ΑΟΒ. κινούν¬ 
ται όμοίως έπί εύθειών, διότι 

γων. ΑΓΒ—γων. ΑΟΒ. 

Φέρομεν τήν διάμετρον ΓΜ τήν διερ- Σι *ι 

χομένην διά τής κορυφής Μ καί έστω 

Δ τό σημεΐον τομής μετά τοΰ τόξου ΕΖ. Ή εύθεϊα ΓΔΜ παρα¬ 
μένει άναλλοιώτως προσδεδεμένη εις τό τρίγωνον ΑΒΜ. 

Πράγματι, τό τόξον ΑΔΒ, δεχόμενου γωνίαν παραπληρωματικήν 
τής γωνίας ΧΟΥ, Ιχει μίαν άκτΐνα σταθεράν καί μίαν θέσιν άμε 
τάβλητον έν σχέσει πρός τό δοθέν τρίγωνον. Τέμνει τούτο τη 
ΜΒ εις ώρισμένον σημείου Ε τοιοΰτον ώστε τό τμήμα ΒΕ νά Ιχει 
μήκος άμετάβλητον. Τό κέντρου τού κύκλου ΑΟΕΪΔ παραμένει εις 

Γ ιωμιιμα 5 
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μίαν άπόστασιν Αμετάβλητον άπό τής βάσεως ΑΒ, ή διάμετρος 
άθεν ΜΔΘΓ θά Εχη μίαν θέσιν ώρισμένην καί θά διέρχεται διά 
σταθεροΟ σημείου Η τής βάσεως ΑΒ, συνεπώς ή ευθεία ΜΔΘΓ 
συμμετέχει είς τήν κίνησιν τοΟ τριγώνου ΑΒΜ καί τό έγγράψιμον 
τετράπλευρον ΑΓΒΔ κινείται έν τφ έπιπέδω, χωρίς νά άλλάση 
σχήμα καί μέγεθος. 

Αλλά ή γωνία ΔΟΓ είναι δρθή, άρα τά άκρα Γ καί Δ τής 
εύθείας ΓΔ όλισθαίνουν έπί δύο σταθερών όρθογωνίως τεμνομέ- 
νων εύθειών ΟΧ', ΟΥ", κατά συνέπειαν πάν σημείον Μ τής ευ¬ 
θείας ταϋτης γράφει μίαν Ελλειψιν. 

Παρατήρησις. Τό Ο είναι τό κέντρον τής καμπύλης, οί δέ άξο¬ 
νες Εχουν τάς διευθύνσεις τών ΟΧί καί ΟΥ’. Τά μήκη ΜΓ, ΜΔ 
είναι τά μήκη τών ήμιαξόνων. 

$ II. Σχήματα συμμετρικά 


145. Ή χρήσις τών συμμετρικών σχημάτων συνιστά τήν μέθοδον 
διά διπλασιασμού ή δι’ αναστροφής. 

Είς ώρισμένας περιπτώσεις, προσδιορίζομεν, έν σχέσει πρός 
δεδομένον άξονα, τό συμμετρικόν σημείον Ενός δοθέντος σημείου, 
εις άλλας περιστάσεις, άντικαθιστώμεν μίαν εύθεΐαν γραμμήν ή 
μίαν καμπύλην διά τής συμμετρικής των γραμμής. 

ΕύρΙσκομεν μίαν Εφαρμογήν τής μεθόδου ταύτης είς τήν λύσιν 
τοΟ προβλήματος τού Ελάχιστου τεθλασμένου δρόμου, ώς και είς 
τό έξης.: 

Νά δειχθή δτι δύναται νά περιγραφή, είς κάθε κανονικόν πο¬ 
λύγωνον, μία περιφέρεια. 

θεώρημα 

146. Είς ισοσκελές τρίγωνον, 
τό άθροισμα τών αποστάσεων 
τοΰ τυχόντος σημείου της βάσεως 
άπό τάς δύο άλλας πλευράς είναι 
σταθερόν, καί ή διαφορά τών 
αποστάσεων τοΰ τυχόντος σημείου 
τής προεχτάσεως τής βάσεως 
είναι επίσης σταθερά. 

θεωροΟντες τό συμμετρι¬ 
κόν σχήμα, λόγιο τής ίσότητος 
τών γωνιών είς τό Μ. ή ΜΕ' 
συμμετρική τής ΜΕ κεϊται 
έπί τής προεκτάσεως τής ΔΜ. 
άρα ΜΕ + ΜΔ = ΜΕ'+ΜΔ 
ΔΕ'=,ΓΘ, ποσότης σταθερά. 
Όμοίως ΝΛ', συμμετρική 
τής ΝΛ κεϊται έπί τής προεκτάσεως τής ΝΗ. άρα ΝΗ — ΝΛ 
—ΝΗ — ΝΛ' ΛΉ Γθ, ποσότης σταθερά. 

14. Σημ. μ ε τ. Αϊ εύθεΐαι ΟΧ' καί ΟΓ' είναι αταθεραί, διότι ή γω¬ 
νία ΧΟΓ ίσοϋται μέ τήν ΑΒΔ ήτις γωνία είναι σταθερά, καθόσον τό ση- 
μεΐον Δ είναι σταθερόν έπί τού τριγώνου ΑΒΜ. 


Α 



Λ 

Σχ ·» 
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Πρόβλημα 

147. Έπί δοθείσης ευθείας χγ. να προσδιορισθή σημεΐον Γ, τοιοϋ- 
ιον ώστε αί άγομε ναι έξ αύτοϋ έφαπτό- 
μεναι είς δύο βοθείσας περίφερε (ας Α 
καί Β, νά σχηματίζουν Ισας γωνίας μετά 
τής χν. 

Κατασκευάζομεν περιφέρειαν Β' 
συμμετρικήν τής Β ώς πρός τήν χγ· φέ- 
ρομεν κοινήν έφαπτομένην είς τάς πε-Χ 
ρίφερείας Α καί Β'. 

Τό σημεϊον Γ είναι τό ζητούμενον 
σημεΐον. 

Υπάρχουν γενικώς τέοσαρες λύ¬ 
σεις. Διότι υπάρχουν τέσσαρες κοιναί Ιι 19. 

έφαπτόμεναι. 

Πρόβλημα 

147 α. Έπί ευθείας ΟΥ νά προσδιορισθή σημεΐον Μ. τοιοΰτον 
ώστε τό άθροισμα των αποστάσεων 
ΜΑ+ΜΒ τοϋ σημείου αύτοϋ άπό 
σημεΐον δοθέν Α καί άπό δοθείσης 
ευθείας ΟΧ νά είναι τό ελάχιατον. 

Φέρομεν τήν εύθείαν ΟΧ' συμ¬ 
μετρικήν τής ΟΧ ώς πρός τήν Ο Υ, 
καί έκ τού Α φέρομεν τήν ΑΜΒ’, 
κάθετον έπί τήν ΟΧ'. 

θά Εχωμεν ; 

μα+μβ<να+νγ 

άρα .... 




Πρόβλημα 

148. Είς δοθέν τρίγωνον, νά 
προσδιορισθή ή συμμετρική ευθεία 
μιας διαμέσου ώς πρός τήν διχοτό¬ 
μον, ήτις άγεται έκ τής αυτής κο¬ 
ρυφής. Νά δειχθή ότι αί αποστά¬ 
σεις έκαστου των σημείων της άπό 
τάς δύο πλευράς είναι ανάλογοι 
των πλευρών τούτων. 

1) ’Αρκεϊ νά λάβωμεν Γ Α' = Γ Α, 
ΓΒ'.^ΓΒ καί νά φέρωμεν τήν διά¬ 
μεσον ΓΜ' τοϋ τριγώνου ΑΤΒ'. 

2) ΑΙ Αποστάσεις τυχόντος ση¬ 
μείου μιας διαμέσου άπό τάς 
πλευράς αί όποϊαι άγονται έκ 
τής αυτής κορυφής είναι άντι- 
στρόφως Ανάλογοι πρός τάς πλευ¬ 
ράς (βλ. κατωτέρω άριθ. 163). 
Άρα Εχομεν : 

ΜΡ_ ΓΑ' 

ΜίΤ ΓΒ' 


Γ 



ϊ*. » 


ΜΡ _ ΓΑ 
ΜΖ ~ ΓΒ 
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Πα^ατήρηοις. Ή Ευθεία ΓΣ συμμετρική τής ΓΜ, ώς πρός τήν 
διχοτόμον ΓΙ. καλείται συνδιάμμεσος (εγπιέάΐεηε). 

θεώρημα τον Εαα 

149. Ο ίαο δήποτε ο Οσης τής βάσεως ΑΒ τού σφαιρικού τριγώνου 
ΑΓΒ, ό τόπος τής τρίτης κορυφής Γ είναι μέγιστος κύκλος, όταν τό 
άθροισμα τών παραπλεύρων τόξων είναι μία ημιπεριφέρεια. 

Έστω τοξ. ΑΓ+τοξ. ΒΓ=πρ. 

Επειδή τό άθροισμα τών τόξων είναι μία ήμιπεριφέρεια, άγό- 
μεθα είς τό νό θεωρήοωμεν ϊν σχήμα 
διπλάσιαν τοΟ δοθέντος. Πρός τοίιτοις, 
προσδιορίζομεν τά συμμετρικά σημεία 
τών Α καί Β, ώς πρός τήν παράλλη¬ 
λον διάμετρον πρός τήν χορδήν ΑΒ, ή 
καλύτερον φέρομεν τάς διαμέτρους 
ΑΟΑ', ΒΟΒ'. 

Έχομεν τοξ. ΑΓ+τοξ. ΒΓ=πρ — 
τοξ. ΑΓ+τοξ. ΓΑ’ 
άρα τοξ. ΒΓ—τοξ. ΓΑ' 

Ουχω οίωνδήποτε βντων, τοΰ μήκους 
τής βάσεως ΑΒ καί τής θέσεως τών 
ήμικυκλίων ΑΓΑ", ΒΓΒ’, τό σφαιρικόν 
τρίγωνον ΒΓΑ' είναι ίοοσκελές, ή χορδή 
ΒΑ' είναι κάθετος έπί τήν χορδήν ΑΒ- άρα ή κορυφή Γ Ιχει γεω¬ 
μετρικόν τόπον τόν μέγιστον κύκλον ΔΓΔ', τοΟ όποιου τό έπίπε- 
δον είναι κάθετον είς τήν διάμετρον ΕΕ' ή όποια διέρχεται διά 
τοΰ μέσου τής βάσεως ΑΒ. 

149 α. Παρατήρηοις. ΕΙς τήν μέθοδον τοϋ διπλασιασμού, δυνά- 
μεθα νά ύπαγάγωμεν καί τήν μέθοδον ή όποια συνίσταται είς τήν 
κατάλληλον τοποθέτησιν τών μερών ένός σχήματος, είς τρόπον 
ώστε νά άναγάγωμεν τό προτιθέμενον πρόβλημα είς ϊνα ήδη 
γνωστόν. Ίδοϋ δύο παραδείγματα. 



βρα 


θεώρημα 

150. Όταν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίας άντιοτοίχως ϊαας καί δύο 
γωνίας παραπληρωματικός, αί πλευραΐ αί κεί¬ 
μενοι απέναντι τών ίσων γωνιών είναι ανά¬ 
λογοι πρός τά; πλευράς τάς χειμένας απέ¬ 
ναντι τών παραπληρωματικών. 

Τοποθετοΰμεν τά δύο τρίγωνα ΑΒΓ 
καί ΑΔΕ, είς τρόπον ώστε αί Τσάι γωνίαι 
νά είναι προσκείμενοι καί ή κοινή πλευρά 
νά πρόοκειται είς τάς παραπληρωματικός 
γωνίας Β καί Δ. Ή τοιαύτη τοποθέτησις 
τοΟ σχήματος μάς ύπενθυμίζει τό θεώρημα 
τής διχοτόμου. 

ΑΓ _ ΑΖ 
ΓΒ ~ ΒΖ ' 

ΑΕ , ΑΓ ΒΓ 

η 



Έχομεν : 


ΔΕ ’ 


ΑΕ 


ΔΕ 
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ΠφόβΙημα τον 8(ιιγπ ι 


151. Νά κατασκευαστή έγγραψιμον βίς κύκλον τειράπλευρον, του 
οποίου γνωρίζομε* τάς τέσσαρας πλευράς. 

Ύποθέτομεν χό πρόβλημα λελυμένον καί Ιστωσαν α, β, γ, δ, 
αί χέσσαρες δοθεΐσαι πλευραί. 

Ή χαρακτηριστική ίδιότης τοΰ 
έγγραψίμου τετράπλευρου νά Μχη 
τάς άπέναντι γωνίας παραπλη¬ 
ρωματικός καί ή μελέτη τής προ- 
ηγηθείσης άσκήσεως (άριθ. 150), 
μάς όδηγοΰν εις τό νά φέρωμεν 
τό τρίγωνον ΒΓΔ εις τήν θέσιν 
ΒΕΖ καί νά άνακαλύψωμεν μερι¬ 
κός άπλάς σχέσεις μεταξΟ τών 
δοθεισών γραμμών. Ή ΕΖ είναι 
παράλληλος πρός τήν ΔΑ καί τό I*·®· 

πρόβλημα θά ήτο λελυμένον, έάν 
ήδυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν τό τρίγωνον ΔΒΚ. 

Αλλά τά δμοια τρίγωνα ΑΒΚ καί ΕΒΖ ή ΓΒΔ δίδουν : 

ΑΚ _ ΑΒ ,. ΑΚ α 
ΓΔ ~ ΓΒ · η γ ~ β 



έξ ου 


ΑΚ —ϊ-· 


Ουτω ή ΔΚ είναι γνωστή. 

Δυνάμεθα νά προσδιορίσωμεν έπίσης τόν λόγον τών πλευρών 
ΒΔ καί ΒΚ. 


Πράγματι, 


ΒΔ _ ΒΕ _ _β 
ΒΚ — ΒΑ α 


"Αρα, έν σχέσει πρός τά σημεία Δ καί Κ, τών όποιων ή άπό- 
στασις ΔΚ είναι γνωστή, πρέπει νά γράψωμεν τόν τόπον τών ση- 
μεΐων Β τοιούτων ώστε ό λόγος τών άποστάσεων άπό τά Δ καί 

α 

Κ νά [σοΟται πρός —· κατόπιν μέ κέντρον τό σημεΐον Α κα ι 
α 

άκτϊνα μήκους α, τέμνομεν τόν τόπον καί εύρίσκομεν οΟτω, τό ση¬ 
μεΐον Β. 

Τέλος περιγράφομεν μίαν περιφέρειαν εις τό τρίγωνον ΑΒΔ, 
καί λαμβάνομεν χορδήν ΒΓ Τσην πρός β. Ή χορδή ΓΔ θά (σοΰται 
πρός τό δοθέν μήκος γ. 


$ III. ΣύνΦεσις καί Λποσύν&εοις οχημάτων 

152. ΣννΦτσις οχημάτων. Ή μέθοδος της συνθέσεως συνίστατα 
είς τήν συμπλήρωσιν ένός δοθέντος σχήματος, 6Γ άλλων σχημά¬ 
των, οΟτως ώστε νά άποτελεσθή έν ήδη γνωστόν σχήμα. 

Παραδτίγμαια. Πρός εϋρεσιν τοΟ ίμβαδοϋ ένός τριγώνου, θεω- 
ροΟμεν τό παραλληλόγραμμον, τοΰ οποίου τό πρώτον σχήμα εΤναι 
τό ημισυ. 
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Πρός ϋρεοιν τού όγκου ενός τριγωνικού πρίσματος, θεωροΰ- 
μεν τό παραλληλεπίπεδον διπλάσιου δγκου. 

Πρός εΰρεσιν τού δγκου τριγωνικής πυραμίδος, όποδεικνΰομεν 
ότι ή πυραμϊς αΟτη είναι τό τρίτον τοΰ πρίσματος μέ τήν αύτήν 
βάσιν καί τό αύτό ΰψος. 

163 1 Άτζοσντ&βσις οχημάτων. Ή μέθοδος τής άποουνθέσεως, 
συνίσταται είς τόν διαχωρισμόν τοΰ πρός μελέτην σχήματος. ε(ς 
πολλά γνωστά σχήματα. 

Παραδείγματα. Πρός εϋρεσιν τού άθροίγματος τών γωνιών ένός 
πολυγώνου, χωρίζομεν αυτό είς τρίγωνα. 

Κατά τόν Τδιον τρόπον εϋρίσκομεν τό έμβαδόν ένός πολυγώνου. 

Πρός προσδιορισμόν τοΰ όγκου μιας κολούρου τριγωνικής πυ¬ 
ραμίδος ή ένός κολούρου πρίσματος, χωρίζομεν τό κόλουρον 
σχήμα, είς τρία τετράεδρα. 

Είς τήν μέΰοδο» τής ηροα&έαεως. ή πρός μελέτην έπιφάνεια χω¬ 
ρίζεται είς όρθογώνια καί τό πρός μέτρησιν στερεόν χωρίζεται 
είς πρίσματα. 

164. Συμπεράσματα. Διά τής συνθέσεως ή τής άποουνθέσεως. 
τό δοθέν σχήμα θεωρείται ώς έάν ήτο ή διαφορά ή τό άθροισμα 
πολλών γνωστών σχημάτων. 


θεώρημα 

166. Έάν δύο εΰθεΐαι ΑΓ καί ΒΔ δοθέντων μηκών, τέμνοντοι υπό 
σταθερόν γωνίαν, ιό τετράπλευρου ΑΒΓΔ, χό σχηματιζόμενον έκ χών 
ευθειών αΐχινες ενώνουν άνά δύο τά περσία 
αυτών, έχει έπιφάνειαν σταθερόν. 

Δυνάμεθα νά δώσωμεν πολλός στοιχειώ¬ 
δεις Αποδείξεις αύτοΰ τού θεωρήματος, άλλά 
ή άπλουστέρα άναφέρεται είς τήν μέθοδον 
τής ουνάεσεως 

Διά τών κορυφών Α καί Γ φέρομεν πα¬ 
ραλλήλους πρός τήν διαγώνιου ΒΔ καί διά 
τών κορυφών Β καί Δ παραλλήλους πρός 
τήν ΑΓ. 

Τό οϋτω σχηματισθέν παραλληλόγραμμον 
είναι σταθερόν, διότι ή γωνία Κ ή Ο δίδε¬ 
ται, έπίσης αί πλευραί ΚΖ, ΚΗ. Άλλά τό τετράπλευρου είναι τό 
ήμισυ τού παραλληλογράμμου, διότι τό τρίγωνον ΑΟΒ ίσοΟται πρός 
ΑΒΕ, κ.τ.λ. Άλλά τό τετράπλευρου έχει σταθερόν έπιφάνειαν. 

θεώρημα 

Ιδβ. Έάν τρεις ενθείαι δοθέντων μηκών ΑΒ, ΓΑ, ΕΖ τέμνονιαι 
είς χό αΰχό σημεΐον καί υπό σταθερός γωνίας, τό οκτάεδρον τό όποιον 
θά *χκ ώς κορυφάς τά πέρατα τών τριών αυτών ευθειών, έχει σταθε¬ 
ρόν όγκον. 

Πράγματι, τό τετράπλευρου ΓΕΔΖ, τό όποιον διαιρεί τό όκτάε- 
δρον είς δύο τετραγωνικός πυραμίδας, είναι τό ήμισυ τοΰ σταθε¬ 
ρού παραλληλογράμμου ΛΜΜΡ, τό όποιον σχηματίζεται όπως είς 
τό προηγούμενου θεώρημα. Άλλά φέροντες διά τών κορυφών Α 
καί Β έπίπεδα παράλληλα είς τό παραλληλόγραμμον ΛΜΝΡ, καί 
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φέροντες διά ΜΝ, ΝΡ κλπ. επίπεδα πλευρικά παράλληλα πρός 
τήν ΑΒ, σχηματίζομεν παραλληλεπίπεδον σταθερόν, διότι αί άκμαι 
αύτοΰ είναι Τσάι χαί παράλληλοι πρός τάς 
τρεις δοθείσας ευθείας ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, αϊτινες 
ίχουν δοθέντα μήκη καί σχηματίζουν δοθεί¬ 
σας γωνίας. 

Αλλά ή πυραμίς Α,ΓΔΕΖ είναι τό έ’κτον 
τοΰ παραλληλεπιπέδου του αύτοΰ ύψους καί 
διπλάσιάς βάσεως ΛΜΝΡ, διότι ό όγκος τής 
πυραμίδάς εύρίσκεται πολλαπλΛσιάζοντες 
τήν βάσιν ΓΕΔΖ έπΐ τό τρίτον τής καθέτου 
έπΐ τήν βάσιν έκ τοΰ σημείου Α. "Ομοίως ή 
πυραμίς Β,ΓΔΕΖ είναι τό Ικτον τοΰ άντι- 
στοίχου παραλληλεπιπέδου· άρα τό οκτάεδρον 
εχίΐ οια&ιρόν όγκον διότι ό όγκος αύτοΰ, είναι 
τό έκτον τοΰ όλοκλήρου παραλληλεπιπέδου. 

Παραι-ήρηοις. Εις τήν είδικήν περίπτωσιν κατά τήν όποιαν αί 
δοθεΐσαι εύθεΐαι είναι άνά δύο κάθετοι, Ιχομεν : 

V = 4- ΑΒ . ΓΔ . ΕΖ 

Ο 



Πρόβλημα 


167. Διά τών απέναντι ακμών ενός τετραέδρου, φέρομεν επίπεδα πα¬ 
ράλληλα· σχηματίζομεν οδτω ένα περιγεγραμμένον παραλληλεπίπεδον 
ποιος 6 λόγος τών όγκων ιών δυο στερεών; 

Διά τών δύο άπέναντι άκμών ΑΒ καί ΔΓ, δυνάμεθα νά φέρω- 
μεν δύο παράλληλα έπίπεδα. Πράγματι, έάν φέρωμεν τήν ΓΧ 
παράλληλον πρός τήν ΑΒ, τό έπίπεδον ΔΓΧ θά είναι παράλλη¬ 
λον πρός τήν εύθείαν ΑΒ καί διά τής 
τελευταίας ταύτης γραμμής θά δυνη- 
θώμεν νά φέρωμεν έπίπεδον παράλλη¬ 
λον πρός τό ΔΓΧ. Επίσης διά τών 
άπέναντι άκμών ΑΔ, ΒΓ δυνάμεθα νά 
φέρωμεν δύο έπίπεδα παράλληλα με¬ 
ταξύ των. Τέλος διά τών ΑΓ καί ΒΔ 
δυνάμεθα έπίσης νά φέρωμεν δύο έπί¬ 
πεδα παράλληλα, καί νά σχηματίσω- 
μεν οϋτω ένα παραλληλεπίπεδον περι- 
γεγραμμένον εις τό δοθέν τετράεδρον, 

"Ο όγκος τοΰ τετραέδρου ισοΟται πρός τόν τοΰ παραλληλεπι¬ 
πέδου ήλαττωμένου κατά τόν όγκον τεσσάρων ισοδυνάμων πυρα¬ 
μίδων, τών όποιων έκάστη είναι τά βκτον τοΟ παραλληλεπιπέδου. 

Πράγματι, ή πυραμίς Β,ΔΓΗ έχει τό αύτό ύψος μετά τοΰ πα¬ 
ραλληλεπιπέδου καί η βάσις τής ΔΓΗ είναι τό ήμισυ τοΟ παραλ¬ 
ληλογράμμου ΛΔΗΓ. 

Παριστώντες διά του V τόν όγκον τοΟ παραλλληλεπιπέδου 
Ιχομεν: πυραμίς Β,ΔΓΗ = V. 

Ο 
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Τό,αύτό Ισχύει δΓ έκάστην τών πυραμίδων Α,ΓΔΛ, Γ,ΑΕΒ. 
Δ,ΑΒΖ· άρα ό όγκος τοΟ τετραέδρου ίσοΰται πρός: 



Οντω το τετράεδρον εΐναι τό τρίτο* τον περίγεγρτψμίνου παραλληλεπίπεδον. 


θεώρημα τον 5(*ΐηεε 


168. Έκί δυο ευθειών XX καί ΥΥ’ μή κειμένων έπί ιού αύιοϋ 
επιπέδου λαμβάνομεν άντιστοίχως δύο δοθένχα μήκη ΑΒ, ΓΔ νά άπο- 
δειχθή ότι τδ τετράεδρον τό όποιον θά Ιχη κορυφάς τά σημεία Α,Β,Γ,Δ 
έχει σταθερόν όγκον, οίωνθήποτε δντων τών θέσεων τού ΑΒ έπί τής 
ΧΧ' καί τοΰ ΓΔ έπί τής ΥΥ'. 


Κατασκευάζομεν τό περιγεγραμμένον παραλληλεπίπεδον καί 
Αρκεί νά δειχθή ότι ό βγκος αυτού τού στερεού είναι σταθερός, 

διότι ό βγκος τού τετραέδρου 
είναι τό τρίτον αύτοΰ (άριθ. 157). 

Ή διαγώνιος ΗΛ είναι ίση 
καί παράλληλος πρός τήν ΑΒ· 
άρα οΐασδήποτε ούσης τής θέ- 
σεως τών δοθέντων τμημάτων ΑΒ 
καί ΓΔ τό παραλληλόγραμμον 
τής βάσεως ΓΗΔΑ Ιχει έμβαδόν 
σταθερόν, διότι αί δύο του δια¬ 
γώνιοι έχουν δοθέντα μήκη καί 
τέμνονται ϋπό γωνίαν ίσην πρός 
τήν γωνίαν τών εύθειών ΧΧ' καί ΥΥ'. 

Τό ύψος ή ή κάθετος έκ τού σημείου Β π. χ. έπί τήν βάσιν 
ΓΗΔΑ. είναι ή έλαχίστη άπόστασις τών ευθειών ΧΧ', ΥΥ' ήτις 
δέν μεταβάλλεται. Συνεπώς ό όγκος τοΰ παραλληλεπιπέδου είναι 
σταθερός, τό αύτό συμβαίνει καί διά τό τετράεδρον. 



ς* «οι 


168 α. Παρατηρητής, Είς τήν είδικήν περίπτωσιν κατά τήν όποίαν 
αί εύθεΐαι ΓΔ καί ΛΗ είναι κάθετοι μεταξύ των, παραστήσωμεν 
δέ τά μήκη αυτών διά μ καί ν, τό έμβαδόν τής βάσεως θά είναι 
ιιν 

. Έάν δ παριστά τήν έλαχίστην άπόστασιν ΧΧ’ καί ΥΥ' θά 
έχωμεν διά τό παραλληλεπίπεδον: 


όγκος — 


μνδ . 

~Ύ 


άρα, ό όγκος τού τετραέδρου θά είναι : 


μνδ 

ΊΓ 


Έάν αί διαγώνιοι σχηματίζουν μεταξύ των γωνίαν α. έχομεν: 


_ , . μν. ημ α δ 

Τετράεδρον — ——~ 


ή 


μνδ . ημ α 
6 


'Ο τύπος οΰτος τού όγκου τού τετραέδρου, άν θεωρηθή γνω¬ 
στός. δύναται νά χρησιμοποιηθή πρός άπόδειξιν τού θεωρήματος 
τοΟ δίείπετ. 
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159. Λαμβάνοντες άνά δύο τάς απέναντι άκμάς ενός τετραέδρου, 
σχηματίζομεν τρίο ζεύγη ακμών. 

1) Έν τετράεδρον δύναται νά Ιχη εν, δύο ή τρία ζεύγη Ισων ακμών. 

2) "Εν τετράεδρον δύναται νά εχη εν μόνον ζεύγος καθέτων άχμών 
μεταξύ των, η τρία ζεύγη καθέτων ακμών. 

1) Λιά νά είναι α! δύο άπέναντι άκμαί ΑΒ καί ΓΔ η ΛΗ καί 
ΔΓ Τσάι, πρέπει καί άρκεϊ ή βάσις ΓΗΔΛ νά είναι εν όρΘογώ- 
νιον. Είς τήν περίπτωσιν ταύτην τό πα¬ 
ραλληλεπίπεδον θά Εχη όρθογώνιον βάσιν, 
άλλά αί δύο άλλαι Εδραι ΒΗΓΕ, ΒΗΔΖ 
θά είναι τυχόντα παραλληλόγραμμα. Τό 
όρθόν παραλληλεπίπεδον Εχει δύο ζεύγη 
ώρθογωνίων Εδρών άρα τό άντίσχοιχον 
τετράεδρον θά Εχη δύο ζεύγη ίσων άκμών. 

Τέλος τό τετράεδρον θά ϊχη τρία ζεύγη 
ίσων άκμών, έάν τό παραλληλεπίπεδον 
ε ίναι όρθογώνιον. 

2) ”1να δύο άπέναντι άκμαί ΑΒ καί 
ΓΔ ή ΛΗ καί ΔΓ εΓναι κάθετοι, πρέπει ή Εδρα ΓΗΔΛ νά είναι 
ρόμβος. 

Έάν δυο ζεύγη άπέναντι άκμών είναι όρθογώνιοι, τό αύτό 
συμβαίνει καί διά τό τρίτον ζεύγος. 

Πράγματι, έάν ΑΔ εΤναι κάθετος έπί τήν ΒΓ, τό σχήμα ΒΗΓΕ 
εΤναι ρόμβος - άρα ΗΒ=ΗΓ=ΗΔ. 

Οΰτω ή Εδρα ΗΒΖΔ εΤναι έπίσης ρόμβος καί ή άκμή ΒΔ εΤναι 
κάθετος έπί τήν ΑΓ. 

Παρατήρησις. Καλείται ορθογώνιον τετράεδρον, τό τετράεδρον τοΰ 
όποιου τά τρία ζεύγη τών άκμών, σχηματίζονται 6πό ευθειών κα¬ 
θέτων μεταξύ των. 


θιώρημα Ουέπναα ά'Αυπιοπί 

160. Τό άθροισμα τών δύο απέναντι 
γωνιών ενός σφαιρικού εγγεγραμμένου είς 
χύκλον τετράπλευρου, ϊσοΰται μέ τό άθροι¬ 
σμα τών δύο άλλων γωνιών. 

'Έατωσαν Ο τό κέντρον τής σφαί- 
ρας καί ΑΒΓΔ τό τετράπλευρον τό 
σχηματιζόμενον ύπό τεσσάρων τόξων 
μεγίστων κύκλων, τοΰ όποιου αί κορυ- 
φαί Α,Β,Γ,Δ εύρίσκονται έπί μιας πε- 
μιφερείας έχούσης τό Ρ ώς πόλον. Πρέ¬ 
πει νά δειχθή, δτι αί δίεδροι γωνίαι 
αί όποΐαι άντιστοιχοΰν είς τάς άκμάς 
ΛΟ. ΓΟ, Εχουν άθροισμα Ισον πρός 
ιό άθροισμα τών διέδρων, αί όποΐαι άντιστοιχοΰν είς τάς άκμάς 
110. ΔΟ. 

Διά τοΰ πόλου Ρ καί δι' έκάστης κορυφής φέρομεν μεγίστους 
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κύκλους· έκάστη πλευρά ΑΒ, π.χ. είναι ή βάοις ένός ΙοοοκελοΟς 
τριγώνου ΑΡΒ, διότι τό τόξον 

ΡΑ= ΡΒ· 

άρα ή γωνία ΒΑΡ=ΑΒΡ 

ή 1=1. 2=2, κλπ. 

"Αλλά τό άθροισμα χών δύο άπέναντι δίεδρων γωνιών είναι 
1 +2+3+4 

άρα Α+Γ=Β-)-Δ 

$ IV. Βοΐ)&ηχιχά Ιμβαδά 


161. Βοη&ητιχά ίμβαδά. *Η μέθοδος τών βοηδηιιχών ίμβαοων Ου- 
νίσταται είς τήν χρηοιμοποίηοιν τών έμβαδών τών σχημάτων, 
Βταν πρόκειται νά άποδειχθοϋν μερικαί σχέσεις, μεταξύ τών άπο- 
χελούνχων τά σχήματα γραμμών. 

Ιδού μερικά παραδείγματα : 

Θεώρημ α 

162. Ή διχοτόμος γωνίας ενός τριγώνου τέμνει τήν άπέναντι πλευ¬ 
ράν, είς τμήματα ανάλογα τών προσκειμέ¬ 
νων πλευρών. 

Πράγματι, τά τρίγωνα ΒΓΙ, ΑΓ1 
έχοντα τήν αυτήν κορυφήν Γ καί τάς 
βάσεις των άντιστοίχως έπϊ τής αύτής 
εύθείας, Εχουν λόγον Ισον πρός τόν 
λόγον τών βάσεών των μ πρός ν. 

Τά τρίγωνα αύτά Εχουν ϋψη Ισα 
πρός υ, εΐναι συνεπώς μεταξύ των ώς 
α. καί β· άρα ' 

_μ_ _ 

ν ~ β 

Ανάλογος, σχέσις Ισχύει διά τήν Εξωτερικήν διχοτόμον. 

θεώρημα 

163 1 Είς εν ισοσκελές τρίγωνον, τό άθροισμα τών αποστάσεων τυ¬ 
χόντος σημείου τής βάσεως από τάς δύο άλλος πλευράς είναι σταθερόν 
χαί ή διαφορά ιών άποστάσεων ενός σημείου έπΐ τής προεχτάσεως τής 
βάσεως είναι επίσης σταθερήν. 

Φέρομεν τάς ΑΜ, ΑΝ καί τήν ΓΖ κάθετον έκ τοϋ Γ Επί τήν ΑΒ. 
Τό διπλάσιον Εμβαδόν τοϋ ίσοσκελοΰς τριγώνου ΙοοΟται μέ 

ΑΒ . ΓΖ, 

ή μέ ΑΒ .ΜΔ+ΑΓ. ΜΕ 

δταν τό χωρίοωμεν είς δύο τρίγωνα ΑΒΜ, ΑΜΓ· άλλά ΑΓ ΑΒ. 
Άρα ΑΒ . ΓΖ ΑΒ(ΜΔ+ΜΕ), 


Γ 
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έζ οδ ή ΜΔ σύν τή ΜΕ ίσοΰτο πρός τήν κάθετον ΓΖ τήν άγο- 
μένην 4κ του σημείου Γ έπί τήν πλευράν ΑΒ. 

Διά τό σημεϊον Ν Ιχομεν ; 

ΑΒ .ΓΖ ΑΒ. ΝΗ-ΑΓ. ΝΛ, 
έξ οδ ΓΖ ΝΗ-ΝΛ. 

Β 



Παραιήρηαις. Τό ώς άνω θεώρημα έδείχθη ήδη διά μιάς άλλης 
μεθόδου (άριθ. 146). 


Θεώρημα 

164. Αί αποστάσεις τυχόντος σημείου μιάς διαμέσου από τάς πλευ¬ 
ράς τάς διερχομένας διά τής αυτής κορυφής, είναι άντιοτρόφως ανάλο¬ 
γοι των πλευρών τούτων. 

Π . ΜΡ Μ'Ρ' 

Πράγματι ^ 

Αλλά τά τρίγωνα ΓΒΜ'. ΑΒΜ' 
είναι ίσα, άρα 

α. Μ'Ρ' γ.Μ'Κ'. 

... τ Μ'Ρ' _ ΜΡ _ γ 
έ£> ° υ Μ'Κ' _ ΜΚ - α * 

θεώρημα 

ίϊ· «Π. 

166. 'Εάν τρεις εϋβείαι διερχόμε- 

ναι διά τών κορυφών ενός τριγώνου τέμνονται εις τό αύτό σημεϊον Ο, 
Ιχομεν τήν αχέοιν: 

04 , ΟΕ οζ__ 

ΑΔ "ΘΕ' ΓΖ ~ 

Πράγματι τά τρίγωνα ΒΟΓ καί ΒΑΓ Ιχουν λόγον πρός άλ- 
ληλα ον λόγον τά Οψη των ή δν λόγον Ιχουν αί γραμμσί ΟΔ 
και ΑΔ. αϊτινες είναι άνάλογοι τών ύψών : 

ΒΟΓ ΟΔ , ΑΟΓ * ΟΕ 

ΒΑΤ ~ ΑΔ -1 0μ ° ΐως ΛθΤ - ΤΠΓ’ 
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καί 


ΑΟΒ ΟΙ 

λΕγ “Τ Τ' 


Προσθέτοντες τάς Ισότητας ταύτας, κατά μέλη εόρίσκομεν ·. 
ΒΟΓ + ΑΟΓ 4- ΑΟΒ , ΔΟ , ΟΕ , ΟΖ 

- 1 - αδ* + ΈΤ +ΤΤ· 

θά ευρωμεν βι’ άναλόγου πορείας. Οτι 
ΑΟ , ΒΟ , ΓΟ 
ΑΔ ' ΒΕ ΓΖ ~ 

θΐώρημα τον · Μτνιίάον 

166. "Οταν μία διατέμνουσα τέμνει τάς 
τρεις πλευράς ενός τριγώνου, τό γινόμενον 
τών τριών τμημάτων με μή κοινά ιτέρατα, 
ΐαοΰται μέ τό γινόμενον τών τριών άλλων τμημάτων. 

"Αν παραστήσωμεν διά τών Α,Β,Γ τά τρίγωνα ΑΛΝ,ΒΛΜ.ΓΜΝ. 

Α Β Γ 

Δυνάμεθα νά γράψωμεν : ■ -γτ·. — = 1. 

Αλλά τά τρίγωνα τά όποια Εχουν μίαν γωνίαν Γσην ή παρα¬ 
πληρωματικήν, είναι μεταξύ των ώς τό γινόμενον τών πλευρών, 
αϊτινες περιέχουν τήν γωνίαν ταύτην. 

Α ΑΛ.ΛΝ 
Β ~ ΒΛ . ΛΜ ' 

Β ΒΜ . ΛΜ 

I-ΓΜ.ΜΝ’ 

Γ ΓΝ.ΜΝ 
Α ~ΑΝ . ΛΝ ' 

Σι 109. Πολλαπλασιάζοντες κατά μέλη καί 

άπλοποιοΟντες, Εχομεν: 

Α.Β.Γ ΑΛ.ΒΜ.ΓΝ 

Β . Γ.Ά 1 ΒΛ . ΓΜ. ΑΝ 

ΑΛ . ΒΜ . ΓΝ = ΒΛ . ΓΜ. ΑΝ. 



ΛΒΙ 



θτώρημα τον Ο να 

167. Αί εϋδεΐαι αί ένοϋσαι τάς κορυφάς ενός τριγώνου μέ τό αυτό 
σημεϊον Ο τέμνουααι τάς απέναντι πλευράς ορίζουν εξ τμήματα τοι· 
αΰτα ώστε τό γινόμενον τών τριών, μέ μή συμπίπτοντα κέρατα, είναι 
ίσον προς τό γινόμενον τών τριών άλλων. 

Παριστώμεν διά α,β,γ... τά τρίγωνα ΑΟΛ, ΒΟΜ κλπ. 

Τά τρίγωνα τά όποια Εχουν κοινήν κορυφήν. Εχουν λογον δν 
αί βάσεις των, Εχομεν λοιπόν : 

α _ ΑΛ β _ ΒΜ γ _ ΓΝ 

δ ~ ΒΛ _ · ε — ΓΜ ’ ζ ~ ΑΝ ’ 
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έξ’ οδ 


α.β.γ ΑΛ.ΒΜ.ΓΝ 

'δ.ε. ζ ~ 'ΒΑ. ΓΜ.ΑΝ ' 


Λοιπόν 


Αρκεί νά δεχθή δτι ■ = 1. 

„ , σ ΟΛ.ΟΑ 

Λοιπόν — = σπ : νΓ· 

β ΟΒ.ΟΜ 

Τ = δλ.ΟΗ ■ 

γ ΟΓ.ΟΝ 
δ _ ΟΛ.ΟΒ' 

ΓΊολλαπλαοιάζοντες τάς ισότητας ταύτας κατά μέλη, εΰρίσκομεν : 

«ΡΥ_ _ λ Α 

δεζ -■*· λ 

Άλλη άηόΑιιξις. Έχομεν ώς γνωστόν: / \ 

_Λχ ΟΓΑ //ί 

ΛΒ -ΟΓΈ" \ 

_ ΟΑΒ \ 

ΜΓ “ ΖΤΑΓ' 1^ α Ι 1__^ά 

ΝΓ _ ΟΒΓ Β Μ Γ 

ΝΑ _ ΟΒΑ - Σι 1,0 

Διά πολλαπλασιασμοΟ κατά μέλη, λαμβάνομεν ώς γινόμενον 
τήν μονάδα. 

θιύρημα 


168. Ή έλαχίστη ευθεία ήτις δύναται νά άχθη διά δοθένιος ση 
με ίου Ε ένιάς βοθείσης γωνίας, είναι τοιαύτη ώσχε ή κάθετος έπ' αυτήν 
ΕΓ, ή αγόμενη έχ του δοθένιος σημείου Ε, καί 


αί κάθετοι ΒΓ, ΔΓ έπί τάς πλευράς τής γωνίας, 
αί αγόμενοι έχ των άκρων τής εόθείας ΒΕΔ, 
ιίμνονται εις τό αϋτό σημείον Γ. 

Δεχόμενοι τάς ευθείας ΓΒ, ΓΔ, ΓΕ άντι- 
στοίχως καθέτους έπί τάς πλευράς τού τρι¬ 
γώνου ΑΒΔ, παρατηροΰμεν ότι τό τετράπλευ¬ 
ρου ΑΒΓΔ Ιχει δύο άπένάντι γωνίας Β καί 
Δ όρθάς· άκολούθως, ΑΓ θά είναι διάμετρος 
τοΟ περιγεγραμμένου κύκλου, καί ώς Κχομεν 
ήδη δείξει αί άπένάντι πλευραί ΒΓ,ΑΔ Εχουν 
σας προβολάς ΒΕ,ΖΔ (άριθ, 135), 6ρα τό 
θεώρημα μεχαπίπει είς τό άκόλουθον : 



* κ 


Σι 


'Η ίλαχίοιη εύθεΓα ηττς όννατ αι νά αχ9ή 
ί ρός δοθένιος οημείον Ε εντός δο&βίσης γωνίας Λ Α Ψ (θχ. 112) είναι ευθεία 
ΙΙΕΓ τοιαύτη ώοιε τό τμήμα ΒΕ, νά ΐοοϋται προς τήν προβολήν ΖΓ τής 
πλευράς ΑΓ (Επίσης τό τμήμα ΓΕ νά ίοονιαι προς τήν προβολήν ΒΖ τής 
πλευράς ΛΒ). 

' Απόδτιξις. "Εστω 


ΒΕ=ΖΓ. 
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Ύψούντες κάθετον ΕΚ έπί τήν ΒΓ καί λαμβάνοντες ΕΚ ΑΖ. 
σχηματίζομεν ίνα παραλληλόγραμμον ΑΒΚΓ. 

Διά του σημείου Ε φέρομεν μίαν άλλην εύθεϊαν ΜΕΝ. Πρεπει 
νά δείξωμεν δτι ή ΒΓ είναι <ΜΝ. 

Συγκρίνομεν τά τρίγωνα ΒΚΓ, ΜΚΝ. 

Έάν άποδείξωμεν δτι ΒΚΓ είναι μικρότερον τοΰ ΜΚΝ. θά 

Ιχωμεν δείξει δτι ΒΓ<ΜΝ, διότι τό 
ύψος ΚΕ τοΰ πρώτου είναι μεγαλύ- 
τερον τοΰ ΰψους ΚΗ τοΰ δευτέρου. 

Αλλά, έξ αιτίας ιών παραλλήλων 
ΑΓ καί ΒΚ. τά τρίγωνα ΒΚΓ, ΒΚΝ 
είναι ισοδύναμα, διότι έχουν τήν 
αυτήν βάσιν ΒΚ καί τό αυτό ϋψος. 

'Αρκεί λοιπόν νά συγκρίνωμεν τά 
ΒΚΝ καί ΜΚΝ· πρός τούτο φερομεν 
παράλληλον ΒΟ πρός τήν πλευράν 
ΝΚ λαμβανομένην ώς βάσιν. Τό ση- 
μεϊον Ο εύρίσκεται μεταξύ τών Μ 
καί Κ, διότι ή γωνία ΚΒΟ, Τση πρός 
τήν ΒΚΝ, είναι μικροτέρα τών ίσων 
γωνιών ΒΚΓ, ΚΒΜ· άρα ή κάθετος 
έκ τού σημείου Β έπί τήν ΚΝ εΐναι 
μικροτέρα τής καθέτου έκ τής κο¬ 
ρυφής Μ έπί τήν αυτήν βάσιν ΚΝ. Οϋτω τό τρίγωνον ΒΚΝ εΤναι 
μικρότερον τοΰ ΜΚΝ. 

& Αρα τό τρίγωνον ΒΚΓ είναι μικρότερον τοΰ ΜΚΝ, 
έξ οΰ ΒΓ<ΜΝ 

168 α. Σημείωοις. Τό άνωτέρω θεώρημα δέν εΐναι παρά μία με¬ 
ρική περίπτωσις τοΰ γενικοΟ θεωρήματος τοΟ Νεύτωνος : 'Η ελάχι¬ 
στη ευθεία ήτις δύναται νά άχθη μετάξι] δύο δοθειαών καμπύλων, εις τρό¬ 
πον ώστε ή ευθεία αΰτη 8ΕΓ νά διέρχεται όι ’ ενός δοθέντος σημείου ή νά 
εφάπτεται μιας τρίτης καμπύλης, είναι τοιαύτη ώστε νά πληρή τούς χάτωθι 
ορούς: Αί κάθετοι αί αγόμενοι εις τας καμπύλος εις τά άκρα Β καί Γ τής 
ευθείας, πρέπει νά τέμνωνται εις τό αύτό αημεϊον τής καθέτου τής αγόμε¬ 
νης έπί τήν τρ'ίτην καμπύλην εις τό σημεΐον επαφής Ε. 


Α 



$ V. Βοηθητικοί όγκοι 

169. Βοηθητικοί όγκοι. Ή χρήσις τών βοηθητικών δγκων είναι 
άνάλογος τής τών βοηθητικών έμβαδών, άλλά είναι πολύ περισ¬ 
σότερον διαδεδομένη. Μέ τήν βοήθειαν τών βοηθητικών δγκων 6υ- 
νάμεθα νά εθρωμεν: 

1) Σχέσεις μεταξύ διαφόρων γραμμών (άριθ. 170). 

2) Τό έμβαδόν ένός σχήματος (άριθ. 173). 

3) Τάς Ιδιότητας ένός έπιπέδου σχήματος θεωρουμένου ώς το¬ 
μής ένός στερεοΟ (άριθ. 174). 

Πρώτη περίπτοτσις. Γραμμικαί σχέσεις. 

θβώρημα 

170. 'Εάν τετράεδρον έχει τάς τρεις έδρας αύτοΰ ΐσας, τό άθροισμα 
τών άποστάσεων τυχόντος σημείου τής τέταρτης έδρας από τάς τρεις 
άλλας είναι σταθερόν. 
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Ή άπόδειξις είναι άνάλογος πρός έκείνην τοΟ θεωρήματος 
(άριθ. 163). Ένοΰμεν τό δοθέν σημεΐον μέ τάς τέσσαρας κορυφάς, 
όπότε τό στερεόν διαιρείται ε(ς τρεις πυραμίδας έχούσας ώς βά¬ 
σεις μίαν ιών πλευρικών εδρών, κλπ. 

Επίσης, τό θεώρημα τό όποιον άναφέρεται είς τάς ήγμένας 
εύθείας άπό ένός καί του αύτοΰ σημείου (άριθ. 165) όδηγεΐ ε(ς τό 
άκόλουθον θεώρημα, ευκόλως άποδεικνυόμενον με τήν βοήθειαν 
τών βοηθητικών όγκων. 

Έάν αί αγόμενοι εΰθείαι ίξ έχάστης κορυφής ένός τετραέδρου ιεμνυνται 
είς τό αυτό σημεΐον Ο είς τό έαωτερικόν τού οτερεοϋ, τό άθροισμα ιών πη¬ 
λίκων τά ΰποΐα προκύπτουν διαιρονντες δι' ολοκλήρου τής αντιστοίχου γραμ¬ 
μής, έκαστον τμήμα κείμενον μεταξύ τού σημείου θ καί τής εύρας τον τε¬ 
τραέδρου, ίοοΰται μέ τήν μονάδα. 


θεώρημα 

171. Δοθέντος ένός σημείου εις ιό έσωτεριχόν ένός χανονιχού πο¬ 
λυέδρου, τό άθροισμα τών καθέτων αΐτινες άγονται έξ αύτοΰ τοϋ ση¬ 
μείου έπί τάς έδρας τοϋ πολυέδρου είναι σταθερόν. 

Λαμβάνοντες έκάστην έδραν ώς βάσιν μιας πυραμίδος έχούσης 
τό δοθέν σημεΐον ώς κορυφήν ίχομεν μίαν όμάδα πυραμίδων. 
Κατόπιν θεωρουμεν μίαν άλλην όμάδα πυραμίδων έχουσών κορυ¬ 
φήν τό κέντρον τοΰ πολυέδρου καί βάσεις τάς έδρας αύτοΰ. 

Ό όγκος τοΰ πολυέδρου εύρίσκεται είτε πολλαπλασιάζοντες 
τό τρίτον μι&ς έδρας έπί τό άθροισμα τών ώς άνω ήγμένων κα¬ 
θέτων, είτε πολλαπλασιάζοντας τό τρίτον μιας έδρας ίπΐ τό άθροι¬ 
σμα τών άποστημάτων τοΰ πολυέδρου. Άρα τό άθροισμα τών 
καθέτων είναι σταθερόν, διότι ίσοΰται πρός τό άθροισμα τών 
άποστημάτων. 

172. Παρατήρησις. Ή μέθοδος τών βοηθητικών έμβαδών ή όγ¬ 
κων είναι πολλές φορές όλιγώτερον κομψή άπό αίαν λύσιν άμε¬ 
σον, άλλά έφαρμόζεται είς ένα άοκετά μεγάλον αριθμόν προβλη¬ 
μάτων. Οϋτω. ώς πρός τάς μεθόδους τάς όποιας θυνάμεθα νά 
χρησιμοποιήσουμεν πρός Απόδειξιν τοΰ γνωστού θεωρήματος : 

Τό άθροισμα τών καθέτων τών αγόμενων ίξ ένός τυχόντος σημείου τής 
βάαεως Ισοσκελούς τριγώνου, ίπΐ τάς ΐσας πλευράς αυτού είναι σταθερόν, 
δυνάμεθα νά κάμωμεν τάς άκολούθους παρατηρήσεις : 

Ή δοθεϊσα άπόδειξις (άριθ. 20) είναι ευφυής, άλλά δέν έφαρ- 
μόζεται παρά είς αύτό τό πρόβλημα. Ή μέθοδος τοΰ διπλασια¬ 
σμοί) (άριθ. 74) είναι γενικωτέρα, άλλά δέν άρμόζει παρά είς τά 
έπίπεδα σχήματα· καί ή χρήσις τών βοηθητικών έπιφανειών (άριθ. 
163) έχει περισσοτέρας έψαρμογάς καί άγει είς άναλόγους άπο- 
διίξεις διά τήν γεωμετρίαν τοΰ χώρου. 

Δευτέρα Περίπτωαις. θεωρουμεν γνωστούς όγκους, πρός εΰρεαιν τοΰ 
/μβαδοϋ μιας ζητούμενης επιφάνειας. 

Πρόβλημα 

173 Νά εύρεθή ή κυρτή επιφάνεια κώνου έκ περιστροφής, τεμνο- 
μένσυ υπό πλαγίου έπιπέδου. 

Ή κωνική τομή ΒΓ είναι, μία έλλειψις τής όποιας δυνάμεθα νά 
μετρήσωμεν ή νά ΰπολογίσωμεν τούς άξονας. Έκ τοΟ σημείου Δ. 
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καθ' ο ό άξων τέμνει τήν κωνικήν τομήν, φέρομεν κάθετον ΔΕ έπί 
μίαν γενέτειραν. Φέρομεν άκόμη τήν κάθετον ΑΗ έιτί τήν κωνι¬ 
κήν τομήν. 

Ό όγκος τού κώνου ΑΒΓ Ισοϋται: 

Α Η 

μέ τήν ΙΧλειψιν ΒΓ χ —-—, 


άλλά τό σημεϊον Δ άπέχει έξ Ισου άπό δλας τάς γενετείρας. Ό 
κώνος λοιπόν δύναται νά θεωρηθη ώς τό 
Α δριον ε(ς τό όποιον τείνει τό άθροισμα 

/\ τών τριγωνικών πυραμίδων αί όποίαι θά 

/ \ είχαν τό σημεϊον Δ ώς κορυφήν, καί τών 

/ '·. \ όποιων τό τρίγωνον τής βάσεως θά είχε 

/ , \ πλευράς δύο γειτονικός γενετείρας καί 

γ/ '·. \ μίαν χορδήν τής έλλείψεως. "Αρα ό βγκος 

/ δύναται νά εύρεθή πολλαπλασιάζοντες τήν 

I _\ παράπλευρον έπιφάνειαν έπί —-— έπομέ- 

ν.. . νως ή καμπύλη έπιφάνεια : 

Σι 113. ΟΑΓ - έλλειψις ΒΓ X ΑΗ 

ΒΑΓ - ΔΕ - 


Τρίτη Πτρίπτωσις. Μειαχειριζόμεδα βοηδηχιχον ογχον τέλος διά να 
μεΐεχήααιμεν ιάί ιδιότητας ενός επιπέδου αχέ/ματος. ιό οποίον δυνάμεδα νέε 
δειορήοωμεν ιός τμήμα ενός στερεοί;. 

θεώρημα 

174. Έπί ϊυχοόσης τεμνούσης, ή υπερβολή καί αί ασύμπτωτοι αυτής 

καθ-ωρίζουν ίσα τμήματα. 

"Ας Θεωρήσωμεν τόν σχη- 
ματιζόμενον κώνον κατά τήν 
περιστροφήν τής ΟΝ περί 
τήν Οχ. 

Επίπεδον τέμνον καθέτως 
τόν κύριον μεσημβρινόν καί 
τοΰ όποιου τό Ιχνος έστω ΝΝ', 
θά έτεμνε τόν κώνον κατά 
μίαν Ιλλειψιν, άφοΟ δλαι αί 
γενέτειραι τής αύτής χοάνης 
θά τέμνωνται. 

Έστω ΝΗΝ' ή κατάκλισις 
τοϋ ήμίσεως τής έλλείψεως. 
Τό έπίπεδον τής υπερβολής 
άπέχει τοΟ άζονος τοΟ κώνου 
κατά τό μήκος ΟΒ· άρα τό 
Ιχνος έπί τής έλλείψεως είναι 
μία χορδή ΗΗ' παράλληλος 
Σι· ιΐέ· πρός τήν ΝΝ' καί τοιουτον 

ώστε ΕΚ=ΟΒ. 

Άλλά ό ΝΝ' είναι ό πρωτεύων άξων τής έλλείψεως καί έπομέ- 
νως ή ύψουμένη κάθετος ε(ς τό μέσον τής ΝΝ' διαιρεί έκάστην πα¬ 
ράλληλον χορδήν είς δύο ίσα μέρη, οϋτω ΚΗ=ΚΗ'· άρα ΜΝ--Μ'Ν\ 
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"Εάν η τέμνουσα Ετεμνε τούς δύο κλάδους, ή κωνική τομή θά 
ήτο ύπερβολή, τής όποίας ό πρωτεύων άξων θά ήτο ή ΡΡ', Ενώ ή 
ΙΛ'ΙΛ , θά ήτο ή προβολή μιας παραλλήλου χορδής· άρα πάλιν 
Μ,Ρ=ΜΡ'. 

"Εφαρμογή. Μ6 τήν βοήθειαν τής άποδειχθείσης (διότητος κατα· 
σκευάζεται εύκόλως ύπερβολή. τής όποίας γνωρίζομεν τάς άσυμ- 
πτώτους καί Εν σημείο ν τής καμπύλης. 

176. Πόρισμα. “Εχάοτη εφαπτομένη περατονμένη εις χάς άουμπτώχονς, 
χωρίζεται είς ύνο Γσα μέρη υπό τοΰ σημείου τής αφής. 


θεώρημα τον ΟΆΙειπΙ>·Γ( 

176. Τρεις περιφέρειαι, θεωρούμενοι άνά δύο, έχουν εξ κέντρα 
όμοιότητος· τά τρία εξωτερικά κέντρα κεϊνται επ’ ευθείας· έπίσης άνά 
δύο έαωτερικά κέντρα καί Εν Εξωτερικόν. 

Άπόήειξις τον Μοηςε. Θεωροΰμεν τάς σφαίρας αί όποΐαι Εχουν 
μεγίστους κύκλους τούς δοθέντας Α, Β, Γ. ΟΙ κώνοι οι περι- 
γεγραμμένοι εις τάς σφαίρας ταύτας λαμβανόμενοι άνά δύο. 
Εχουν άντιστοίχως κορυφάς τά κέντρα όμοιότητος. 



Διά νά άποδείξωμεν δτι τά τρία Εξωτερικά κέντρα Λ, Μ, Ν, 
κεϊνται Επ' ευθείας, άρκεϊ νά θεωρήσωμεν τά δυο έφαπτόμενα Επί¬ 
πεδα, τά όποια άψίνουν τάς τρεις σφαίρας πρός τό αύτό μέρος. 
Γά δύο αύτά Επίπεδα περιέχουν τάς τρεις κορυφάς Λ, Μ, Ν,τών 
περιγεγραμμένων κώνων. Επειδή δμως τά δύο Επίπεδα τέμνονται 
κατά μίαν εύθεΐαν, Επεται δτι τά τρία σημεία Λ, Μ, Ν κεϊνται 
Επ' εύθεΐας. 

Παρατήρησα. Διά τά Ζ, Δ, Ν θεωροΰμεν τά δύο έφαπτόμενα 
Επίπεδα, τά όποια άψίνουν τάς σφαίρας Β καί Γ πρός τό αύτό μέ¬ 
ρος, Ενώ ή σφαίρα Α εύρίσκεται είς τό άλλο, κλπ. 

θεώρημα τον Οείατραα 

177. Έάν αί πλευράι δύο τριγώνων ΑΒΓ, αβγ, τέμνονται άνά δύο 
«Ις σημεία κείμενα έπ' ευθείας, αί εύθεϊαι Αα, Ββ, Γγ, αί όποΐαι Ενώ¬ 
νουν τάς αντιστοίχους κορυφάς, διέρχονται διά τον αυτού σημείου. 

Γεωμετρία 


6 
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Ύποθέτομεν τό αβγ, βάσιν ένός τριγωνικού πρίσματος, τοΟ 
Αποίου τό Α'Β'Γ' θά είναι τομή, ύπό ένός έπιπέδου Αγομένου διά 
τής εύθείας ΛΜΝ. 

ΑΙ εύθείαι ΑΒ, Α'Β' τέμνονται είς τό σημεϊον Α, διότι ΛΑ'Β' 

είναι ή τομή τοΟ τέμνοντος 
έπιπέδου καί τοΰ έπιπέδου τοΟ 
πρίσματος τοΟ περιέχοντος 
τήν Λαβ. 

Είναι προφανές δτι αΐ εύ- 
θεΐαι ΑΑ' ΒΒ', ΓΓ’ διέρχον¬ 
ται διά τοΟ αύτοΟ σημείου Σ' 
διότι, έάν διά τών τεμνομένων 
εύθειών-ΛΑΒ, ΛΑ'Β' φέρομεν 
Εν πρώτον έπίπεδον κατόπιν 
δεύτερον έπίπεδον διά τών 
ΜΑΓ, ΜΑ’Γ', τρίτον δέ διά 
τών ΝΒΓ, ΝΒΤ', τά τρία 
έπίπεδα τέμνονται είς Εν ση- 
μεϊον Σ. 

*Αρα αί τρεις εύθείαι Λα, 
Ββ, Γγ τέμνονται είς Εν καί 
τό αύτό σημεϊον Σ', προβολήν 
τής κορυφής Σ τής πυραμίδος 
είς τήν βάσιν ΑΒΓ. 

θεώρημα 

177 α. Έάν αί κορυφαΐ δύο 
τριγώνων ΑΒΓ, αβγ, δρίζουν άνά 
δύο τρεις ευθείας τεμνομενας είς 
τό αύτό σημεϊον Σ', αί πλευραΐ 
των τριγώνων τέμνονται άνά δύο, 
είς τρία σημεία Λ, Μ, Ν, κεί¬ 
μενα έπί τής αύτής ευθείας. 

θεωροΰμεν μίαν πυραμίδα, 
τής όποιας Ιστωσαν Σ'αλ, 
Σ'βΒ, Σ'γΓ αί προβολαί τών 
παραπλεύρων Ακμών. Αί προβάλλουσαι αϊτινες Αντιστοιχούν είς 
τάς κορυφάς α, β, γ θά δώσουν έπί τών Αντιστοίχων Ακμών τά 
σημεία Α', Β', Γ'. 

Επομένως τό έπίπεδον τής τομής Α'Β'Γ', τέμνει τό έπίπεδον 
τής βάσεως κατά μίαν εύθεϊαν καί αί Αντίστοιχοι πλευραί ΑΒ 
καί Α'Β', τέμνονται έπ’ αυτής τής ευθείας, Εστω είς τό Λ· άρα ή 
αβ διέρχεται έπίσης δι’ αύτοϋ τοΰ σημείου, διότι ή αβ είναι ή 
προβολή τής Α'Β'. 

177 β. Σημιίωαις. ΤΑ δύο θεωρήματα τοΰ ϋβϊβΓβυοε, είναι θε¬ 
μελιώδη είς τήν θεωρίαν τής ομολογίας. 

§ VI. Προβολαί ή τομαί 

178. Ή μέθοδος τών προβολών ή τομών, είναι τρόπον τινά ή 
Αντίστροφος τής μεθόδου, η όποία χρησιμοποιεί τούς βοηθητικούς 
Ογκους καί έπιφανείας, πρός μελέτην τών έπιπέδων προβλημάτων 
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τής Γεωμετρίας. Πράγματι, διά τής μ θόδου τών προβολών μετα- 
βαίνομεν είς Ινα πλέον άπλοΟν σχήμα, άπά τό προτιθέμενον ή 
μεταφέρομεν <να πρόβλημα τής Γεωμετρίας τοΟ χώρου, είς 8ν 
πρόβλημα τοΟ έπιπέδου, περιοριζόμενοι νά μελετήσωμεν πλέον τήν 
τομήν τοΟ στβρεοΟ ύπό ένός καταλλήλως έκλεγομένου έπιπέδου. 

θά περιορισθώμεν έδώ είς τήν χυλινΛριχήν προβολήν, δηλαδή τήν 
προβολήν τήν όποιαν δίδοουν εύθεΐαι παράλληλοι μεταξύ των, 
άλλά μέ τυχοΟσαν διεύθυνσιν, ώς πρός τό έπίπεδον χής τομής. 
ΟΟτω, ή μελέτη τής έπιπέδου προβολής ένός δοθέντος σχήματος, 
άνάγεται είς τήν μελέτην τής τομής τοΟ κυλίνδρου, τοΟ σχηματι- 
ζομένου ύπό τών προβαλλουσών τό δοθέν σχήμα. 


θιώρημα 


17Θ. Ή διχοτομος τής γωνίας ένός τριγώνου, διαιρεί τήν απέναντι 
πλευράν, είς μέρη Ανάλογα τών προσκειμένων πλευρών. 

Προβάλλομεν τάς κορυφάς Α καί Β έπί τής έξωτερικής διχο¬ 
τόμου ΟΚ. 

Λ1 πλευραί α καί β, Ιγουσιν τήν 
αύτήν κλίσιν πρός τήν 01, εΤναι δέ 
Ανάλογοι τών προβολών τών γ καί δ. 

Τό αΰτό συμβαίνει διά τά τμήματα 

μ καί ν. άρα -|ρ = X — 

Παρατήρησα. Διά τά τμήματα τά άρι- 
ζόμενα ύπό τής έξωτερικής διχοτόμου, 
προβάλλομεν τά τμήματα αύτά καί τάς 
προσκειμένας πλευράς έπί τής έσωτε- 
ρικής διχοτόμου. 

Ή άπόδειξις είναι έπίσης άπλή, ώς 
ή Ανωτέρω. 



Στ 117. 


θεώρημα τοΰ Κτνιλάον 

180. Έάν μία τέμνουσα, τέμνει τάς τρεις πλευράς ένός τριγώνου, 
τό γινόμενον τριών τμημάτων μή έχόντων κοινά πέρατα, Ισοΰται πρός 
τό γινόμενον τών τριών άλλων τμη¬ 
μάτων (άριθ. 166). 

Έπί τυχούσης εύθείας, προβάλ¬ 
λομεν τάς τρεις κορυφάς τοΟ τριγώ¬ 
νου, διά τών εύθειών Αα, Βρ, Γγ, 
παραλλήλως πρός τήν τέμνουσαν. 

Τό σημειον Ο εΤναι ή προβολή τών 
τριών σημείων Λ, Μ, Ν. 

Αί παράλληλοι διαιρούν τάς τε- 
μνούσας είς μέρη Ανάλογα· δυνά- 
μεθα λοιπόν νά άντικαταστήσωμεν 

τόν λόγον διά τοΟ κλπ. *»· 

Αλλά τήν σχέσιν ΑΛ. ΒΜ . ΓΝ = ΒΛ. ΓΜ . ΑΝ, 
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„ , ΑΑ ΒΜ ΓΝ 

** τί|ν βαΤμ" αν 


= 1, θυνάμεθα ν' άντικαταστήσωμεν διά 


«ο βο γο _ 
βο ' γο αο 

Ή τελευταία δμως αΰτη Ισότης είναι προφανής· συνεπώς ή 
ζητουμένη σχέσις άπεδείχθη. 


θεώρημα τοΟ Οανηοί 

181. 'Εάν ευθεία τέμνει τάς πλευράς ένός επιπέδου πολυγώνου, έκα¬ 
στη πλευρά διαιρείται είς δύο τμήματα. Τό γινόμενον δλων τών τμημά¬ 
των τών μή έχόντων κοινά πέρατα, ίβούται πρός τό γινόμενον δλων τών 
άλλων τμημάτων. 

"Εστω, π.χ., Ενα πεντάγωνον ΑΒΓΔΕ, τοΟ όποίου αΙ βιαβοχι- 
καί πλευραί ΑΒ, ΒΓ,... τέμνονται ύπό μιθς τεμνούσης είς τά ση¬ 
μεία Η, Κ, Λ. Μ, Ν. 

Προβάλλομεν τό σχήμα έπΐ μιας τυχούσης ευθείας ι γ, κειμέ- 
νης έπί τοΟ αύ'τοΰ έπιπέδου, δι“ ευθειών παραλλήλων πρός τήν 
τέμνουσαν, καί έστω ο τό σημεΐον δπου ή εύθεϊα αΰτη τέμνει 
τήν χγ. 

ΑΗ ΒΚ _ΓΛ_ ΔΜ_ _ 

ΒΗ ' ΓΚ ' ΔΑ ’ ΕΜ * ΑΝ ~ 1 

αο βο γο 6ο _εο__ 

Π βο ’ γο δο εο αο 

Ή σχέσις αΰτη είναι προφανής άρα ή πρώτη έδείχθη. 

181 α. Παρατήρηοις. Δεικνύομεν έπίσης δι’ ένός πολύ άπλοΟ 
τρόπου, τήν Ακόλουθον γενικήν πρότασιν : 

'Εάν επίπεδον τέμνει τάς πλευράς ένός στρεβλοϋ πολυγώνου, έκαστη 
πλευρά διαιρείται είς δυο τμήματα. Τό γινόμενον δλοιν τών τμημάτων τών 
μή έχόντων κοινά πέρατα, ϊοοϋται πρός τό γινόμενον όλων ιών άλλων 
τμημάτων. 

Αρκεί νά προβάλλωμεν τό σχήμα έπί ένός έπιπέδου καθέτου 
πρός τό τέμνον έπίπεδον, δι’ εύθειών παραλλήλων πρός τό τέμνον 
έπίπεδον· οϋτω έπανερχόμεθα είς τό θεώρημα τοΟ Ο&τηοΐ. 


Τόπος 

182. Μιά τριγωνική πυραμίς ΣΑΒΓ τέμνεται υπό ένός έπιπέδου. Τό 
έπίπεδον τοΰτο τέμνει τό έπίπεδον τής βάσεως κατά τήν εύθεΐαν ΛΜΝ, 
καί τήν πυραμίδα κατά τομήν Α'Β'Γ'. Στρέφομεν τήν τομήν Α'Β'Γ' 
περί τόν άξονα ΜΝ, καί «ρέρομεν τάς ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ’, ποιος είναι ό τό¬ 
πος τής κορυφής τής πυραμίδος ; 

Διά τοΟ ϋψους ΣΗ φέρομεν έπίπεδον ΣΗΟΡ κάθετον έπί τόν 
άξονα στροφής· τό έπίπεδον τοΰτο όρίζει δύο ευθείας ΔΕ, ΔΈ' 
τών όποιων άρκεϊ νά μελετηθή άντιστοίχως ή θέσις, διότι αύται 
είναι ουνδεδεμέναι σταθερώς μετά τής βάσεως καί μετά τού έπι¬ 
πέδου τής τομής. Οϋτω τό πρόβλημα άνάγεται είς τήν γνωστήν 
άσκησιν τής έπιπέδου γεωμετρίας : 
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Ποιος είναι 6 τόπος τοΰ οηαείου τομής Σ των «Αδειών ΑΔ', ΕΕ' 
(άριθ. 84). 

Ή κορυφή Σ γράφει περιφέρειαν τής όποίας τό έπίπεβον εΤναι 
κάθετον έπί τών ΜΝ· Ρ είναι τό κέντρον αύτής καί ΡΣ ή άχτίς. 

Παρατήρηοις. Δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν τό σημεΐον Σ, ώς ση- 
μεϊον βψεως τών δύο προοπτικών σχημάτων Α'Β'Γ', ΑΒΓ καί τό 



πρόβλημα άναφέρεται συχνά ύπό τήν μορφήν τοΰ θεωρήματος: 

"Εάν Ινα σχήμα ΑΒΓ μένει ακίνητον ενώ τό προοπτικόν τον Α'Β'Γ' 
στρέφεται περί τό ίχνος ΛΜΝ τοΰ ίπιπέδου, δ τόπος τοΰ σημείου Σ είναι 
χύχίος, τον όποιου ιό επίπεδον είναι κά&ετον έπί τόν άξονα ΛΜΝ. 

θεώρημα 

183. ΕΙς ένα τρίεδρον, τά τρία έπίπεδα τά δποϊα σχηματίζονται άπό 
έκάστην Ακμήν καί τήν διχοτόμον τής Απέναντι γωνίας, διέρχονται διά 
τής αύτής εύθείας. 

Λαμβάνομεν Τσα μήματα ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ έφ' έκάστης Ακμής* θά 
ϊχωμεν μίαν πυραμίδα Ιχουσαν βάσιν ΑΒΓ καί παραπλεύρους 
έδρας, τρία Ισοσκελή τρίγωνα. Ή διχοτόμος τής γωνίας τής κορυ¬ 
φής έκάστου έξ αύτών, διέρχεται Βιά τοΰ μέσου τής άπένοτντι 
πλευράς, έπομένως τά Ιχνη τών άγομένων επιπέδων έντός τοΟ 
τριέδρου έπί τοΟ έπιπέδου ΑΒΓ, είναι αί διάμεσοι τοΟ τριγώνου 
ΑΒΓ· άλλά αί γραμμσί αδται τέμνονται είς τό αύτό σημεΐον Μ· 
συνεπώς, τά τρία έπίπεδα τέμνονται κατά τήν εύθεϊαν ΣΜ. 

Πρόβλημα 

184. Νά περιγραφή κώνος έχ περιστροφής είς δοθέν τρίεδρον. 

Κατόπιν τοΟ προηγουμένου θεωρήματος, παρατηροΟμεν δτι άρ- 
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κεί νά περιγραφή μία περιφέρεια είς τό τρίγωνον ΑΒΓ, τό προ- 
κΟπτον θν ληφθη : 

ΣΑ=ΣΒ=ΣΓ 

Επειδή αΐ άκμαί είναι Τσάι, 6 κώνος θά εΤναι έκ περιστροφής. 

Παρατηρήσεις- 1) Δυνάμεθα νά περιγράψωμεν τέσσαρας κώνους 
έκ περιστροφής μέ δύο χοάνας, είς τρεις ευθείας διερχομένας διά 
τοΟ αύτοΟ σημείου. 

"Ομοίως δυνάμεθα νά έγγράψωμεν τέσσαρας κώνους έκ περί· 
στροφής μέ δόο χοάνας, ε!ς τρία έπίπεδα μη διερχόμενα διά τής 
αύτής ευθείας. 

2) Ή Παραστατική Γεωμετρία έπιτρέπει τήν πραγματοποίηση» 
κατασκευών άναφερομένων είς τώ πρόβλημα τοΟτο. (Βλ. ΕΙειηβηί* 
<ί« Ο^οτηέίτίε άβκήρίίνβ, ρετ Ρ. ί·, καί Ιβε Εχετοχοβί άε Οέοηχέίτχε 
ιίεβεήρϋυε, 4η (κδοσις). 



ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 


186. Όριβμός. Ή μέθοδος ή καλουμένη Μετασχηματισμός τών 
σχημάτων, συνίσταται είς τήν άντικατάστασιν ένός δοθέντος σχή¬ 
ματος ύπό ένός άπλουστέρου, συνδεομένου μετά τοΟ πρώτου διά 
σχέσεων θέσεως καί μεγέθους. 

Κατά τήν Εκθβσιν τών στοιχειωδών μεθόδων, θά χρηοιμοποιη- 
σωμεν τούς μετασχηματισμούς, οΐ όποιοι προκύπτουν έκ τών άκο- 
λούθων μετατροπών: 

1) Ή παράλληλος μεταφορά. 

2) Ή άναγωγή τών τεταγμένων ένός σχήματος. 

3) Όμοιότης καί όμοιοθεσία. 

4ι Ή μέθοδος τοΟ άντιθέτου προβλήματος. 

5) Ή άντιστροφή, ή ό μετασχηματισμός διά τών άντιστρόφων 
άκτίνων. 


| I. Παράλληλος μεταφορά 


18Θ. Μετ αφορά μι ας κορυφής. Τά θεμελιώδη θεωρήματα Τά 
άναφερόμενα είς αυτόν τόν τρόπον τοΟ μετασχηματισμοΟ, είναι 
τά άκολουθα: 

Δύο τρίγωνα Ιχοντα την αυτήν βάοιν καί τά αΰτό ΰιμος είναι Ισοδύναμα. 

Δύο πυραμίδες ίχσυοαι τήν αυτήν βάοιν και το αυτό νψος είναι ισο¬ 
δύναμοι. 

Χρησιμοποιοϋμεν συχνά τό πρώτον τών δύο τούτων θεωρημά¬ 
των, είς όλα τά προβλήματα είς τά όποια πρόκειται νά μεταβάλ- 
λωμεν Εν δοθέν πολύγωνον είς Εν τρίγωνον Ισοδύναμον καί νά 
διαιρέσωμεν Εν πολύγωνον είς μέρη Ισοδύναμα ή είς μέρη άνά- 
λογα πρός δοθέντα μήκη. 

ΧρησιμοποιοΟμεν τό δεύτερον θεώρημα, διά νά άποδείζωμεν 
θεωρήματα άναφερόμενα είς δγκους πρίσματος ή πυραμίδος. 

Ιδού ή (διότης τήν όποιαν χρησιμοποιοΟμεν συχνότερα: 

θεώρημα 

187. ’Εάν ή κορυφή ένός τριγώνου κινείται έπΐ μιας παραλλήλου 
πρός τήν βάοιν, τό τμήμα τό όριζόμενον ύπό τών δύο άλλων πλευρών 
τού τριγώνου, έπΐ μιας παραλλήλου πρός αύτήν τήν βάοιν, έχει σταθε¬ 
ρόν μέγεθος, οΐαοδήποτε οΰσης τής θέσεως τής κινητής κορυφής. 
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“Εστω τό τρίγωνον ΑΒΓ, τοΟ όποίου ή κορυφή μετεκινήθη είς 
τό Γ'. Πρέπει νά είναι: 

ΜΝ = Μ'Ν'. 



Έχομεν : 


ΜΝ _ 6 

ΑΒ υ 


άλλά 


δ _ Μ'Ν' 

υ ΑΒ 


άρα Μ'Ν' = ΜΝ. 


188. ΙΙαρατήρηοις. Τά άντίστοιχα όρθο- 
γώνια ΜΝΡΚ καί Μ'Ν'Ρ'Κ' είναι ίσα. 

Τά παραλληλόγραμμα τό όποια σχη¬ 
ματίζομε ν, φέροντες εκ τών Ν καί Ν’ ευ¬ 
θείας, αντιστοίχως παραλλήλους πρός τός 
πλευράς ΑΓ καί ΑΓ', θά είναι Ισοδύναμα. 


Πρόβλημα 


189. Είς εν τρίγωνον ΑΒΓ, νά άχθη παράλληλος πρός την Βάσιν, 
είς τρόπον ώστε, τό όρθογώνιον τό όποιον εγγρά- 
φεται αντιστοίχως, νά έχρ άθροισμα των τετρα¬ 
γώνων των δύο παρακείμενων πλευρών δοθέν τε¬ 
τράγωνον ρ’. 

Μεταφέρομεν τήν κορυφήν Γ είς τό Δ, είς 
τρόπον ώστε νά σχηματισθη όρθογώνιον τρί¬ 
γωνον ΑΒΔ. 

Πρέπει νά είναι : ΕΖ ! ΕΗ» = ρ’ 
άρα ΑΕ = ρ. 

ΟΟτω μέ κέντρον τό σημεΐον Α καί μέ 
άκτΐνα ρ, γράφωμεν μίαν περιφέρειαν.Ή καμ¬ 
πύλη αϋτη συναντά τήν ΒΔ είς δύο σημεία Ε καί Σ. 

Διά τοό σημείου Ε, φέρομεν παράλληλον ΕΝΜ πρός τήν βά- 
σιν τοϋ τριγώνου, κατόπιν ύψοΟμεν τάς καθέτους ΜΡ καί ΝΠ : 

ΜΝ=ΗΕ 

άρα ΜΝ’ -)- ΜΡ· = ρ*. 

Παρατήρηρις. Τό έλάχιστον τοΟ άθροίσματος τών τετραγώνων, 
άντιστοεχεΐ είς τόν πόδα Κ τής καθέτου ΑΚ. 




Πρόβλημα 

190. Είς δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ, 
νά έγγραφή όρθογώνιον, τοΰ όποιου 
ή περίμετρος νά Ισοΰται πρός δοθέν 
μήχος 2λ. 

Ύποθέτομεν τό πρόβλημα λε· 
λυμένον καί Ιστω ΜΝΠΡ όρθογώ- 
νιον τοιοΰτον ώστε ΜΝ-{-ΜΡ=λ, 
παρατηροΰμεν ότι τό πρόβλημα 
μεταπίπτει είς τό νά έγγραφή τό 
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όρθογώνιον ΑΗΖΙ' είς τό όρθογώνιον τρίγωνον ΓΑΔ, τής ούτής 
βάσβως καί τοΟ αύτοΟ ϋψους πρός τό δοθέν τρίγωνον. 

Αρκεί λοιπόν νά λάβωμεν: ΑΕ^=ΑΘ=λ, καί νά φέρωμεν τήν 
ΘΕ (αριθ. 99 α). 

'έχωμεν: ΖΗ + Ζί = λ, 

Άρα ΜΡ-)-ΜΝ = λ. 

191. Παρατήρησης. 1) Δυνάμεθα νά άποφύγωμεν τήν κατασκευήν 
τοΟ τριγώνου ΓΑΔ, διότι άρκεϊ νά φέρωμεν μίαν παράλληλον ΘΚ 
Εως 8του συναντήσει τήν Αθ, καί νά ένώσωμεν τό σημεΐον Κ 
μετά τοΰ Ε. 

Εχομεν, πράγματι : —έζ ου ΜΡ — λ. 


ΚΕ 


ΜΕ 

ΚΕ 


ΜΝ 

ΑΕ 


ΚΜ ,, Τ 
~ ΚΕ ' έζ ° υ 


μν τ ΚΜ 
ΜΝ = λ. - Γ . 


άρα 


ΜΡ + ΜΝ = λ. - 


κμ + με 


ΚΕ 


= λ. 


2) Ή δευτέρα αϋτη κατασκευή άγει άμέσως εις τήν λύσιν τοΰ 
άκολούθου προβλήματος, τό όποιον έκ πρώτης όψεως φαίνεται 
δυσκολώτερον. 

Πρόβλημα 

192. Είς τυχόν τρίγωνον, νά άχθη παράλληλος ΜΝ πρός τήν βάοιν, 
χαϊ διά τών σημείων Μ καί Ν εΰθεϊαι 
ΜΡ, ΝΠ παράλληλοι πρός τήν δοθεϊ- 
σαν γραμμήν ΧΨ, είς τρόπον ώστε τό 
έγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον νά 
ίχυ δσθεΐοαν περίμετρον 21ε. 

Ή’ άναπτυχθεΐσα λύσις είς τό 
προηγοΰμενον πρόβλημα καί ή χρή- 
σις τών αυτών γραμμάτων, μάς έπι- 
τρέπει νά περιορισθώμεν εις τήν Εκ- 
θεσιν τών πρός λυσιν τοΟ προβλή¬ 
ματος κατασκευών. 

Διά τής κορυφής Α φέ^ομεν μίαν 



παράλληλον πρός τήν X 1 


,αμβάνομεν : 
Αθ = ΑΕ = λ. 


Προεκτείνομεν τήν ΑΒ Εως διού συναντήσει τήν παράλληλον 
ΘΚ· ή ευθεία ΕΚ Ορίζει τήν κορυφήν Μ 
τοΰ παραλληλογράμμου. 

θά Εχωμεν: ΜΝ-|-ΜΡ = 1«. 

Πρόβλημα 

193. Είς δοθέν τρίγωνον, νά έγγραφή όρ¬ 
θογώνιον, τοϋ οποίου ή διαγώνιος έχει δοθέν 
μήκος. 

"Εχομεν ήδη ποαγματευθή τό πρόβλημα 
τοϋτο, ύπό μίαν διάφορον Εκφρασιν (άρ.189). 

θεωροΰμεν τό όρθογώνιον * τρίγωνον 
ΗΑΔ 
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Μέ κέντρον τό σημεΐον Α. καί μέ άκτΐνα τό δοθέν μήκος ΑΛ, 
γράφομεν τόξον κύκλου τό όποιον θά τμήση χήν ύποτείνουσαν 
εις δύο σημεία Ε καί Ζ. 

"Εκαστον τών σημείων τομής Ε καί Ζ δίδει άνά μίαν λύσιν 
ΠΜ = ΑΕ = λ. 

Παρατήρησις. Ή κάθετος ΑΚ θά έδιδε τό όρθογόνιον μέ τήν 
έλαχίστην διαγώνιον: ΙΣ θά ήτο ή άνω βάσις αύτοΟ τοΟ όρθο- 
γωνίου. 

194. Μεταφορά ίνός σχήματος . *// παράλληλος μεταφορά, ή άπλώς 
ή μέθοδος τής μεταφοράς, συνίσταται εις τό νά μεταφέρωμεν £ν 
σχήμα ΑΒΓΔ... άπό μίαν θέσιν δοθεΐσαν,είς μίαν άλλην Α'Β'Γ'Δ'..., 
είς τρόπον ώστε τά τμήματα ΑΑ', ΒΒ', ΓΓ' κλπ. νά είναι ίσα 
καί παράλληλα. 

Ή μέθοδος αϋτη δίδει συχνά πολύ άπλάς λύσεις· Ιδού μερικά 
παραδείγματα: 

Πρόβλημα 

194 α, Νά κατασκευαστή τετράπλευρον, τοϋ όποιου δίδονται αί γω- 
νίαι καί δύο απέναντι πλευραί. 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον ΑΒ καί 
ΔΓ αί δοθεΐσαι πλευραί, μεταφέρομεν τήν 
πλευράν ΔΓ εις τήν ΑΕ. 

Ή γωνία ΔΑΕ είναι τό συμπλήρωμα τής 
γωνίας Δ, έπομένως ή γωνία ΒΑΕ είναι γνω¬ 
στή, διότι ΙσοΟται πρός τήν διαφοράν τής 
γωνίας Δ άπό τής γωνίας Α· δυνάμεθα λοι¬ 
πόν νά κατασκευάσωμεν τήν γωνίαν ΒΑΕ, 
λαιιβάνοντες άκολούθως ΑΕ—ΔΓ, μήκος γνω¬ 
στόν, καί διά του σημείου Ε νά ψέρωμεν πα¬ 
ράλληλον πρός τήν ΑΔ έως δτου συναντήσει 
τήν ΒΥ· ή τομή αϋτη όρίζει τήν κορυφήν Γ. 

Πρόβλημα 

194 β· Μεταξύ δύο δοθεισών περιφερειών, νά έγγραφή μία ευθεία 

μήκους λ, καί ή όποια νά είναι πα¬ 
ράλληλος πρός μία δοθεϊσαν ΧΥ. 

Έστωσαν Α καί Β αί δοθεϊ- 
σαι περιφέρεια;· πρέπει νά άνα- 
τρέζωμεν είς τόν γεωμετρικόν τό¬ 
πον ό όποιος προκύπτει διά μιάς 
παράλληλον μεταφοράς (άριθ. 59, 
παρ. 2α). 

Έκ τοΟ κέντρου Α φέρομεν 
τήν εύθεϊαν ΑΓ Ισην πρός λ καί 
παράλληλον πρός τήν χΥ - κατό¬ 
πιν μέ κέντρον τό σημεΐον Γ, 
Υράφομεν μίαν περιφέρειαν Τσην πρός τήν Α. 

Δηλαδή, μεταφέρομεν τήν περιφέρειαν Α εις τό Γ, τρόπον 
ώστε ή ΑΓ νά ΙσοΟται πρός λ καί νά είναι παράλληλος πρός 
τήν ΧΥ. 
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Τό πρόβλημα Ιχει δύο λύσεις, τά σημεία τομής Μ, Μ' δίδουν 
τάς λύσεις ταύτας, τά σχήματα ΑΝΜΓ καί ΑΝ'ΜΤ είναι παραλ¬ 
ληλόγραμμα. 

Παρατηρήσικ. Ή περιφέρεια Α δύναται νά άντικατασταθή ύπό 
ένός τυχόντος πολυγώνου 1 ή παράλληλος μεταφορά δύναται νά 
γίνη πάλιν μέ τήν χρήσιν τοΟ κανόνος καί τοΟ διαβήτου. 

Ή περιφέρεια Β δύναται νά άντικατασταθή ύπό μι&ς τελούσης 
καμπύλης. 

ΕΙς τήν γενικήν περίπτωσιν, ύπάρχουν τέσσαρες λύσεις. 


Πρόβλημα 


194 γ. Δίδονται δύο περιφέρειαι Α καί Β, καί μία εύάεία ΧΥ* νά 
άχθή ιέμνουσα, παράλληλος προς τήν ΧΥ, είς τρόπον ώστε τό άάροι- 
ομα τών περιεχομένων χορδών νά ΐοοΟται πρός δσθέν μήκος λ. 

ΧρησιμοποιοΟμεν 
μίαν παράλληλον με¬ 
ταφοράν, καί ώς είς 
τό προηγούμενο πρό¬ 
βλημα, φέρομεν τήν 
ευθείαν ΑΓ παράλ¬ 
ληλον πρός τήν ΧΥ 
καί Τοην πρός τό δο- 
θέν μήκος λ, καί μέ 
κέντρον τό σημεϊον Γ 
γράφομεν περιφέρειαν 
μέ άκτίνα Τσην πρός 
τήν Α. Έκάστη πα- *»· **’· 

ράλληλος πρός τήν 
ΧΥ ώς και ή ΕΖ (σοΟται πρός λ. 

Διά μιάς παραλλήλου μεταφοράς, φέρομεν τήν περιφέρειαν Β 
είς τρόπον τό κέντρον της νά Ιλθη είς τό Δ, έπί τής καθέτου είς 
τό μέσον τής ΑΓ. 

Τά σημεία τομής δίδουν τήν λύσιν. 

Πράγματι, ΕΖ = ΑΓ = λ, ΚΖ = ΜΝ, άρα ΕΚ+ΜΝ = λ. 



Βλέπομεν, έπί τοΟ σχήματος, μίαν Δευτέραν λύσιν πλησιεστέ- 
ραν είς τήν ΧΥ. 

θ,ώρημα 

194 δ. 'Εάν τετράπλευρον Ιχει δύο απέ¬ 
ναντι πλευράς (σας, ή εύθεία ήτις συνδέει τά 
αέσα τών δύο άλλων πλευρών, είναι παράλ¬ 
ληλος πρός τήν διχοτόμον τής γωνίας τής 
σχηματιζομένης, ύπό τών δύο πρώτων πλευρών. 

Έστωσαν ΑΔ — ΒΓ καί Μ τό μέσον 
ιής ΑΒ. 

Διά μιάς μεταφοράς, φέρομεν τήν ΑΔ 
«Ις ΜΕ καί ΒΓ είς ΜΖ. Φερωμεν τήν ΕΖ 
καί δεικνύομεν βτι τό σημείον τομής Ν είναι τό μέσον τής ΔΓ. 

Τά Ισογώνια τρίγωνα ΔΝΕ, ΓΝΖ είναι Τσα, διότι ΔΕ = ΓΖ, 
βρα ΔΝ = ΓΝ· συνεπώς ή ΜΝ είναι ή εύθεία ή συνβέουσα τά 
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μέσο· δρα τά τρίγωνον ΕΜΖ είναι Ισοσκελές, καί έφ’ Οσον 
γΙΕ=ΝΖ, τό ϋψος ΜΝ εΤναι ή διχοτόμος τής γωνίας τής κορυφής 
Μ, καί είναι παράλληλος πρός τήν διχοτόμον (ΑΔ, ΒΓ). 

θεώρημα 

104 #. *Οτβν δύο τρίγωνα είναι κατ’ Αναλογίαν όμοια ΑΒΓ, Α'Β'Γ' 
καί διαιρέσωμεν είς μέρη ανάλογα πρός τά τμήματα α, β, γ, τάς ευθείας 
αΐτινες συνδέουν τάς δμολάγους κορυφάς, λαμβανομεν εν τρίγωνον αβγ 
δμοιον πρός τά δύο πρώτα. 

Μεταφέροντες τό Α'Β'Γ' είς τό ΑΒ"Γ'', κατάλογον διαιροΟν· 


Γ 



τες τό ΒΒ" καί ΓΓ" είς τόν αυτόν λόγον μέ τό ΒΒ' καί ΓΓ', λαμ- 
βάνομεν Εν τρίγωνον Λβ'γ', δμοιον πρός τά δύο πρώτα καί ίσον 
πρός αβγ· άρα τό τελευταίο τοϋτο εΤναι 
δμοιον πρός τά δοθέντα. 

196. ΧημίΙβκης. Ή μί&οίας τής τίαραΐΐήλον 
μεταφορά;, ή ήδη άναφερθεΐσα (άριθ. 59 α) 
ύπεδείχθη όπό τοΟ Μ. ΡέΤΕΚδΕΝ. καί συχνά, 
άφηρμόσθη ύπό τοΟ ΔανοΟ αύτοΟ σοφοΟ. 
(Βλέπε : ΜέίΗοάα βΐ ιΚέοηα ροχιν Ια ΓέιοΙαΙίοη 
άα ρτοΒΙέτηα άβ οοητίναείϊοηβ ^έοτηέίτίηιτα, 
σελ. 50 - 60. 

Ή μέθοδο; τής μεταφορά; άναφέρεταί ύπό 
τοΟ Μ. ίνΑΝ ΑΕΕΧΑΝΟΚ.ΟΚΡ, είς τά ύπ’ 
αύτοΟ, ΡτούΙέητα άβ (ϋονηέΙΐΛ* έΐέτηεηία&β, 
ρτοιιρέ) ά'αρεέι ία τηέΙΗοόα ά ετηρίοχετ ροατ 
ίβμ γ γ ίΜίπΐίοη (σελ. 94 καί 98). Ό συγγρα»; 
φεύς αύτός δεικνύει τόν τρόπον πρός λύσιν' 



15. Ζημ. μ ε τ. Αέγομεν ότι Βόο όμοια σχήματα, κείμενα ΙπΙ τού 
αότοδ έπιπέβου, είναι κατ’ Αναλογίαν όμοια, έάν είναι δυνατόν νά κι· 
νηθή τό Κν έκ τών δύο, παραμένον πάντοτε έπΐ τού όπιπέδο» του, οΰτ«| 
ώστε αί πλευραί του νά γίνουν παράλληλοι πρός τάς Αντιστοίχους πλευ* 
ράς τοό Αλλου. Ήάν τούτο βόγ είναι δυνατόν, τά όμοια σχήματα καλούν^ 
ται κατ’ Αντιστροφήν όμοια. 'Γπάρχουν σχήματα, τά όποια είναι κα| 
»ατ’ Αναλογίαν καί κατ’ Αντιστροφήν όμοια π. χ. Βϋο κύκλοι τού έπιπέΒοφ] 
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ένός μεγάλου άριθμοΰ προβλημάτων έπί τοΟ τυχόντος τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΓ*Δ. 

Έκ τής κορυφής Γ (σχ. 130), λαμβάνομεν ΓΕ ίσον καί παράλ¬ 
ληλον πρός ΑΔ, έπίσης ΓΖ πρός ΑΒ. 

1) Τό σχήμα ΒΔΕΖ είναι παραλληλόγραμμον, τοΟ όποίου αΐ 
πλευραί ίσοΰνται πρός τάς διαγώνιους τοΟ δοθέντος τετράπλευρου. 

2) ΑΙ τέσσαρες γωνίαι του τετραπλεΟρου ΙχΟυν μεταφερθή 
ε(ς τό Γ. 

3) Ή διαγώνιος ΔΖ είναι διπλασία τής εύθείας ΜΝ. ήτις συν¬ 
δέει τά μέσα τών ΑΔ, ΒΓ. 

§ II. 'Αναγωγή τών τεταγμένων 

196. 'Οριομός. Όνομάζονται τεταγμέναι ένός σχήματος αΐ κά¬ 
θετοι αΐτινες άγονται έκ διαφόρων σημείων τής περιμέτρου του 
έπί μιας σταθεράς ευθείας λαμβανομένης ώς 
άξονος. 

Ή τετμημένη ένός σημείου είναι ή άπό- 
στασις του ποδός τής τεταγμένης του, άπό 
ένός σημείου σταθερού, καλουμένου άρχή, 
καί λαμβανομένου έπί τοΰ έκλεγέντος άξονος. 

Λαμβάνομεν γενικώτερον ώς άξονας δύο 
ευθείας τεμνομένας ΟΧ, ΟΨ, σχηματιζούσας 
τυχοΟσαν γωνίαν. Έξ έκάστου σημείου τής 
περιμέτρου του πρός μελέτην σχήματος, φέ- 
ρομεν τάς παραλλήλους πρός τούς άξονας. 

ΑΙ παράλληλοι πρός τόν άξονα ΟΨ είναι αί 
τεταγμέναι, καί αί παράλληλοι πρός τόν ΟΧ είναι αί τετμημένοι. 
ΟΟτω ΡΜ είναι ή τεταγμένη τοΰ σημείου Μ. καί ΚΜ, ή ή Τση της 
ΟΡ. ή τετμημένη. 

197. Παραχήρηαις. 01 τρόποι μετασχηματισμού, οϊτινες πρόκει¬ 
ται νά υποδειχθούν είναι γνωστοί ύπό τό άνομα άναγωγή τών 
τεταγμένων ή κατάκλισις τών τεταγμένων- άλλά ό μετασχηματι¬ 
σμός δύναται νά γίνη έπί τών τετμημένων τόσον καλά, δσον καί 
έπί τών τεταγμένων. 

Δυνάμεθα νά αϋξήσωμεν ή νά έλαττώσωμεν τάς συντεταγμέ¬ 
νος, δηλαδή δυνάμεθα νά πολλαπλασιάσωμεν έκάστην τεταγμένην 
ή έκάστην τετμημένην έπί έναν σταθερόν αριθμόν, άκέραιον, κλα¬ 
σματικήν παράστασιν ή κλάσμα. 

Πρόβλημα 

193. Νά μελετηθούν αί μεταβολαί, αί όποϊαι προκύπτουν άπό τήν 
ιίναγωγήν ιών τεταγμένων ένός σχήματος. 

Πρέπει νά διακρίνωμεν τάς μεταβολάς αί όποϊαι άναφέρονται 
ι Ις τήν γεωμετρίαν τής θέσεως άπό έκείνας, αί όποϊαι άναφέρον- 
ιαι είς τά έμβαδά ή είς τούς όγκους. 

1) Διά τάς αύτάς τετμημένος ΟΕ, ΟΕ', ΟΡ. 

ΑΙ άντίστοιχοι τέμνουσαι ΓΓ', ΚΚ' τέμνουν τόν άξονα είς τό 
αυτό σημεϊον Λ. 

ΑΙ έφαπτόμεναι ΜΤ, ΝΤ, τέμνουν έπίσης τόν άξονα είς τό 
αύτό σημεϊον Τ 
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2) Τά έμβαδά έλαττοΟνχαι ή αυξάνονται άναλόγως τών άντι- 
στοίχων τβταγμένων. 

3) ΟΙ βγχοι έλαττοΟνται ή αύξάνουσιν άναλόγως τών άντι- 

στοίχων γραμμών. 

Πρόβλημα 

199. Νά μελετηθούν αΐ μβταβολαΐ 
αΐ όποΐαι προκύπτουν, άπό τήν χατά- 
χλισιν ιών τεταγμένων. 

1) ΑΙ Αντίστοιχοι τέμνουσαι συ- 
ναντώνται είς τό αύτό σημεΐον, τής 
κοινής διαμέτρου, τοΟ δοθέντας σχή¬ 
ματος καί τοΟ μετασχηματισμένου, 
ιό αύτό συμβαίνει καί διά τάς Αντι¬ 
στοίχους έψαπτομένας. 

2) Τό έμβαδόν τής έπιφανείας, ή 
όποια προκύπτει άπό τάς κατακλι- 
θεΐσας τεταγμένας ένός δοθέντος 

0 ΧήΡ α *°ζ. εύρίσκεται έάν πολλαπλασιασθή τό έμβαδόν τοΰ σχή¬ 
ματος τούτου, έπΐ τό συνημίτονου τής γωνίας κλίσεως. 

3) Τό αύτό συμβαίνει διά τούς Λγκους. 



θιώρημα 

δΟΟ.'Οταν μεταβάλλωμεν τάς τεταγμένας ή τάς τετμημένος ένός 8ο- 
θέντός σχήματος, τά έγγεγραμμένα αντίστοιχα σχήματα έχουν μεταξύ 
των τόν αυτόν λόγον, τόν όποιον Ιχουν χαί τά Αντίστοιχα περιγεγραμ- 
μένα σχήματα. 

θεωροΟμεν τρία τρίγωνα ίχοντα τό αύτό ϋψος καί τών όποίων 



Ιι 03. 


αί βάσεις είναι ίπΐ τής αύτής εύθείας. Τέμνομεν τά τρίγωνα αύτά 
ύπό μιάς εύθείας ΝΡ’ παραλλήλου πρός τήν βάσιν καί φέρομεν 
ΡΜ παράλληλον πρός τήν ΑΓ· Ρ’Μ' παράλληλον πρός τήν Α’Γ’, 
κλπ. (σχ. 133). 

Έχομεν προφανώς: 

ΓΝΡ _γνρ Γ'Ν'Ρ' 

ΓαΕΓ γαβ — ΓΆ'Β'. 

ΡΜΒ _ ρμβ _ Ρ' Μ'Β’ 

ΓΑΒ γαβ Τ^Α’Β' 

ΑΝΡΜ ανρμ ΑΝΡ'Μ 

° ρα ΑΓΒ ~ αγβ — ΑΤ'Β’ 
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θεώρημα 


201. Τά μέγιστα έγγβγραμμένα σχήματα βίναι αντίστοιχα. 

Τό θεώρημα τούτο, είναι Αμεσος συνέπεια τοΟ προηγουμένου 
θεωρήματος, άλλά ή μεγάλη χίρησιμότης τοΟ πορίσματος τούτου, 
μάς όοήγησεν εις τό νά τό παρουσιάσωμεν άπ' ευθείας. 

Εις Εν Ισοσκελές όρθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ, δεικνύομεν 
άπλούστατα ότι τό μέγιστον έγγεγραμμένον όρθογώνιον ΑΖΔΕ 
(σχ. 133) 6χει τήν κορυφήν του εις τό μέσον τής ύποτεινούαης. 
διότι τό άθροισμα ΔΕ-4-ΔΖ είναι σταθερόν καί (σοΟται μέ τό ΓΑ 
καί διά τό σημεΓον Δ μέσον τής ΓΒ οι προσθεταίοι είναι Ισοι. 
Τό μέγιστον όρθογώνιον είναι τό ήμισυ τοΟ περιγεγραμμένου 
τριγώνου. 

ΑΖΔΕ 1 


Έχομεν λοιπόν: 


ΑΒΓ 


Καί ό λόγος αύτός τοΟ έγγεγραμμένου όρθογωνίου παραλλη¬ 
λογράμμου πρός τό περιγεγραμμένον όρθογώνιον είναι Α μέγι¬ 
στος. ’Αλλά Ιχομεν έπίσης· 

αζδε Α'Ζ’ΔΈ 1 


αβγ 


Α'Β'Γ' 


. ΑΠΕΘ 

, ^ εν: ΑΠΗίΤ 


Αρα, δια τυχόν τρίγωνον, τό μέγιστον έγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον είναι 
Ικτίνο, τό όποιον σχηματίζεται φίροντις βιά τ ον μέοον τής δσέλείσης πλευράς, 
παραλλήλους πρός τάς δύο ίλλας. 

Πρόβλημα 

202. ΕΙς τυχόν τρίγωνον νά έγγραφή όρθογώνιον. τοϋ όποιου τό έμ- 
βαδόν νά Ισοΰται πρός Αοθέν τετράγωνον. 

ΔυνάμεΘα ν' άντικαταστήσεωμεν τό δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ δΓ 
ένός όρθογωνίου τριγώνου ΑΔΓ τής 
αύτής βάσεως καί τοΟ αύτοΟ ύψους. 

"Εστω ΑΠΗΚ = ΝΜΡΣ = λ*. 

Έάν τό τρίγωνον ΑΔΓ ήτο ισοσκε¬ 
λές όρθογώνιον, τό πρόβλημα θά ήτο 
λελυμένον (άριθ. 99). 

Λαμβάνοντες: ΑΖ = ΑΔ=υ 
ΠΕ 
ΠΗ 

ΠΕ __ΑΖ _ υ 

ΠΗ “ ΑΙ-Τ 

ΑΠΕΘ 



Αλλά 


£( «Μ. 


έξ, οδ 


· = - 3 -· Αρα ΑΠΕΘ = ΐε.*.——. 


λ* β " Γ " Ρ 

ΔυνάμεΘα νά εΰρωμεν Εν τετράγωνον, λ’, τό όποιον νά Εχη 

ϋ 

πρός τό Ιτ’ λόγον κατόπιν νά μεταφέρωμεν τήν εϋρεθεΐσαν 
πλευράν λ έκ τοΟ Α εις τό Λ, νά ψέρωμεν παράλληλον Λ1 πρός 
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τήν ΑΔ και νά ύψώσωμεν κάθετον ΙΠΝΜ· Εχομεν διαδοχικές-. 


•Αλλά 


ΑΠ . ΠΕ = ΑΠ . ΠΔ = λ» = λ>·-£~ 

Ρ 

ΑΠΗΚ ΑΓ _ β 
ΑΠΕΘ “ ΑΖ ~ υ 


ή ΑΠΗΚ— ΑΠΕΘ.— 

' υ 

άντικαθιστώντες τό ΑΠΕΘ ή τό ΑΠ. ΠΔ διά τής τιμής του 

θά Εχωμεν : 

ΑΠΗΚ = V* . — =λ* 

β υ 



203. Έγγΐγραμμίν ο* παραλίηΐιπϊιτιίον. "Οταν Εξ ένός τυχόν¬ 
τος σημείου τής βάσεως ένός τετραέδρου Σ, ΑΒΓ. φέρομεν Επί¬ 
πεδα παράλληλα πρός τάς παραπλεύρους Εδρας, σχηματίζομεν 
Ενα παραλληλεπίπεδον τοΟ όποιου α! τρεις Ιδραι είναι Επί τέν 
εδρών τής γωνίας Σ καί τού όποιου μία κορυφή είναι έπί τοΟ Επι¬ 
πέδου ΑΒΓ. 


θίώρημα 

204. Οϊανδήποτε μεταβολήν καί άν έφαςμόσωμεν είς μίαν ή καί πε* 
ριοσοτέρας άχμάς τής γωνίας Σ τον τετραέδρου, τό έγγεγραμμένον πα¬ 
ραλληλεπίπεδον χαϊ τό αρχικόν τετράεδρον έχουν τόν αυτόν λόγον, ώς" 
τό νεον παραλληλεπίπεδον καί τό μετασχηματιαθέν τετράεδρον. 

Περιοριζόμεθα είς τό να άποδείξωμεν τήν άπλουστέραν περί- 
πτωσιν. Υποθέτομεν δτι είς τό τετράεδρον Σ,ΑΒΓ, είς τό όποιον 
Ρ είναι ή κορυφή τοΟ Εγγεγραμμένου παραλληλεπιπέδου, Ελατ- 
τοΟμεν τήν άκμήν ΣΑ είς τό ημισυ, παραδείγματος χάριν, ή άπό- 
στασις τοϋ Ρ' άπό τής Εδρας Β’ΣΤ’, θά είναι τό ήμιου τής άπο- 
σχάσεως τοΟ Ρ άπό τής Εδρας ΒΣΓ, ένφ αί δύο άλλαι διαστάσεις 
τοΟ παραλληλεπιπέδου δέν ύφίστανται ούδεμίαν μεταβολήν· άρα, 
παριστώντες τά Εγγεγραμμένα στερεά διά τής Ρ καί Ρ’ θά Εχωμεν: 

Ρ Ρ’ 

Σ,ΑδΓ - Σ',Α'ΒΤ'· 

205. Πόρισμα. Είς τό μέγιστον Εγγεγραμμένον παραλληλεπίπε¬ 
δον είς τό τετράεδρον Σ θά άντιστοιχή τό μέγιστον παραλληλε¬ 
πίπεδον τό όποιον θά είναι έγγεγραμμένον είς τό τετράεδρον Σ’. 

Οϋτω, μετά τήν άπόδειζιν του δτι είς τρίεδρον τρισορθογώνιον 
μέ τρεις Τσας άκμάς, τό μέγιστον Επιτυγχάνεται δταν τό Ρ είναι 
τό σημεΐον τής τομής τών διαμέσων του Ισοπλεύρου τριγώνου 

ΑΒΓ, καί τότε τό παραλληλεπίπεδον είναι τά τοΰ τετραέδρου, 

θά συμπεράνομεν δτι διά τυχόν τετράεδρον ή κορυφή Ρ’ τοΟ με¬ 
γίστου Εγγεγραμμένου παραλληλεπίδου πρέπει νά είναι ή τομή 
τών διαμέσων τοΰ Α’ΒΤ', καί τό (Ιέγιστον έγγεγραμμένον στερεόν 

είναι τά -^· τοΰ θεωρουμένου τετραέδρου. 
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§ III. Όμοιόχης καί όμοιο&βοία 

906. 'Ομοιύτης. Ή σπουδή τΩν όμοίων σχημάτων βασίζεται κυ¬ 
ρίως έπί τοΟ άβωρήματοι τοΰ θαλον, τοΟ σχετικοΟ πρός τά δμοια 
σχήματα. 

Διά τήν λύσιν ένός προβλήματος, μέ τήν βοήθειαν τής όμοιό- 
τητος ή όμοιοθεσίας, κατασκευάζομεν συνήθως Ενα σχήμα δμοιον 
πρός τό ζητούμενον καί συγκρίνομεν Εν μήκος έπ’ αύτοΟ πρός τό 
δοθέν όμόλογόν του. Κατά τόν τρόπον αότόν έργαζόμεθα κυρίως 
βταν τό προταθέν πρόβλημα, ή τό άπλοόστερον αύτοΟ είς δ ανα- 
γόμεθα, όρίζεται διά τίνος δοθέντος μήκους. 

ΣημσΙωαις· Ό δρος όμοιούιαία όφείλεται είς τόν Οδεβίεβ, άλλ’ ή 
σπουδή τόν όμοιοθέτων σχημάτων είς τόν ΡοηοβΙβί. 

Πρόβλημα 

907. Νά κατασκευαστή τετράγωνον έκ τον Αθροίσματος ή τής δια¬ 
φοράς τής διαγωνίου καί πλευράς. 

Πάντα τά τετράγωνα είναι δμοια σχήματα καί ό λόγος δύο 
όμολόγων μηκών, είς δύο τυχόντα έξ 
αύτΩν, Ισος πρός τόν λόγον τΩν πλευ¬ 
ράν των. Κατά συνέπειαν, ό λόγος τοΟ 
Αθροίσματος ή τής διαφοράς τής δια· 
γωνίου καί πλευράς είς Εν τυχόν τετρά¬ 
γωνον πρός τήν πλευράν αύτοΟ, θά εί¬ 
ναι ό Τδιος καί είς Εν οίονβήποτε άλλο 
τετράγωνον. 

Έκ τής παρατηρήσεως ταύτης όδη- 
γούμεθα είς τήν έπομένην κατασκευήν. 

Κατασκευάζομεν τυχόν τετράγωνον 
ΑΒΓΔ, προεκτείνομεν τήν διαγώνιον ΑΓ 
καί γράφομεν τήν περιφέρειαν ΖΒΕ. μέ 
κέντρον Γ καί άκτϊνα τήν πλευράν ΓΒ. Σ χ . ι». 

Μεχαφέρομεν Ακολούθως τό βοθέν 
άθροισμα η διαφοράν έπΐ τοΟ τμήματος ΑΕ' (ή ΑΖ') καί φέρομεν 
τήν Ε'Β' (ή Ζ'Β') παράλληλον πρός τήν ΕΒ (ή ΖΒ). ΟΟτω βρίζε¬ 
ται ή πλευρά τοΟ ζητουμένου τετραγώνου ΑΒ’. 

208. Παρατήρησα. 1) Ή χρήσις τΩν όμοίων σχημάτων παρέχει 
λύσεις εύκόλως άνευρισκομένας άλλ' βχι καί τόσον κομψάς. Έν- 
βείκνυται Ιδιαιτέρως διά τήν έγγραφήν είς δοθέν σχήμα άλλου 
όμοίου πρός δοθέν. 

2) Είς ώρισμένας περιπτώσεις, θά πρέπει νά γίνεται συνδυα¬ 
σμός βοηθητικών κατασκευών μετ’ έκείνων τΩν όμοίων σχημάτων. 

Πρόβλημα 

90Θ. Είς τρίγωνον ΑΒΓ, νά έγγραφή όρθογώνιον δμοιον άλλου δο¬ 
θέντος. 

Τό πρόβλημα τοΟτο έλύθη ήδη (§ 99, γ)· ή δμοιότης, έν τού- 
εοις, είναι ή φυσική μέθοδος λύσεως, άφοΟ ζητοΟμεν σχήμα δο- 
•(ίσης μορφής. 

ΓιωμΜτρία 



7 
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Κατασκευάζομεν έπί τής ΑΓ όρθογώνιον ΑΓ Σ'Ρ' δμοιον πρός 

τό δοθέν καί φέρομεν τάς ΒΡ', ΒΣ'· 
Β είς τά Ρ, Π ύψοΟμεν καθέτους ΡΜ, 

α ΠΝ. θά ϊχωμεν 

/;\ ΜΝ _ ΜΡ^ ΜΝ ΑΓ 

\ \\ "αΓ" ~ ΑΡ’ " ΜΡ _ ΑΡ' * 

μ// ! \\ ν 210. Παραιήρηαις. 1) Δυνάμεθα νά 

,υ 1 ΤΊ\ κατασκευάσωμεν έπί έκάστης πλευ- 

α/ ί ! \ \ γ ράς ϊν όρθογώνιον καί νά ϊχωμεν 

/ΪΓ ^Λίν συνεπώς τρεις λύσεις. 

/ 1 / 1 “\[ \ 2) Επειδή έπΐ τής πλευράς ΑΓ 

_I_\^_\, δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν καί 

Α' Ρ· ιΐ' “ ν- δεύτερον όρθογώνιον δμοιον πρός τό 

_ 1Λ> δοθέν καί νά ϊχωμεν οΰτω Δευτέραν 

1 λύσιν, σχετικώς πρός τήν πλευράν 

αύτήν, θά ύπάρχουν ϊζ λύσεις τοΟ προβλήματος. 

3) Διά τήν έγγραφήν τετραγώνου, άρκεΐ νά λάβωμεν ΑΡ'=ΑΓ 
καί αΐ λύσεις περιορίζονται είς τρεις. 


Α ?■ ιϊ 


Πρόβλημα 


211. Είς δσθεΐσαν περιφέρειαν νά έγγραφή Ισοσκελές τρίγωνον τοΟ 
όποιου δίδεται τό άθροισμα λ τής βάσεως καί τοΰ ύφους. 


Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί ΑΒΓ τρίγωνον τοι- 
Η οΟτον, ώστε 



ΑΓ + ΒΔ = λ. 

Λαμβάνομεν τμήμα ΔΗ = ΑΓ, 
όπότε 

ΒΗ = λ. 

Διά πάν δμοιον τρίγωνον τό ΗΑΓ^ 
πρός τό ϋψος θά ΙσοΟται πρός τήν 
βάσιν.Επομένως καί διά τό τρίγωνον 
ΕΗΖ, μέ βάσιν έπΐ τής έφαπτομένης 
είς τό Β, θά ϊχωμεν 

ΖΕ = ΒΗ ή ΒΕ = -^-· 


Σ%. υι Έκ τούτων συνάγομεν τήν άκό- 

λουθον κατασκευήν: 

’Επί μιάς έφαπτομένης τής δοθείσης περιφερείας λαμβάνομεν 
τμήμα ΒΕ = έπί τής καθέτου πρός αύτήν ΒΗ = λ καί φέρομεν 
τ ήν ΛΕ. 

Τό σημείον Α όρίζεται οΟτω 1 έπειδή 

ΑΔ = -1- ΔΗ, άρα ΑΓ = ΒΗ καί ΑΓΒΔ = λ. 

Υπάρχει καί δευτέρα, έν γένει, λύσις Α'ΒΓ'. ; 

Παρατηρήσικ. 1) Τό πρόβλημα τούτο θά άναπτυχθή καί διερευ· 
νηθή άργότερον (§ 1503). Ί 
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2) Κατ* άνάλογον τρόπον έργαζόμεθα καί διά τήν Εγγραφήν 
ένός (σοσκελοΟς τριγώνου, μέ γνωστόν άθροισμα β 4* υ, εις Εν 
οΐονδήποτε κανονικόν πολύγωνον, ή καί Απλώς είς σχήμα Ιχον 
Αξονα συμμετρίας, άλλ’ ύπό τόν όρον, όπως ή κορυφή τοΟ τριγώ¬ 
νου είναι Εν έκ τών κοινών σημείων τοΟ άξονος τούτου καί τής 
περιμέτρου τοΟ σχήματος. 

θτώςημα τον ά'ΑΙαηΙκτΙ 

212. ΤρεΙς πβριφέρειαι, άνά δύο λαμβανόμεναι, ορίζουν εξ κεντφα 
όμοιοθεσίας· τά τρία έξωχεριχά κέντρα ευρίσχονται έπ' ευθείας καθώς 
καί δύο Εσωτερικά καί εν έξωτεριχόν. 

Έστωσαν Λ, Μ, Ν τά Εξωτερικά κέντρα καί Δ, Ε, Ζ τά Εσω¬ 
τερικά. Θά άποδείξωμεν ότι τα τρία πρώτα εύρίσκονται έπ’ εύ- 
Θείας γραμμής. 



Σ*. 138. 


Πάσα ευθεία διερχομένη 6Γ ένός κέντρου όμοιοθεσίας δυο σχη¬ 
μάτων είναι άξων όμοιοθεσίας διά τά σχήματα ταΰτα. άποτελεί- 
ται δηλ. έξ ένός ζεύγους όμολόγων γραμμών αΐ όποΐαι συνέπε¬ 
σαν· άντιστρόφως, πάς άξων όμοιοθεσίας δύο σχημάτων διέρχε¬ 
ται διά τοΟ Αντιστοίχου κέντρου όμοιότητος. 

Έκ τούτων Επεται, ότι ή εύθεϊα ΛΜ, ώς διερχομένη διά τοϋ 
σημείου Λ είναι άξων όμοιοθεσίας τών περιφερειών (Α) καί (Β) 
καί ώς διερχομένη διά τοΟ Μ είναι άξων όμοιοθεσίας διά τάς πε- 
ριφερείας (Α) καί (Γ). Είναι λοιπόν ή εύθεϊα αϋτη άξων όμοιοθε- 
σίας διά τάς περιφέρειας (Β) καί (Γ) καί ώς τοιαύτη διέρχεται 
κατ' Ανάγκην διά τοΟ κέντρου όμοιοθεσίας Ν τών δύο τελευταίων 
περιφερειών (“). 

§ IV. ΜέΦοδος τοϋ Αντιθέτου ηςοβλήματος 

213. Άνχί&ινον ΆρόβΙημα. Κατά τήν μέθοδον ταύτην, Επιλαμβα- 
νόμεθα κατά πρώτον τής Χύσεως τοΟ Αντιθέτου πρός τό προταθέν 
προβλήματος καί κατασκευάζοντες σχήμα ίσον ή όμοιον Εκείνου 


16. £ η μ. μ * τ. 01 άξονες νοούνται θετικής όμοιοθεσίας. Ανάλογος 
έκόδειξις θά ήΒύνατο νά γ(ν^ χαί διά τό δεύτερον μέρος τής προτάαεως. 


100 


ε(ς τό όποιον άγόμεθα, έπανερχόμεθα άκολούθως είς τό άρχικόν 
πρόβλημα. 

Ή μέθοδος αύτή χρησιμοποιείται ε(ς τά περισσότερα τών προ¬ 
βλημάτων τΔν άναφερομένων είς τήν έγγραφήν σχημάτων. Διά 
τήν έγγραφήν, έπΐ παραδείγματι, ένός σχήματος Α ε(ς δοθέν άλλο 
Β, περιγράφομεν είς τό σχήμα Α σχήμα Τσον ή δμοιον πρός τό Β 
καί έπιδιώκομεν άκολούθως νά άνεύρωμεν σχέσεις θέσεως τοιαύ- 
τας, ώστε νά δυνηθΔμεν νά έκτελέσωμεν τήν κατασκευήν κατ' 
άντίθετον τάξιν. 

Σήμαίωαις. Ή μέθοδος τοΟ άντιόίχον προβλήματα: ώνομάσθη πολ- 
λάκις μέθοδος ίΓ αντιστροφής- είναι, έν τοΰτοις, προτιμώτερον νά 
έπιφυλάξωμεν τήν όνομασίαν αύτήν διά μίαν άλλην, πολύ ένδια- 
φέρουσαν, μέθοδον τήν όποιαν θά γνωρίσωμεν άργότερον (§ 217). 

Πρόβλημα 

214. ΕΙς δοθέν τόξον ΑΒ νά άχθή έφαπτομένη ΜΓΝ, περαχονμένη 

είς χάς άχρας άχχίνας ΟΑΜ, 
ΟΒΝ χαΐ χοιαύχη, ώστε χό τμή¬ 
μα ΓΜ αύτής νά είναι τριπλά¬ 
σιον χοΰ ΓΝ. 

Κατασκευάζομεν πρΟτον 
σχήμα ομν δμοιον πρός τό ζη- 
τούμενον. 

Πρός τοΟτο, λαμβάνομεν 
τμήμα μγ=3 γν καί έπί τοΟ μν 
γράφομεν τόξον δεχόμενον γω¬ 
νίαν Τσην πρός τήν δοθεΐσαν 
ΑΟΒ. ΕΙς τό σημεϊον γ ϋψοΟ- 
μεν κάθετον γο καί μέ κένχρον 
τό σημεϊον ο καί άκτΐνα ογ γράφομεν τό τόξον αγβ. 

Διά τήν έπάνοδον είς τό δοθέν σχήμα, μεταφέρομεν τό τόξον 
αγβ είς τήν θέσιν ΑΤ'Β', φέρομεν τήν ΟΓ’ Γ καί είς τό σημεϊον 
Γ τήν κάθετον ΜΓΝ έπί τήν άκτΐνα ΟΓ. 

“Ενεκα τών όμοιων σχημάτων, θά Εχωμεν : ΜΓ=3ΓΝ. 

Πρόβλημα 

215. Νά έγγραφη Ε ^ζ δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ άλλο ίσον πρός δοθέν ΔΕΖ» 




Είς τό τρίγωνον ΔΕΖ περιγράφομεν τρίγωνον Ισον πρός τφ 
ΑΒΓ· πρός τούτο, έπί τής ΔΕ γράφομεν τόξον δεχόμενον γωνίαν 
Τσην πρός τήν Β, έπί τής ΔΖ άλλο δεχόμενον γωνίαν Τσην πρΛς 





101 


τήν Α καί διά τοΟ σημείου Δ φέρομεν τέμνουσαν αβ ΐσην πρός 
τήν πλευράν ΑΒ (§ 139). 

Τά τρίγωνα αβγ ( ΑΒΓ είναι Τσα, ώς Εχοντα μίαν πλευράν Τσην 
καί τάς προσκειμένας είς αύτήν γωνίας Τσας. Επομένως, τό πρός 
τά δεξιά σχήμα είναι Τσον πρός τό ζητούμενου καί άν λάβωμεν 
έπί τοΟ δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ τμήματα Αδ=αΔ κλπ., τό δεξιά 
τρίγωνον είναι τό ζητούμενον. 

Παρατήρησα. Είς πλείστας περιπτώσεις, περιοριζόμεθα είς τήν 
λύσιν τοΟ άντιθέτου μόνον προβλήματος - έπειδή έκ ταύτης ευκό¬ 
λως μεταβαίνομεν είς έκείνην του προταβέντος. 


Πρόβλημα 

216. Δυο παράλληλοι ΑΓ, ΔΒ ευρίσχονται είς άπόατααιν β άπ’ άλλή- 
λων, έξ ένός δέ σημείου Ο, είς άπόστασιν υ από τής πρώτης, φέρομεν 
τήν κοινήν κάθετον έπ’ αϋτάς ΟΑΒ. Είς ποιαν άπόστασιν γ απ' αυτής, 
μία άλλη κοινή κάθετος ΓΔ θά φαίνεται έκ τοϋ σημείου Ο υπό τήν 
μεγίατην γωνίαν ΓΟΔ ; 

"Ας λύσωμεν τό άντίθετον πρόβλημα. 

Διά τοΟ σημείου Ο άς φέρωμεν παράλληλον ΟΕ πρός τάς Α 
ΒΔ καί ζητήσωμεν τό σηρεϊον Ο τής ευθείας αύτής διά τό όποιοι 
τό ώρισμένης θέσεως τμήμα ΓΔ φαίνεται έξ αύτοΟ ύπό τήν μεγί- 
στην γωνίαν. 

Διά μίαν τυχοΟσαν 
περιφέρειαν διερχομένην 
διά· τής Γ Δ καί τέμνου- 
σαν τήν άχθεΐσαν πα¬ 
ράλληλον είς Ε, είναι 
γων. ΓΕΔ=ΓΝΛ. Γίνε¬ 
ται δέ ή γωνία αυτή με¬ 
γίστη έάν ή άκτίς τής 
περιφερείας καταστή ό¬ 
σον τό δυνατόν μικρο- 
τέρα, δηλ. δταν ή περι¬ 
φέρεια έφάπτεται τής 
παραλλήλου. 

Αρκεί, έπομένως, διά 
τήν λύσιν τοΟ προβλή¬ 
ματος νά γράψωμεν περιφέρειαν (Μ) έφαπτομένην τής έκ τοΟ ση¬ 
μείου Ο παραλλήλου είς τό σημεΐον αύτό καί Εχουσαν τό κέντρον 
της έπΐ τής μέσης παραλήλου ΜΝ. Τά σημεία τομής Γ,Δ, τής 
περιφερείας αύτής καί τών δύο παραλλήλων καθορίζουν τό τμήμα 
Γ Δ καί θά Εχωμεν: 

γων. ΔΟΓ - ΛΜΓ > ΛΝΓ — ΔΕΓ, 
άφοΟ ΓΜ < ΓΝ. 

Παρατήρηαις. Δυνάμεθα εύκόλως νά ύπολοχίσωμεν τριγωνομε- 
τρικώς τήν μεγίστην γωνίαν ΓΟΔ. Πράγματι, ή γωνία Ο = Μ, αΐ 
δέ πλευραί τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΓΛΜ Εχουν μήκη 

ΓΛ = γ, ΓΜ = ΜΟ —|- + υ 
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καί 


ΛΜ =|/(τ +υ ) , ~(τ)’ = ^( ϋ + Β ) 


Επομένως: 

ημΟ = ημΓΜΛ = -™. = -1 : (-|- + «) 

καί εφ Μ = εφ Ο = = ■ — 

Ζ ίυ(υ + δ) 


δ + 2υ 


$ V. "Αντιστροφή 

217. * Οριομός. "Ονομάζονται Αντίστροφα δύο σχήματα, έάν πάσα 

εύθεΐα ΟΜΜ', άγομένη έζ ένός 
βοθέντος σημείου Ο, τέμνει αύτά 
εις σημεία Μ καί Μ' τοιαΟια, ώστε 
τό γινόμενον τών έπί τής ευθείας 
τμημάτων ΟΜ, ΟΜ' νά Ιχη στα¬ 
θερόν τιμήν. 

Τό σταθερόν σημεΐον Ο όνο- 
μάζεται πόλος ή χέντρον τής άντι- 
στροφής, τά άντίστοιχα σημεία 
Μ καί Μ' άκπ'στροφχι (”) σημεία 
καί αί εϋθεΐαι ΟΜ, ΟΜ' άνιίοχρο- 
φοι Ιιχιβαχιχαΐ άχχΐνχς ("). Τό στα¬ 
θερόν γινόμενον (ΟΜ) (ΟΜ') κα- 

Ή Βύναμις άντιστροφής είναι ΰιτιχη βταν τά σημεία Μ, Μ' εύ- 
ρίσκωνται πρός τό αύτό μέρος τοΟ πόλου Ο. άρνηχιχή έάν εΰρί- 
σκωνται έκατέρωθεν αύτοΟ καί συμβολίζεται συνήθως διά ± Κ*. 

Τόν μετασχηματισμόν ένός σχήματος ΜΝΡ.εις Εν άλλο 

Μ'Ν Ρ'. τη βοηθείςι τής άντιστροφής θά τόν όνομάζωμεν μ+- 

χαοχημαχιομόν Ιι' ανχιοχροφής. 

Σημχίοαις Ή όνομασία: Ανναμις αημείου προς ιχιριφιρτιαν, έξ ής 
προέκυψεν καί ή Αύναμις Αντιστροφής, είσήχθη ύπό τοΟ δίεΐπετ. 

θίάρημα 

219. Δύο ζεύγη όμολόγων ση¬ 
μείων χεΐνιαι έπί τής αυτής περιφέ¬ 
ρειας καί αί αντίστοιχοι χορ&αΐ 
ΜΝ, Μ'Ν' είναι άντιπαράλληλοι ιέ- 
θείοι. 

Έστω Κ’ ή δύναμις άντιστρο- 
φής· έπειδή 

ΟΜ . ΟΜ' = Κ’ = ΟΝ . ΟΝ', 

Επεται 8τε τά τέσσαρα σημεία 
Μ. Μ', Ν. Μ' κεΐνται έπί τής αύτής περιφέρειας. 1 


11. Ζ η μ, με τ. "Ομόλογα σημεία καί όμόλογοι άχτΐνες άντιστμε*] 
φής »1ς τήν "Ελληνικήν άρολογίαν καί αϊτούς τούς όρους Θά χρησιμοκεΜ 
ο&μ*ν συνήθως. ί 




λεΐταί Αύναμις Ανχιοχροφής. 
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ΑΙ γωνίαι Μ' καί ΟΝΜ είναι Τσάι καθώς καί αΐ Ν' καί ΟΜΝ· 
ήτοι, αΐ Αντίστοιχοι χορδαί ΜΝ, Μ'Ν', είναι άντιπαράλληλοι 
πρός τάς εύθείας ΟΜΝ', ΟΝΝ'. 


θεώρημα 


216. Τό μήκος τής χορδής ΜΝ είναι τό πηλίκου τον γινομένου τής 
δυνάμεως Αντιστροφής έπί τό μήκος τής αντιστοίχου χορδής δια τού γινο¬ 
μένου των όμολόγων Ακτινών είς τα αχρα τής δευτέρας χορδής. 

Επειδή αΐ χορδαί ΜΝ, Μ'Ν' είναι άντιπαράλληλοι (Σχ. 143), 
τά τρίγωνα ΟΜΝ καί ΟΜ'Ν' είναι όμοια καί έπομένως : 


ΜΝ _ ΟΝ 
Μ’Ν’ - ΟΜ'* 


ΜΝ = Μ'Ν' 


ΟΝ 

©Μ 7, 


*Αφ· έτέρου, ΟΝ.ΟΝ' = Κ», ΟΝ=^-· δρα 


Επίσης: 


ΜΝ = Κ·. 


Μ'Ν'= Κ’ 


Μ'Ν’ 

ΟΜ’.όΝ’· 

ΜΝ 


σΜΤΤ5Η· 


θεώρημα 

220. ΑΙ έ(ραπτόμενοι δύο Αντιστρόφων γραμμών είς δύο σημεία αυ¬ 
τών όμόλσγα, σχηματίζουν (σας γωνίας μετά τής δι* αυτών διερχομένης 
Ακτϊνος Αντιστροφής. 

Πράγματι, δν ΟΜΜ', ΟΝΝ' εΐναι δύο τυγοϋσαι Ακτίνες, τό 
τετράπλευρου ΜΜ’Ν'Ν εΐναι έγ- 
γράψιμον, αί χορδαί ΜΝ, Μ'Ν' 
άντιπαράλληλοι καί 

γων. ΡΜΜ'= Ρ'Ν'Ο. 

Ή σχέσις αύτή θά διατηρεί¬ 
ται όσονδήποτε πλησίον καί άν 
Ιλθη ή άκτίς ΟΝΝ'πρός τήνΟΜΜ'. 

Είς τό βριον, έπομένως, Γ,όπότε αί 
χορδαί ΜΝ καί Μ'Ν' άποβαίνουν 
αί έψαπτόμεναι ΤΜ, ΤΜ', θά 
συμβαίνη 

γων. ΤΜΜ'=ΤΜ'Μ. 

ΣχόΙιον. Δύο έψαπτόμεναι ΤΜ, ΤΜ’, καί τό τμήμα ΜΜ' τής 
Ακτϊνος είς τά σημεία έπαφής σχηματίζουν Ισοσκελές τρίγωνον. 

θεώρημα 

221. Ή γωνία δύο γραμμών ένός σχήματος είναι Ιση πρός τήν γω¬ 
νίαν τών όμολόγων γραμμών είς τό Αντίστροφον σχήμα. 

Ή γωνία δύο καμπύλων είς τό σημείου τομής των εΐναι ή γω¬ 
νία τών έφαπτομένων τών καμπύλων είς τό σημείου αύτό. 
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"Εστωσαν ΜΔ, ΜΕ δύο καμπύλα» 



Β 


τοΟ πρώτου σχήματος, Μ'Δ', 
ΜΈ' α( Αντίστροφοι αό- 
τών είς τό δεύτερον σχή¬ 
μα. Πρέπει νΑ Αποδεί- 
ςωμεν δτι ή γωνία ΑΜΓ 
τών έφαπτομένων τών 
πρώτων είναι Τση πρός 
τήν γωνίαν ΑΜΤ' τών 
έφαπτομένων τών δευ¬ 
τέρων. 

Πράγματι, 

γων. ΓΜΜ'= ΓΜ'Μ, 
ΑΜΜ'=ΑΜ'Μ, (§ 220) 
Αρα 


Σχ· 145. 


γων. ΑΜΓ = ΑΜΤ'. 


222. Παρατηρήσεις. 1) Τά δύο ζεύγη έφαπτομένων όρίζουν τρα- 
πέζιον Ισοσκελές καί συμμετρικόν πρός τήν εύθεΐαν ΑΒ τών ση¬ 
μείων τομής τών έφαπτομένων. 

2) Είς ώρισμένας περιπτώσεις, τό Αντίστροφον σχήμα μιδς πε- 
ρίφερείας ΜΔ είναι εύθεία Μ'Γ' [$ 223]. Τό θεώρημα έξακολου- 
θεί νΑ ίσχύη. 

Ή γωνία ΑΜΓ τών έφαπτομένων ΙσοΟται πρός τήν γωνίαν τής 
έφαπτομένης ΑΜ' μετΑ τής εύθεΐας Μ'Γ’, τής Αντιστρόφου τοΟ τό¬ 
ξου ΜΔ. 

3) Δέν πρέπει νΑ συγκρίνωμεν τΑς γωνίας τάς σχηματιζομένας 
ύπό δύο ζευγών Αντιστοίχων χορδών, ΑλλΑ τάς γωνίας δύο ζευ¬ 
γών έφαπτομένων είς δύο όμολογα σημεία. 'Επειδή αί πρώται 
εύθείαι δέν είναι Αντίστροφοι Αλλήλων. 

θεώρημα 

223. Τό Αντίστροφον περιφέρειας διερχομένης διά τού πόλου αντι¬ 
στροφής, είναι ενθεΐα κάθετος έπΐ τήν διάμετρον τήν διερχομένην διά 
τοϋ πόλου. 

224. Άντιστρόφως, τό Αντίστροφον ευθείας είναι περιφέρεια βιερ- 
χομένη διά τοΰ πόλου καί ή διάμετρος αύτής, διά τοϋ πόλου, είναι κάθε¬ 
τος έπΐ τήν εύθεΐαν. 

225. Τό Αντίστροφον περίφερε ία; μή διερχομένης διά τοΰ πόλους 
είναι περιφέρεια δμοιόθετος αυτής πρός τόν πόλον. 

Ιδού μιρικαί έφαρμογαί: 


Αοτ θεώρημα τοϋ Πτολεμαίο* 

22Θ. Είς παν έγγράψιμον τετράπλευρον, τό γινόμενον τών διαγωνίαν 
είναι ίσον πρός τό Αθροισμα τών γινομένων τών Απέναντι πλευρών. 

"Εστω ΑΒΓΔ τό τβτρΑπλευρον, Δ'ΖΒ' τυχοΟσα κάθετος έπί τήν 
διάμετρον ΑΕΖ τής περιγεγραμμένης περιφέρειας, θεωρήσωμεν 
τήν Αντιστροφήν μέ πόλον τό σημείον Α καί δύναμιν Κ* = ΑΕ.ΑΖ 
καί Ισιωσαν Β', Γ' Δ' τά Αντίστροφα τών κορυφών Β, Γ, Δ. 
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Επειδή ή διά τοΟ Ζ άχθεΐσα κάθετος έπΐ τήν ΑΕ είναι ή άν- 
τΐστροφος τής περιφερείας, τά σημεία Β', Γ’, Δ’ κεϊνται έπ' αύτής 
καί θά Ιχωμεν 


Δ’Β’ = ΔΤ' + Γ'Β' (1) 
Άλλ* είδομεν βτι (§ 210): 

Κ· 


Δ'Β' = ΔΒ. 
ΔΤ' = ΔΓ . 
Γ'Β' = ΓΒ . 


ΑΔ.ΑΒ · 
Κ· 

ΑΔ.ΑΓ’ 
Κ· 


ΑΓ. ΑΒ’ 
καί ή σχέσις (1) γράφεται 


Α 



ΔΒ.Κ* _ ΔΓ.Κ* , ΓΒ.Κ» 

ΑΔ.ΑΒ “ ΑΔ.ΑΓ + ΑΓ . ΑΒ 
ή, άπαλείφοντες τούς παρονομαστάς, 

ΔΒ.ΛΓ = ΔΓ. ΑΒ+ΓΒ. ΑΔ, (2) 

ήτις είναι ή σχέσις τής έκφωνήσεως. 

Παραιήρησις. Έάν τό τρίγωνον ΑΔΒ είναι Ισόπλευρον, ΑΔ = 
ΔΒ = ΒΑ, ή σχέσις (2) γίνεται ΑΓ = ΔΓ -{"ΓΒ καί έκφράζει τό 
γνωστόν θεώρημα : Ή άπόστασις ίνός σημείου τής πεοιγεγραμμένης 
περιφερείας είς Ισόπλευρον τρίγωνον άπό μιας χοουφής αύιοΰ, είναι 
(ση πρός τό άθροισμα τών αποστάσεων του Λπό τάς άλλας δύο κορυ¬ 
φή « 680). 

22Θ α. "ΑλΙη άχ<59·ιξ>ς. Έκλέγομεν ώς πόλον τυχόν σημεΐον Ο 
τής περιφερείας, βύναμιν Κ* τυχοΟσαν καί Ιστωσαν α, β, γ. Β. αΙ 


ο 



•πιβατικαί άκτϊνες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ καί Α', Β', Γ', Δ' τά άντί- 
στροφα σημεία τών τεσσάρων κορυφών. 

ΓνωρΙζομεν Βτι Βιά τέσσαρα διαδοχικά τμήματα έπί μιδς εύ· 
•εΐας Ισχύει ή ταυτότης 

Α'Β'. Γ'Δ'+ Α'Δ'. Β'Γ'= Β’Δ'. ΑΤ'. 


( 1 ) 
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Πράγματι, άντικαθιστώντες Εκαστον τών τμημάτων Α'Δ', Β'Δ' 
Α’Γ' Βιά τών μικροτέρων τμημάτων έξ 5>ν άποτελεΐται, λαμβάνο- 
μεν ώς τιμήν εκάστου μέλους τής (1) τό άθροισμα 

(Α’Β'. Γ'Δ' + Α'Β'. Β'Γ' + Β'Γ'. Β'Γ'+ Γ'Δ'. Β'Γ') 

ΈπειΒή Βέ είναι 


Α'Β' : 

ή σχέσις (1) γίνεται 


ΑΒ.Κ* 
αβ 1 


Γ'Δ' = 


ΓΔ.Κ» 

γΒ 


κλη., 


ΑΒ.ΓΔ ΑΔ.ΒΓ ΒΔ ■ ΑΓ 
αβγΒ ’ αΒβγ ” βΒαγ 
Βηλ. ή προηγουμένη 

ΑΒ . ΓΔ + ΑΔ. ΒΓ = ΒΔ. ΑΓ. 

226β. Παρατήρηοις. Έάν ΑΒ.ΓΔ = ΑΔ.ΒΓ, θά Εχωμεν έπίσης καί 


Α'Β'. Γ'Δ'= Α'Δ'. Β'Γ' 


Β'Γ’ Δ'Γ' 
Β'Α' ~ ΔΆ' ’ 


ΕΙς τήν περίπτωσιν αύτήν, τό ταήμα Α'Γ' λέγεται Βιηρημένον 
άρμοτιχώς ϋπό τών σημείων Β' καί Δ', καθώς καί άντιστρόφως Βιά 
τό τμήμα Β'Δ' 6πό τών Β' καί Γ'. Α1 ε[ς τό σημεΐον Ο συντρέ- 
χουσαι τέσσαρες εύθεΐαι σχηματίζουν άομονιχήν δέσμην [τετράδα] κα( 
πάσα εύθεΐα τέμνουσα μίαν τοιαύτην Βέσμην Βιαιρεΐται άρμονικώς 
ύπό τών στοιχείων της. 

Έκ τούτων Επεται τό άκόλουθον 


θεώρημα 

227. "Εάν τετραπλέ ύρου Εγγεγραμμένου είς περιφέρειαν τά γινόμενα 
τών απέναντι πλευρών είναι Ισα, ή τετράς τών ευθειών, τών συνδεου- 
σών τυχόν σημεΐον τής περιφέρειας μετά τεσσάρων κορυφών τοΟ τετρά¬ 
πλευρου, ορίζει έπί πόσης ευθείας αρμονικήν τετράδα σημείων. 

Παρατήρηοις. Τά τετράπλευρα ταΟτα όνομάζονταί αρμονικά καί 

είς Εκαστον έξ αυτών τό γινό¬ 
μενον τών άπέναντι πλευρών 
είναι Τσον μέ τό ήμισυ τοΟ 
γινομένου τών Βιαγωνίων. Διά 
τάς Ιδιότητας αύτών βλέπε 
§ 2454. 

Πρόβλημα 

228. Νά χατασχευασθή περι¬ 
φέρεια Βιερχομένη Βιά δυο ση¬ 
μείων Α,Β καί τέμνουσα περιφέ¬ 
ρειαν (Γ) κατά δοθεΐσαν γωνίαν μ. 

Έστω τό πρόβλημα λελυ· 
μένον καί μ= ΛΜΝ ή γωνία 
τών έφαπτομένων είς τό σημεΐον τομής Δ. 

ΘεωροΟμεν άντιστροφήν υέ πόλον τό σημεΐον Α καί δόνα· 
μιν ΑΚ· = Βύναμις τοΟ σημείου Α πρός τήν Βοθεΐσαν περιψ4·, 
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ρειαν (Γ), ΐνα διατηρηθή ή περιφέρεια αϋτη. Κατ’ αύτήν, ή ζητου- 
μένη περιφέρεια (Ο) θά μετασχηματισθή είς εύθείαν Ζθ, τέμνου- 
οαν τήν περιφέρειαν (Γ) κατά τήν δοθείσαν γωνίαν μ καί διερχο- 
μένην διά τοΟ άντιστρόφου Η τοΟ σημείου Β. 

Ή εύθεία Ζθ προσδιορίζεται εύκόλως, έφ' βσον θά είναι μία 
τών έφαπτομένων τών άγομένων έκ τοΟ Η πρός τήν περιφέρειαν, 
τήν όμόκεντρον τής δοθείσης (Γ) καί έφαπτομένην τής χορδής ΜΝ. 
Ή 6έ ζητουμένη περιφέρεια (Ο) είναι ή άντίστροφος τής εύθείας 
Ζθ, μέ κέντρον έπί τής έκ τοΟ Α καθέτου πρός αύτήν καί διάμε¬ 
τρον ΑΕ όριζομένην έκ τής σχέσεως 

ΑΕ. ΑΖ = ΑΚ*. 

Παραχήρηαις. Υπάρχουν δύο λύσεις, καί μόνον, άντίστοιχοι τών 
δύο, έν γένει, έφαπτομένων έκ τοΟ Η πρός τήν θεωρηθεϊσαν όμό¬ 
κεντρον τής (Γ) περιφέρειαν. 


Τόπος 

229. ΠοΙος δ τόπος τών σημείων έπαφή; ιών περιφερειών τών έφα- 
πιομένων άνά δύο καί δύο δοθεισών περιφερειών ; 

θεωρήσωμεν περιφερείας έφαπτομένας άλλήλων άνά δύο κα¬ 
θώς καί τών πλευρών δοθείσης γωνίας Α καί άντιστροφήν μέ τυ¬ 



χόντα πόλον Ο καί δύναμιν τυχοΟσαν Κ’. Κατ’ αύτήν, αί πλευραί 
τής γωνίας Α καί ή διχοτόμος αύτής μετασχηματίζονται είς περι- 
φερείας διερχομένας διά τοΟ πόλου καί τοό άντιστρόφου Ε τής 
κορυφής Α καί μέ διαμέτρους ΟΒ, ΟΓ, ΟΛ άντιστοίχως τοιαύ- 
τας, ώστε 

ΟΒ . ΟΒ' = ΟΓ' = ΟΔ .ΟΔ' - Κ», 

βπου Α', Β', Γ', ο( πόδες τών έκ τοΟ Ο καθέτων έπί τάς τρείς 
εύθείας. Αί δέ περιφέρειαι αί έφαπτόμεναι άλλήλων άνά δύο, με¬ 
τασχηματίζονται είς περιφερείας έφαπτομένας άλλήλων άνά δύο 
καί τών περιφερειών (ΟΒ), (ΟΓ), καί έχουσών τά σημεία Ν, Μ, 
Κλπ. τών πρός άλλήλας έπαφών έπί τής περιφερείας (ΟΔ). Επειδή 
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αΟτη είναι τό Αντίστροφον τοΟ τόπου ΑΜ'Ν'. τών σημείων έπα- 

φής είς τό Αρχικόν σχήμα ( ,β ). 

Οΰτω φθΛνομεν είς τό Ακόλουθον θεώρημα: 

229 ο. Έάν έγγράψωμεν μεταξύ βύο περιφερειών ακολουθίαν περι¬ 
φερειών έφαπτομένων άνά δύο, τά αημεΐα έπαφής εύρίσχονται έπΐ μιας 
περιφερείας. 

290. Παρατηρήσεις. 1) Επειδή ή περιφέρεια (ΟΔ) είναι ή Αντί¬ 
στροφος τής διχοτόμου τής γωνίας Α, όνοαΑζεται διχοτομούσα πε¬ 
ριφέρεια τών περιφερειών (ΟΒ), (ΟΓ). Ή εφαπτομένη αύτής Οα 
είς τό Ο είναι διχοτόμος τής γωνίας τών έφαπτομένων Ομ, Ον, 
τών περιφερειών (ΟΒ), (ΟΓ). 

2) “Ενεκα τών μετασχηματισμών είς τούς όποιους ΛγόμεΘα, 
Αναφέρομεν καί τΑ έπόμενα θεωρήματα. 

θιώρημ α 

231. Α( περιφέρειαι, αΐ τέμνουσαι όρθογωνίως δύο βοθείαας χαΐ μή 
τεμνομένας περιφερείας (Α) καί (Β), διέρχονται διά δύο σταθερών ση¬ 
μείων έπί τής διαχέντρου ΑΒ. 

Ό ριζικός Αξων ΓΔ τών βοθεισών περιφερειών είναι ό τόπος 



τών κέντρων τών περιφερειών, ώς αΙ (Γ) καί (Δ), αΥτινες τέμνουν 
όρθογωνίως τΑς (Α) καί (Β). 

Γενικώτερον, ή εύθεΐα ΓΔ'εΤναι ό τόπος, τών κέντρων τών περι¬ 
φερειών τών τεμνουσών όρθογωνίως πΑσας τΑς περιφερείας, αΥτινες 
Ιχουν ώς ριζικόν Αξονα τήν εόθεΐαν τούτην. Επειδή αί έκ τών 
σημείων της έφαπτόμεναι ΓΕ, ΓΖ, ΓΖ'—, εΓναι π&σαι Υσαι καί 
κΑθετοι έπί τΑς Ακτίνας ΑΕ, ΒΖ, ΒΖ'. 

Άφ’ έτέρου, δύο τυχοΟσαι έκ τών περιφερειών τοΟ δευτέρου συ¬ 
στήματος, αί μέ κέντρα Γ, Δ. X. χ., έχουν ώς ριζικόν Αξονα τήν 


18. Ζ η μ. με τ. Είς τήν άπόβειξιν ύπετέθηβαν αί περιφέρειαι (ΟΒ! 
(ΟΓ) τεμνύμεναι· άλλ' 4 τύπος είναι πάντοτε περιφέρεια, οίανβήποτε Μ 
οιν καί 4ν έχουν πρύς άλλήλας αί περιφέρειαι αδται. 
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εύθείαν ΑΒ, άφοϋ αΐ δυνάμεις τών Α καί Β πρός χάς περιφερείας 
αύτάς είναι Τσάι· έπειβή ΑΕ’^ΑΘ 2 καί ΒΖ 3 = ΒΗ*. Επομένως, 
ή εύθεϊα ΑΒ, ώς ριζικός άξων τοΟ συστήματος τών περιφερειών 

Γ, Δ.. τέμνει ταύτας είς σταθερά σημεία I, ,1, τά Εχοντα μη- 

Βενικάς δυνάμεις πρός αύτάς. 

232. 1) Ό Ροηοβίβί, βσπς πρώτος έθεώρησεν τά σημεία αύτά, 
τά ώνόμασεν οριακά σημεία. (Βλ. Τταίΐέ άεε ρΓοριτέίέβ ρτοίβαΤίνεε 
όβε ίΪ£ΐΐΓβ9. ίοπιε I, Νο ηβ). 

2) Τά οριακά σημεία είναι πραγματικά καί διάφορα άλλήλων 

έάν αΐ δοθείσαι περιφέρειαι (Α), (Β), (Β'). δέν τέμνωνται, καί 

συμπίπτουν είς Εν έάν αί περιφέρειαι αύταί έφάπτωνται (τό κοι¬ 
νόν σημείον έπαφής των). Έάν αί περιφέρειαι Εχουν κοινά σημεία 
τά όριακά σημεία είναι φανταστικά. ΤοΟτο συμβαίνει λ. χ. διά τάς 

περιφέρειας ώς αί (Γ), (Δ). τοΟ δευτέρου συστήματος* έπειδή 

αί όρθογώνιοι πρός αύτάς περιφέρειαι του πρώτου συστήματος 
(Α), (Β). δέν συναντοΟν τήν διάκεντρον Γ Δ. 

θίάρημα 

233. Δύο περιφέρειαι μή τεμνόμεναι, Εχουν ώς αντίστροφα δύο όμο- 
χεντρους περιφέρειας, έάν ώς πόλος άντιοτροφής ληφθή εν έχ των 
όρ ιαχών σημείων. 

Έκλέγοντες, πράγματι, τό σημείον I (Σχ. 150) ώς πόλον άντι- 

στροφής, παρατηροΟμεν δτι αί περιφέρειαι (Γ), (Δ).. ώς διερχό- 

μεναι διά τοΟ πόλου 1 καί τοΟ σημείου ], μετασχηματίζονται είς 
εύθείας διερχομένας διά τοΟ άντιστρόφου ]' τοΟ δευτέρου σημείου. 
Επειδή δε αί περιφέρειαι αδται είναι όρθογώνιοι πρός τάς περι¬ 
φέρειας (Α), (Β), (Β').. Επεται δτι ή δέσμη τών διά τοΟ ]' εύ- 

θειών θά είναι κάθετος έπί πάσας τάς περιφέρειας εις ίτς μετα¬ 
σχηματίζονται αί (Α), (Β). 

“Ητοι, αί περιφέρειαι (Α), (Β).Εχουν ώς άντίστροφα τάς πε- 

ρίφερείας μέ κοινόν κέντρον τό σημείον 

234. Παρατήρησις. Πδσαι αί περιφέρειαι, αϊτινες δέν τέμνονται 
καί Εχουν τόν αύτόν ριζικόν άξονα ΓΔ, δϋνανται νά μετασχημα- 
τισθοΟν εις όμοκέντρους περιφερείας. 


θβώρημα 


236. Δύο τεμνόμεναι περιφέρειαι (Α) (Β) μετασχηματίζονται εις 
(σας περιφερείας, έάν έκλεγή ώς πόλος άντισιροφής εν τυχόν σημείον 
μι&ς έκ τών περιφερειών αϊτινες διχοτομούν αυτός. 

Πράγματι, ή διχοτομούσα αΟτη περιφέρεια (Δ), ώς διερχομένη 
διά τοΟ πόλου καί τών δύο σημείων τομής τών περιφερειών (Α) 
καί (Β), μετασχηματίζεται προφανώς εις τόν ριζικόν άξονα τών 
Αντιστρόφων (Α'), (Β') τών περιφερειών αότών. Καί έπειδή ή (Δ) 
διχοτομεί τάς (Α) καί (Β), Επεται δτι τό άντίστροφόν της (Δ') θά 
Βιχοτομή τήν γωνίαν τών περιφερειών (Α') καί (Β') καί κατά συ¬ 
νέπειαν αί δύο τελευταίοι περιφέρειαι θά είναι Τσάι. 

ΈπειΒή, δύο περιφέρειαι, τεμνόμεναι κατά τήν αύτήν γωνίαν 
όπό τής κοινής των χορδής, κατ’ άνάγκην εΤναι Τσάι. 
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236. Παρατήρηοις. Τό θεώρημα είναι Αληθές καί έάν αΐ 66ο 
περιφέρειαι δέν τέμνωνται. Εις τήν περίπτωσιν αύτήν, ή διχοτο¬ 
μούσα περιφέρεια Αντικαθίσταται 6πό τής περιφέρειας ήτις είναι 
ο τόπος τών σημείων έπαφής τών περιφερειών τών έφαπτομένων 
Ανά δύο καί τών δοθεισών (Α) καί (Β) (§ 229). 

θΐώρημα 

237. Μεταξύ δύο περιφερειών (Α) καί (Β) αΐ όποΐαι δέν τέμνονται 

καί δέν έχουν χοινά σημεία, έγγράφομεν ακολουθίαν περιφερειών (Γ), 
(Λ). έκαστη τών όποιων έφάπτεται τών δοθεισών καί τής προηγούμε¬ 

νης καί επομένης αυτής περιφέρειας. 

1) Τά σημεία έπαφής πρός άλλήλας τών περιφερειών (Γ), (Δ). εύ- 

ρίσκονται έπί μιας περιφερείας (Π). 

2) Έάν τό πλήθος τών έγγεγραμμένων περιφερειών είναι ν καί ή πρώτη 
έξ αυτών έφάπτεται τής τελευταίας εις τι σημεϊον Μ τής περιφερείας 
(Π), θά υπάρχουν πάλιν ν περιφέρειαι, έφαπτόμεναι άλλήλων άνά δύο 
καί τών δοθεισών, οΐονδήποτε καί άν έχλεγή τό σημεϊον Ν τής περιφέ¬ 
ρειας (Π) ώς σημεϊον έπαφής τής πρώτης καί τελευταίας έξ αυτών. 

Αρκεί νά μετασχηματισθοΰν δι’ Αντιστροφής αΐ περιφέρειαι (Α) 
καί (Β) εις δυο άλλας όμοκέντρους (Α') καί (Β'). 

ΑΙ περιφέρειαι (Γ), (Δ). μετασχηματίζονται εις τάς ϊσας πε¬ 
ριφέρειας (Γ'), (Δ'). έγγενραμμένας μεταξύ τών περιφερειών 

(Α') καί (Β') καί τών όποιων τΑ σημεία έπαφής εύρίσκονται έπί 
τής όμοκέντρου πρός τΑς τελευταίας περιφερείας (Π'). Καί έπειδή 
τΑς ΐσας ταύτας περιφερείας δυνΑμεθα νΑ θεωρήσωμεν ώς έγγε· 
Υραμμένας ε(ς ν ίσους κυκλικούς τομείς ΜΌΜ” κλπ., γίνεται φα¬ 
νερόν βτι, έάν θεωρήσωμεν ένα κυκλικόν τομέα, Ισον πρός τούς 
προηγουμένους, ΜΌΝ" ώς πρώτον, μετά ν ϊσους πρός αύτόν το¬ 
μείς έπανερχόμεθα β[ς έκεΐνον άφ’ οδ Ανεχωρήσαμεν. 

θιώρημα τον ΡαΐΐΓ&αίΗ 

238. Ή περιφέρεια τών έννέα σημείων τριγώνου είναι έφαπτομένη 
τής έγγεγραμμένης καί τών τριών παρεγγεγραμμένων περιφερειών 
ίΐς αϋτό. 



X*. 1Μ. 

Έστω ΑΒΓ τό τρίγωνον, Μ,Ν τά κέντρα, μ,ν αΐ Ακτίνες τής 
έγγεγραμμένης καί μιας παρεγγεγραμμένης περιφερείας καί Η,Κ, Γ 
τΑ μέσα τών πλευρών. 
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Φέρομεν τάς άκτΐνας είς τά σημεία έπαφής καί προβάλλομεν 
χό σημεΐον Γ έπί τής ΑΒ είς χό θ. Γνωρίζομεν δτι 


ΓΜ _ μ ΔΜ _ μ 

ΓΪΤ — V ~ΔΪΗ"“' 7 


έπομένως : 


ΓΜ 

ΓΓΗ 


ΔΜ 

ΔΝ 


καί άνχικαθισχώνχες τά είς τήν τελευχαίαν σχέσιν μήκη διά τών 
προβολών των έπί χής ευθείας ΑΒ. λαμβάνομεν 

ΘΕ ΔΕ 
ΘΖ ~ ΔΖ' 

δηλ. χά σημεία Δ καί θ διαιροΟν άρμονικώς χό χμήμα ΕΖ. Καί 
έπειδή χό ήμισυ χοΟ τμήματος ΕΖ είναι μέσον άνάλογον τών Απο¬ 
στάσεων του μέσου χου Η άπό χά σημεία Δ καί θ (Νικ., Σ. Γ., 
§ 123 (2) ), καί άκόμη. ΑΖ = ΒΕ, άρα καί ΗΖ = ΗΕ, έπεχαι 6χι 

(ΖΕ> = ΗΔ. Ηθ.). 

Κατόπιν τούτων, άς μεχασχημαχίσωμεν χό σχήμα δι’ άντιστρο- 
φής. λαμβάνονχες χό Η διά πόλον καί διά δώναμιν Κ* χό γινόμε¬ 
νον ΗΔ. ΗΘ = ΗΕ* = ΗΖ*. Κατ' αύχήν, αΐ περιφέρειαι (Μ), (Μ) 
μετασχηματίζονται είς έαυχάς, άφοΰ τά τετράγωνα χών έκ χοΟ Η 
έφαπχομένων πρός αύχάς ΗΕ, ΗΖ είναι Τσα πρός Κ*· ή δέ περι¬ 
φέρεια τών έννέα σημείων, ώς διερχομένη διά χοΰ πόλου Η, μέ¬ 
σου τής ΑΒ, καί διά χοΟ ποδός θ χοΰ έκ χοΟ Γ ϋψους χοΟ τρι¬ 
γώνου, μετασχηματίζεται είς ευθείαν (ε), διερχομένην διά χοΟ 
σημείου Δ. Επειδή χοΰτο είναι Χό άντίσχροφον χοΰ θ, άφοΰ 
ΗΔ. Ηθ = Κ’. 

Ή ευθεία (ε) θά χέμνη χήν εύθείαν ΑΒ (άνχιστοιχοΟσαν είς 
έαυχήν κατά χήν άνχισχροφήν) κατά γωνίαν ΒΔΡ ΐσην πρός έκεί- 
νην κατά χήν όποίαν χήν τέμνει καί ή περιφέρεια χών έννέα ση¬ 
μείων, δηλ. κατά χήν γωνίαν ΛΗΒ, δπου ΗΛ είναι ή έφαπχομένη 
τής περιφέρειας αύχής είς χό Η. Άλλ* ή ευθεία ΗΛ είναι άντιπα- 
ράλληλος χής ΑΒ ώς πρός τάς πλευράς χής γωνίας Γ (§ 28,3) καί 
έπομένως ή ευθεία (ε) 64ν είναι άλλη παρά ή δευχέρα έσωτερική 
έφαπχομένη ΔΓ χών περιφερειών (Μ) καί (Ν). 

Καχ* άκολουθίαν, χό άντίσχροφον χής ευθείας (ε), δηλ. ή περι¬ 
φέρεια χών έννέα σημείων, έφάπχεχαι χών άντισχρόφων χών περι¬ 
φερειών (Μ), (ΓΗ). ΤαΟτα δέ, ώς είδομεν, συμπίπτουν πρός χάς 
Ιδίας περιφερείας (Μ) καί (ΓΗ). 

238α. Παραιήρησις. Διά νά ώρίσωμεν τά σημεία έπαφής Σ', Σ 
τής περιφερείας τών έννέα σημείων καί τών περιφερειών (Μ) καί 
(ΓΗ), άρκεϊ νά συνδέσωμεν χό σημεΐον Η μετά χών σημείων έπα¬ 
φής χής δευχέρας έσωτερικής έφαπχομένης πρός αύχάς. Ή ευθεία 
ΗΤ όρίζει χό σημεΐον Σ καί ή ΗΡ χό σημεΐον Σ'. (Βλπ. έπίσης 
ί «341). 

238β. "Ενεκα χοΰ προηγουμένου θεωρήματος, ή περιφέρεια χοΟ 
Κυίετ ώνομάσθη πολλάκις καί ταριφίραα τον Ραι&τΙχιοΗ. ’Η όνομα- 
σία άλλωστε χής περιφερείας αύχής ώς τών ίντία αημΐίων δέν είναι 
πολύ έπιχυχής, δεδομένου δχι ή γραμμή αύχή διέρχεται καί διά 
πλήθους άλλων άξιοσημειώτων σημείων, ώς γνωρίζομεν σήμερον. 

ιό σημεΐον έπαφής χοΰ 4γγεγραμμένου κύκλου καί χοΰ κύκλου 
Τών έννέα σημείων είναι χό σημιϊον τον ΡειιβνύαϋΗ. (§ 1341 β). 
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Αντιστροφή ιΐς τύψ χώρο» 

899. Διά τά άντίστροφα οχήματα είς τόν χώρον, βά περιορι- 
σθώμεν μόνον είς έκεΐνα τά οποία σχετίζονται πρός τό έπίπεβον 
καί τήν σφαίραν. Έάν στρέψωμεν μίαν εύβείαν καί μίαν περίφέ- 
ειαν περί μίαν διάμετρον κάθετον έπί τήν εόθεϊσν, παράγομεν 
ν Επίπεδον καί μίαν σφαίραν. 

Δύο περιφέρεια! στρεφόμενοι περί τήν διάκεντρόν των παρά· 
γουν 66ο σφαίρας. 

Έκ τών παρατηρήσεων αύτών προκύπτουν τά Επόμενα συμπε¬ 
ράσματα. 

θτώρημα 

840. Τό Αντίστροφον σχήμα σφαίρας πρός πόλον κείμενον έπ' αΰ- 
τής, είναι έπίπεβον κάθετον έπί τήν διάμετρον τήν Βιερχομένην βιά τοθ 
πόλον. 

Τό Αντίστροφον σχήμα έπιπέβου πρός πόλον Εξωτερικόν αΰτοΟ, είναι 
σφαίρα βιερχομίνη βιά τοΟ πόλου καί ίχουσα τό χέντρον της έπί τής 
βιά τού πόλον βιερχομένης καθέτου διαμέτρου έπί τό έπίπεβον. 

Τό Αντίστροφον σχήμα σφαίρας πρός πόλον μή κείμενον έπί τής έπι- 
φανείας της, είναι μία άλλη σφαίρα. Ό βέ πόλος είναι χέντρον όμοιό- 
τητος των δύο Αντιστρόφων σχημάτων. 

θεώρημα 

841. ΕΙς δύο άντίστροφα σχήματα, αΐ αντίστοιχοι γωνίαν είναι Ισαι. 

Έστωσαν (ΜΝ), (ΜΑ) βύο καμπύλαι είς τόν χώρον καί (Μ'Ν'), 
(Μ'Λ') αΐ άντίστροφοι αύτών. Α1 καμπύλοι (ΜΝ), 
(Μ'Ν') εύρίσκονται είς τό αότό έπίπεβον, βιερ- 
χόμενον διά τοΟ πόλου Ο, καί τό αότό συμβαί¬ 
νει καί διά τάς καμπύλας (ΝΑ), (ΝΛ'). 

θεωρήσωμεν τάς έφαπτομένας ΜΑ, ΜΒ τοΟ 
πρώτου ζεύγους τών καμπύλων καί τάς ΜΆ’, 
Μ'Β' τοΟ δευτέρου ζεύγους, άλλά διευθυνομένας 
κατ’ Αντιθέτους φοράς πρός τάς πρώτας. 

Αί τρίεδροι γωνίαι Μ, ΟΑΒ καί Μ', ΟΑΈ* 
είναι Τσάι, ώς Ιχουσαι μίαν δίεδρον Ισην περιε- 
χομένην μεταξύ δύο Εδρών Τσων άντιστοίχωε. 
Πράγματι, αί δίεδροι με κοινήν άκμήν ΟΜΜ' 
είναι Τσάι, αί δέ Εδραι ΑΜΟ, ΒΜΟ είναι Τσάι 
άντιστοίχως πρός τάς Εδρας Α'ΜΌ, Β'ΜΌ, ώς 
ήδη έδείχθη (§ 221). 

Επομένως, καί αί τρίται Εδραι τών δύο τριέ· 
δρων είναι Τσάι, ή 

ΑΜΒ = Α'Μ'Β'= Γ'Μ'Δ' (*») 

Παραχήρηακ. Έθεωρήσαμεν τήν κατά κορυφήν γωνίαν τής Γ'Μ'Δ' 
διά νά άχθώμεν είς Ισότητα τριέδρων. 

’ ί 

■(! 

19. 2 η μ· μ * τ. Αί καμπύλαι (ΕΝ), (ΝΛ) υποτίθενται έπίπεδοι εΜ 
τήν Ανωτέρω άπάβειξιν. η 
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θοώρημα 


242. Τό αντίστροφον σχήμα περιφερείας πρός πόλον έκτδς τού έπι- 
πέδου αυτής κείμενον, είναι περιφέρεια. 

"Εστω (ΑΒ) ή περιφέρεια, (Ρ) τό Επίπεδόν της καί Ο σημεϊον 
έκτός του (Ρ) κείμενον. Έκ 
τοΟ Ο άς φέρωμεν κάθετον 
Ο Μ έπΐ τό έπίπεδόν καί άς 
θεωρήσωμεν τό Αντίστροφον Μ' 
τοΟ ποδός Μ. 

Ή σφαίρα (Σ) μέ διάμε¬ 
τρον ΟΜ' είναι τό άντίστρο¬ 
φον τοΟ έπιπέδου (Ρ) καί, 4- 
πομένως, πάντα τά όμόλογα 
σημεία τής περιφερείας (ΑΒ) 
θά εΰρίσκωνταα έπ’ αύτής.’Αφ 1 
έτέρου, έπειδή ΟΑ . ΟΑ'=ΟΒ . 

ΟΒ', ύπάρχει σφαίρα (Τ) μέ 
μέγιστον κύκλον τήν περιφέ¬ 
ρειαν ΑΒΑ'Β' καί είς τήν ό- 
κοίαν άνήκει προφανώς ή πε¬ 
ριφέρεια (ΑΒ)' έπί τής σφαί¬ 
ρας ταύτης εύρίσκονται πάντα 
τά όμόλογα σημεία Δ’ τών 
διαφόρων σημείων Δ τής περι- 
φερείας (ΑΒ)· έπειδή είναι : 

ΟΔ . ΟΔ'= ΟΑ . ΟΑ = ΟΒ ,ΟΒ 

Ό τόπος, έπομένως, τών σημείων Δ’ είναι περιφέρεια, τομή 
τών σφαιρών (Σ) καί (Τ). 

243. Παραιηρήοιις. 1) ΑΙ άντίστροφοι περιφέρειαι (ΑΒ), (Α'Β') 
είναι άντιπαράλληλοι τομαί τοΟ κώνου μέ κορυφήν Ο καί βάσιν 
τήν περιφέρειαν (ΑΒ). 

2) Πάσα έπίπεδος τομή τοΟ κώνου παράλληλος τοΟ έπιπέδου 
(Ρ). δίδει περιφέρειαν άντίστροφον τής (Α'Β') Αλλά μέ διάφορον 
δύναμιν άντιστροφής. 

3) Τό έφαπτόμενον έπίπεδόν τής σφαίρας (Σ) είς τό Ο δίδει 
περιφέρειαν περιωρισμένην είς τό σημεϊον αύτό, ή 6έ διεύθυνσίς 
του άρκεϊ πρός καθορισμόν τών άντιπαραλλήλων ίομών τοΟ είς 
τήν (Σ) έγγεγραμμένου πλαγίου κυκλικού κώνου (ΟΑ'Β’). 

4) Ή θεώρησις τής σφαίρας (Τ) καί τού κώνου (ΟΑΒ) μάς 
Αδηγεΐ είς τήν έπομένην παρατήρησιν : Πάς κώνος τέμνων σφαί¬ 
ραν κατά περιφέρειαν ΒΑ, τέμνει αύτήν έκ νέου κατά περιφέρειαν 
πάλιν Α'Β'. 

5) Έάν ώς δύναμις Αντιστροφής ληφθή Κ*=2ρ·, δπου ρ ή άκτίς 
τής περιφερείας (ΑΒ), τό έπίπεδόν (Ρ) θά διέρχεται διά τού κέν¬ 
τρου τής Αντιστρόφου του σφαίρας (Σ). 


Μ' 



244. Στΐριογραφιχή προβολή. Όνομάζομεν ατερεογραφιχηψ προ- 
βοΐήψ ένός σφαιρικού σχήματος τήν κωνικήν προβολήν αύτοΰ έπί 
διαμετρικόν έπίπεδόν τής σφαίρας, όταν ώς κορυφή τού κώνου λη¬ 
φθή Εν τών άκρων τής καθέτου έπί τό έπίπεδόν διαμέτρου τής 
Οφαίρας. 


Γεωμετρία 


3 
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Σννέπειαι. Πδν Ο,τι άπεδείχθη διά τά Αντίστροφα σχήματα είς 
τόν χώρον Ισχύει καί διά χήν είδικήν περίπτωσιν τής ατερεογραφι- 
κής προβολής. 

Οϋτω, μία περιφέρεια ΑΜΒ προβάλλεται κατά περιφέρειαν 
Α'Μ'Β' αΐ γωνίαι διατηρούνται κλπ. 

θεώρημα τον ΟΗαιΙει 

246, Τό κένιρον Ν’ τής περιφέρειας καθ’ ήν προβάλλεται περκρε 
ρεια ΑΜΒ τής σφαίρας, είναι ή προβολή τής κορυφής Ν τού κώνου τοϋ 
περιγεγραμμένου είς την σφαίραν κατά τά σημεία τής θεωρούμενης πε¬ 
ριφέρειας ΑΜΒ. 

ΔΓ ένός τυχόντος σημείου Μ τής περιφερείας ΑΜΒ φέρομεν τό 
έπίπεδον ΜΟΝ, διερχόμενον διά τής άρχής Ο καί τής κορυφής Ν 
του περιγεγραμμένου κώνου.Ή ευθεία ΝΝΌ είναι ή προβάλλουσα 
τού Ν καί τό τμήμα Μ'Ν' ή προβολή τής έφαπτομένης ΜΝ. 

Διά νά άποδείξωμεν τήν πρότασιν καί νά δώσωμεν συνάμα 
μίαν άλλην άπόδειξιν τοΰ γνωστού θεωρήματος τής § 242, άρκεΐ 
νά δείξωμεν δτι τό μήκος Μ'Ν’ είναι σταθερόν. 

Πρός τούτο, παρατηροΰμεν δτι ή γωνία ΟΜΝ, ή σχηματιζο- 

μένη ύπό τής εύθεΐας ΟΜ καί τής 
έφαπτομένης ΜΝ, είναι Τση πρός 
τήν γωνίαν τής ΟΜ μετά τού τόξου 
τής περιφερείας, ήν όρίζει έπΐ τής 
σφαίρας τό έπίπεδον ΜΟΝ (*»). 

Τό Αντίστροφον τού τόξου τού¬ 
του είναι τμήμα Μ'Ν' (§§ 220, 223), 
καί έπομένως αί γωνίαι ΟΜΝ, 
ΟΜ'Ν' είναι παραπληρωματικά!. 
Καί έπειδή είς δυο τρίγωνα αί ττλευ- 
ραί, αί Απέναντι Ισων ή παραπλη* 
ρωματικών γωνιών είναι Ανάλογοι 
(§ 150), θά Εχωμεν: 



Σι ιμ 


Μ'Ν' _ ΟΝ' . Μ . Μ , ΜΚ1 ΟΝ' 
ΜΝ ΌΝ" «|ΜΝ_ΜΝ. ον> . 


Δηλ. ή Μ'Ν' Εχει μήκος σταθερόν. 

246 α. Σημείωαις. Τό θεώρημα τού Οδεείβε έδόθη τό 1816. Ή 
Ανωτέρω έκφώνησίς του παρέμεινε κλασσική καί δέν θά πρέπει νά 
τροποποιηθή- κατ' αύτήν, ή προβολή δέν νοείται ώς Αρΰή, Αλλά 
ώς κωνική ή κεντρική, καθώς τήν έθεωρήσαμεν. 


Γενική παρατήρησες 


1 


246. "Οπως είδομεν, οίαδήποτε καί άν είναι ή θέσις ένός έπι* 
πέδου (Ρ) ώς πρός τήν Αντίστροφον αύτοΰ σφαίραν, ό πόλος 
τής Αντιστροφής είναι τό Εν τών άκρων τής διαμέτρου τής σφαΙ<> 
ρας τής καθέτου έπΐ τό έπίπεδον. ' 

"Αν Μ' είναι ό πούς τής διαμέτρου ταύτης έπΐ τό Επίπεδα 


20. £ η μ. Μ * τ. Επειδή ή ΜΝ Εφάπτεται τοδ τόξου τούτου είς τό I 
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δυνάμεθα εύκόλως νά διαπιστώσωμεν τήν άλήθειαν τΛν έπομένων 
παρατηρήσεων: 

Πας μέγιστος χόχλος τής σφαίρας διερχόμενος διά τού χόλο» Ο με¬ 
τασχηματίζεται είς ευθείαν τοΰ (Ρ) διά τού σημείου Μ'. 

Πας μικρός χόχλος τής σφαίρας διερχόμενος διά τοΰ χόλου μετασχη¬ 
ματίζεται είς ευθείαν τοΰ (Ρ), μή διερχομένην διά τοΰ Μ'. 

Πάσα περιφέρεια τής σφαίρας μή διερχομένη διά τοΰ χόλου έχει ώς 
αντίστροφον περιφέρειαν είς τό (Ρ). 

ΑΙ περιφέ^ειαι τοΰ (Ρ) αί διερχόμεναι διά τοΰ Μ' έχουν ώς αντί¬ 
στροφα μικρούς χόχλους τής σφαίρας, διερχομένονς διά τοΰ διαμετρι¬ 
κού σημείου τοΰ πόλου. 

Πάσα ίδιότης ένός σφαιρικού σχήματος έχει τήν αντίστοιχόν της έπϊ 
τοΰ αντιστρόφου σχήματος είς τό (Ρ). 

Άντιστρόφως, πάσα ίδιότης ένός σχήματος είς τό έπίχβδον (Ρ) έχει 
τήν αντίστοιχόν της έπϊ τοΰ αντιστρόφου αυτού σχήματος είς τήν σφαίραν. 


Παραίίίγματα 


247. θεωρήματα. (α) Είς τό 
έπίπεδον, πάσα τέ^ινουσα δύο πε¬ 
ριφερειών, διερχομένη διά τοΰ ένός 
τών κέντρων όμοιότητος αυτών, 
τέμνει τάς περιφερείας όχό ίσας 
γωνίας. 

(β) Δύο άντιομόλογα σημεία δό- 
νανται νά θεωρηθούν ώς σημεία έ- 
παφής περιφερείας έφαπτομένης τών 
δύο περιφερειών. [Νιχ., Σ. Γ. § 63). 

(γ) Δύο ζεύγη άντιομολόγων ση¬ 
μείων ανήκουν είς τήν αυτήν πε¬ 
ριφέρειαν (Νιχ.,Σ,Τ. § 63). 

(δ) Ό τόπος τών σημείων έχ 
τών οποίων δυνάμεθα νά φέρωμεν 
ίσας έφαπτομένας πρός δύο περι¬ 
φέρειας, είναι ευθεία κάθετος έπϊ 
τήν διάχειτρον τών περιφερειών. 

Ή εΟΘεία αυτή καλείται ρι¬ 
ζικός ά£α>ν τών δύο περιφερειών. 


(ε) Πάσα περιφέρεια μέ χέντρον 
έπϊ τοΰ ριζικού άζονος καί ακτίνα 
τήν έξ αυτού έφαπτομένην πρός 
τήν μίαν ή τήν άλλην τών δύο 
περιφερειών, τέμνει όρθογωνίως 
αΰτάς. 

(ζ) ΑΙ περιφέρειαι, αί διερχό- 
μεναι διά δύο σταθερών σημείων 
καί τέμνουοαι δοθεϊσαν περιφέ¬ 
ρειαν, ορίζουν χορδάς έπϊ τής τε- 
νομένης περιφερείας διερχομένας 
ιά τού αυτού σημείου. 


Αντίστοιχα θεωρήματα, (α) 
Είς τήν σφαίραν, πάς μέγιστος χό¬ 
χλος διερχόμενος διά τού ένός τών 
κέντρων όμοιότητος δύο μικρών 
κύκλων αυτής, τέμνει αότους υπό 
ίσας γωνίας. 

(β) Δύο άντιομόλογα σημεία 6ύ- 
νανται νά θεωρηθούν ώς σημεία 
έπαφής χόχλου έφαπιομένου τών 
δύο μικρών χόχλων. 

(γ) Δύο ζεύγη άντιομολόγων ση¬ 
μείων άνήχουν είς τόν αυτόν χό¬ 
χλον. 

(δ) Ό τόπος τών σημείων έχ 
τών οποίων δυνάμεθα νά φέρωμεν 
πρός δύο μικρούς χόχλους τόξα 
μεγίστων κύκλων έφαπτόμενα αυ¬ 
τών χαί Ισα, είναι μέγιστος χό¬ 
χλος κάθετος πρός έχείνον, όστις 
διέρχεται διά τών κέντρων ιών δύο 
μικρών κύκλων. 

Οδτος καλείται ριζικός κύ¬ 
κλος τών δύο μικρών κύκλων. 

(ε) Πάς κύκλος μέ χέντρον έπϊ 
τοΰ ριζικού χύχλου χαϊ πολικήν 
αχτίνα τήν χορδήν τοϋ έξ αύτοϋ 
έφαπτομέναυ τοξου μεγίστου χό¬ 
χλου πρός τόν ένα ή τόν άλλον 
τών δύο μικρών χόχλων, τέμνει 
όρθογωνίως αότούς. 

(ζ) ΟΙ χόχλοι μιας σφαίρας, οί 
διερχόμενοι διά δύο σταθερών ση¬ 
μείων αυτής χαϊ τέμνοντες δοθέντα 
μικρόν χόχλον, ορίζουν, διά ιών 
σημείων τομής, μεγίστους χόχλους 
τής σφαίρας διερχομένους διά τής 
αυτής διαμέτρου. 
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248. Παρατηρήσεις. 1) Τό εξάγωνον τοΰ ΡαΒΟαΙ, το ίξάγωνον τοθ 
ΒήαηοΗοη Εχουν τά Ανάλογά των Επί τής Επιφάνειας τής σφαίρας 
καί βυνάμεθα νά διατυπώσωμεν τά άκόλουθα θεωρήματα: 

Εις πάν σφαιρικόν έξάγωνον Εγγεγραμμένου εις μικρόν κύκλον, τά 
σημεία τομής των αντικειμένων πλευρών εύρίσχονται έπί τής περιφε· 
ρείας μεγίστου κύκλου. 

Τά διαγώνια τόξα μεγίστων χόχλων, τά συνδέοντα τάς άντιχειμένας 
κορυφάς ένός σφαιριχοϋ έξαγώνου περιγεγραμμένου είς μικρόν κύκλον, 
διέρχονται διά τοΰ αΰτοΰ σημείου, ή άλλως, τά έπίπεδα των τριών με¬ 
γίστων κύκλων, οίτινες διέρχονται διά τών απέναντι κορυφών ένός 
έξαγώνου περιγεγραμμένου εις μικρόν κύκλον, διέρχονται διά τής αυτής 
διαμέτρου. 

Ιδού Εν παράδειγμα θεωρήματος έπί τής σφαίρας όδηγοΟντος 
εις θεώρημα Επί τοΟ Επιπέδου : 

Τό θεώρημα τοΰ Οιιέτιεαιι ΑΆτιτηοηΙ (§ 160) μετασχηματίζεται 
εις τό: 

Τό άθροισμα δύο αντικειμένων γωνιών ένός Επιπέδου τετράπλευρου. 
Εγγεγραμμένου είς περιφέρειαν καί τοΰ όποιου αί πλευραΐ είναι τυχόντα 
κυκλικά τόξα, είναι ίσον πρός τό άθροισμα τών δύο άλλων γωνιών αυ¬ 
τού. (ΒβΙΙζετ, § IV, η° 4). 

Είναι εΰκολον άλλωστε νά Αποδείξωμεν Απ' ευθείας τό θεώ¬ 
ρημα τοΰτο, ώς καί πολλά άλλα, λαμβανόμενα δι’ Αντιστροφής 
Εκ θεωρημάτων άναφερομένων εις σφαιρικά πολύγωνα. (Εχ. Α. Ο-, 
2* , 3* , 4« έάΐΗοηε, Ιίντε II, η 4 686). 

2) Ή στερεογραφική προβολή χρησιμοποποιεϊται εις τήν Χαρ¬ 
τογραφίαν. θεωροΟντες Επίπεδον μεγίστου κύκλου σφαίρας ώς τό 
Επίπεδον προβολής καί κέντρον προβολής Ενα τών πόλων τοΟ Επι¬ 
πέδου τούτου, λαμβάνομεν ώς προβολήν ένός τυχόντος κύκλου 
τής σφαίρας, περιφέρειαν πάντοτε ή εύθεΐαν. Παράλληλοι κύκλοι 
τής σφαίρας ή μεσημβρινοί προβάλλονται κατά περιφέρειας. Εν 
γένει, ευκόλως δυναμένας νά κατασκευασθοϋν, ή 6έ διατήρησις 
τών γωνιών ένός σφαιρικού σχήματος κατά τήν προβολήν Εχει ώς 
Αποτέλεσμα άπεικόνισιν αύτοΟ Επί τοΟ Επιπέδου Αρκετά πιστήν 
κατά τήν μορφήν. Ή Ισοδυναμία δμως τών Επιφανειών δέν διατη¬ 
ρείται διά περιοχάς άνίσως τοΰ πόλου άπεχούσας καί μάλιστα 
διά τάς Εγγύς αϋτοΟ εύρισχομένας. 

3) Ή λοξοδρομία είναι σφαιρική καμπύλη τέμνουσα οικογένειαν 
μεσημβρινών κατά σταθεράν γωνίαν. Διά τήν χάραξίν της σχεδιά- 
ζομεν μίαν λογαριθμικήν Ελικα Επί τοΰ Επιπέδου μεγίστου κύκλου, 
Εχουσαν ώς πόλον τό κέντρον αύτοΰ, καί προβάλλομεν Ακολούθως 
τήν καμπύλην ταύτην Από τίνος τών πόλων τοΰ Επιπέδου Επί τήν 
Επιφάνειαν τοΟ Αντιθέτου ήμισφαιρίου. (Εχ. Αε Οέοπι. ϋεκεΓίρίϊνβ, 
π° 1217 λ 1223). Επειδή, ώς γνωστόν, ή λογαριθμική Ελιζ τέμνει 
κατά σταθερόν γωνίαν τάς πολικός Ακτίνας τοΰ Επιπέδου της 
(καθ' 6ς προβάλλονται οΐ διά τών πόλων αύτοΰ μεσημβρινοί της 
σφαίρας), γίνεται φανερόν δτι ή λαμβανομένη καμπύλη, ή λοξοδρο¬ 
μία, θά τέμνη κατά σταθερόν γωνίαν τούς Εν λόγω μεσημβρινούς· 

4) Τό θεώρημα τον νίΙΙατοεαιι : τό διοεφαητόμενον (δίίβη^εηΐ) Μ' 
πεδον μιας σπείρας τέμνει τήν επιφάνειαν ταύτην χατά δύο χύχλονς ίοονς, 
ήγαγεν τόν Μαποδεΐχη είς θεώρημα Ανάλογον διά σφαίραν δισ·· 
φαπτομένην μιάς σπείρας. (Εχ. Αε Οέουι. Οεκετ. η°» 942, 943 ·( 
1202-1205). 
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248. Σημτίωαις. Ή στερεογραφική προβολή φαίνεται βτι 6φε(· 
λεται είς τόν Ίππαρχο* (150 π. λ.) καί μετεδόθη είς ήμδς Οπό τοΟ 
Πτολεμαίου (βλ. Ίοτοριχή βπιοκόπησις). Ή μέθοδος ΤοΟ μετασχηματι¬ 
σμού ίι' αντίστροφης προετόθη Οπό τοΟ δίαδδϊ τό 1843 καί έφηρμό- 
σθη κατόπιν Οπό τοΟ νίΐίίειπ ΤΗοπίδοπ Οπό τό Ονομα Ρτίηεΐρβ άε$ 
χτηαςε». Ό Ι.ΐουνί11ε έγενίκευσε τήν άρχήν ταύτην τό 1849* έπε- 
ξειργάσθη αυτήν διό τής όναλύσεως καί τήν ώνόμασεν μετασχη¬ 
ματισμόν διό αντιστρόφων ίπιβατιχών αχτίνων [Τταη»{οντηαΙ\οη ραν 
ταχ/οη» νκίειχη *έοΐρτθ<]Μβ»/. Ό Ορος Έπκράηιαι αντίστροφοι έχρησι- 
μοποιήθη Οπό τοΟ ΒΓεναίβ ε(ς τήν περίπτωσιν καθ’ ήν ή δόναμις 
όντιστροφής είναι Ιση πρός —1. (Ν. Α. 1854, ρ. 227 βΐ βαϊναπίεβ). 

Ή μί&οίος τής αντιστροφής είναι πολύ γόνιμος καί δυνόμεθα 
έπωφελΟς νό τήν χρησιμοποιήσωμεν καί είς ζητήματα τής σφαιρι¬ 
κής Τριγωνομετρίας (Βλ. Ρειιΐ Βειτεί, ϋ«9 ζηέίόο<1«8 «η Οέοιηό- 
Ιτΐε, ρ. 30). 



V 


ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ ΚΑΙ ΕΠΕΚΤΑΣΙΣ 


$ I. Διερεύνησις προβλήματος 


249. 'Οριομός. Ή διερεϋνησις ένός προβλήματος συνίσταται εις 
τήν σπουδήν τών διαφόρων περιπτώσεων, αϊτινες δύνανται νά πα- 
ρσυσιασθοΟν δταν μεταβάλλωνται τά δεδομένα αύτοϋ. 

Πρόβλημα 

260. Να άχδή παράλληλος πρός τάς βάσεις τραπεζίου είς τρόπον, 
ώστε ιό μεταξύ τών διαγώνιων τμήμα αυτής νά εχη δοδέν μήκος λ. 

Κατασχβνή. Λαμβάνομεν ΒΕ = λ καί φέρομεν τήν ΕΜ παράλ- 

Χηλον τής ΒΔ. Ή εύθεϊα 
ΜΝ είναι ή ζητουμένη. 

(α) "Εστω λ > ΑΒ. 
Λαμβάνομεν πάλιν 
ΒΕ'=λ 

καί έκ τοΟ Ε'φέρομεν παράλ¬ 
ληλον Ε'Μ’πρός τήν ΔΒ. Ή 
ευθεία Μ’Ν’ είναι ή ζητου¬ 
μένη άλλ" έξωτερική τοΟ 
τραπεζίου. "Υπάρχει πάν- 
Σι 1Μ _ τότε μία λύσις, οΐονδήποτ* 

καί άν είναι τό μήκος λ. 
(β) λ = ΑΒ. 

Εις τήν περίπτωσιν αύτήν, ή ΑΒ άπαντςι εις τό πρόβλημα. | 

(γ) ' ΑΒ “ ΓΔ 

Τό μεταξύ τών διαγώνιων τμήμα ΙΖ τής διαμέσου τοΰ τραπ«·| 
ζίου είναι τό ζητούμενον. "Επειδή 

ΑΒ ΓΔ , ΑΒ-ΓΔ 

2 



ΙΗ = 


ΖΗ 


καί ΙΖ: 


2 2 
(6) Διά λ = 0, τό τμήμα περιορίζεται είς τό σημεΐον Ο τομής τβ 
διαγώνιων. 

(ε) Διά άρνητικάς, τέλος, τιμάς τοΟ λ, θά έλαμβάνομεν ΒΕ": 
καί θά εόρίσκομεν τό τμήμα Μ"Ν"', τοΟ όποιου ή έκ τοΰ Μ'" πρ 
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Ν" φορά είναι Αντίθετος τής άντιστοίχου φοράς διά τά προηγού¬ 
μενα τμήματα. 

Σννοψΐ{. Τό πρόβλημα Εχει πάντοτε λύσιν καί μίαν μόνον διά 
μεταβολάς τοΟ X άπό -)- βο Εως 0 καί άπό 0 Εως — ® . 

Έάν δέν λαμβάνωμεν ύπ' Λψιν τήν φοράν τοΟ τμήματος ΜΝ 
καί τό σημεΐον Μ τοποθετοΰμεν πάντοτε έπί τής ΑΓ. τό μήκος λ 
θά θεωρείται πάντοτε θετικόν καί δι' Εκάστην τιμήν αύτοΟ' θά 
Εχωμεν δύο λύσεις· κατά τήν μίαν, τό τμήμα ΜΝ θά εύρίσκεται 
έντός τής γωνίας ΑΟΒ καί κατά τήν άλλην έντός τής ΓΟΔ. 

Πρόβλημα 

251. Νά έγγραφή περιφέρεια Εφαπτομένη τριών δοθεισών περιφε¬ 
ρειών Α, Β, Γ. 

Ή έπαφή δύναται νά είναι έσωτερική Α Εξωτερική. Είς τήν 
πρώτην περίπτωοιν παριστώμεν τάς περιφέρειας διά τών Α, Β, Γ 
καί είς τήν δευτέραν διά τών α, β, γ. 

Δύναταί τις νά Θεωρήση τάς έπομένας όκτώ λύσεις: (**) 

Α. Β, γ Α, β, γ 

(1) Α, Β, Γ (2) Α, β, Γ (3) α, Β, γ καί (4) α,β,γ. 
α, Β, Γ α, β, Γ 

Πράγματι, δμως, υπάρχουν τέσσαρες μόνον διάφοροι κατα- 
σκευαί- έπειδή ή (1) όμάς άντιστοιχεϊ είς τρεις έξωτερικάς έπα- 
φάς, Εκαστον μέλος τών (2) καί (3) είς δύο έξωτερικάς καί αίαν 
Εσωτερικήν ή δύο έοωτεριχάς καί μίαν Εξωτερικήν καί ή (4) ομάς 
είς τρεις Εσωτερικός Επαφάς, 

Παρατήρηαις. Α( όκτώ λύσεις άντιστοιχοΟν άνά δύο ώς Εξής: 
ί Α, Β, Γ 1 Γ Α. Β. γ ί Α. β. Γ ί α. Β. Γ 

I α, β. γ } ’ | α. β, Γ ' | α, Β, γ ’ | Α, β, γ 

ΕΙ&ιχαί 7κριπχώοΐΐ(. Μία ή περισσότεροι περιφέρειαι δύνανται νά 
θεωρηθούν περιοριζόμεναι είς σημεΐον, άφοΟ Εν σημεΐον δύναται 
νά θεωρηθή περιφέρεια μ£ άκτϊνα μηδενικήν· δυνάμεθα νά Εχωμεν 
διαδοχικώς : 

1) Δύο περιφέρειας καί Εν σημεΐον. 

2) Μία περιφέρεια καί δύο σημεία. 

3) Τρία σημεία. 

Μία ή περισσότεροι περιφέρειαι δύνανται νά άντικατασταθοΟν 
6Γ ευθειών- Επειδή μία εύθεϊα δύναται νά θεωρηθή ώς περιφέρεια 
μί άκτϊνα άπείρως μεγάλην. Δυνάμεθα Επομένως νά Εχωμεν: 

4) Δυο περιφέρειας καί μίαν εύθεΐαν. 

5) Μίαν περιφέρειαν καί δύο εύθείας. 

6) Τρεις εύθείας. 

Δυνάμεθα τέλος νά θεωρήσωμεν καί τούς Επομένους συνδυα¬ 
σμούς : 

7) Μίαν περιφέρειαν, Εν σημεΐον καί μίαν εύθεΐαν. 

8) Δύο σημεία καί μίαν εύθεΐαν. 

9) "Εν σημεΐον καί δύο εύθείας. 

Ή γενική περίπτωσις τών τριών περιφερειών καί Εκάστη τών 


31. Σημ. μ ε τ. Πρόκειται περί ειδών, ή μορφών, λΰοεαιν. 
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είδικέν δύνανται νά παρουσιάσουν διαφόρους ποικιλίας, άναλό- 
γως τής θέσεως τέν δεδομένων. Διά τρεις λ.χ, περιφέρειας Α,Β,Γ, 
παρατηροΟμεν ότι: 

(α) Διά τρεις περιφέρειας έξωτερικάς άλλήλων καί μέ κέντρα 
μή κείμενα έπ’ εόθείας, ύπάρχουν <5χ«ώ διάφοροι Ινσας του προβλή¬ 
ματος. 

(β) Διά τρεις περιφέρειας έξωτερικάς άλλήλων καί μέ κέντρα 
κείμενα έπ' εόθείας, ύπάρχουν δχτώ Ινσ*ις, αυμμετρικαί άνά δόο 
πρός τήν διάκεντρον. 

(γ) Διά τρεις περιφέρειας, έκ τΟν όποιων αΐ δύο Α, Β τέμνον- 
ται καί ή τρίτη Γ είναι έξωτερική αυτών, ύπάρχουν τέασαρες μό¬ 
νον λύσεις. Πράγματι, αΐ Α καί Β θά έφάπτωνται τής ζητουμένης 
ή άμφότεραι εξωτερικές ή άμφότεραι έσωτερικές αύτής καί θά 
Χχωμεν τάς έπομένας μορφάς : 

Α, Β, Γ, Α, Β, ν α, β, Γ καί α, β, γ· 

(6) Διά τάς Α καί Β έξωτερικάς άλλήλων άλλ' έσωτερικάς τής 
Γ, αΐ λύσεις είναι χίοααρα, μέ έσωτερικήν πάντοτε έπαφήν τής Γ 
μετά τής ζητουμένης: 

Α, Β, γ α, β, γ Α, β, γ καί α, Β, γ. 

(ε) Διά Α καί Β τεμνομένας καί έσωτερικάς τής Γ, δύο λύσεις: 
Α, Β, γ καί α, β, γ. 

Παραχήρηοις. Τά άνωτέρω ϋποδειχθέντα είναι έπαρκή πρός δια- 
πίστωσιν τής μεγάλης ποικιλίας τέν όψεων ένός δεδομένου προ¬ 
βλήματος- καί θά ήδύνατο ν' άχθη τις καί είς πολλάς άλλας Ιδιο¬ 
μορφίας έάν έπεθύμει νά τό έξετάση διά πάσαν δυνατήν διάταξιν 
τέν δεδομένων αύταΟ. 

Πρόβλημα 

252. Νά έξετασθή τό πλήθος των λύσεων τάς όποιας δύναται νά 
ίχχ) τό πρόβλημα: Νά γραφή περιφέρεια (Γ) εφαπτομένη δύο δοθεισών 
περιφερειών (Α) καί (Β) καί Ιχουαα ακτίνα δοθεΐααν γ. 

"Ας είναι α, β αΐ άκτϊνες τέν (Α) καί (Β), δ ή διάκεντρος 
αύτών. 

Ή μεγαλυτέρα άπόστασις δύο σημείων τέν δοθεισέν περιφε¬ 
ρειών είναι α + β + δ καί ή μικροτέρα δ —(α-)-β). 

Ύποθέσωμεν α > β καί τάς δύο περιφέρειας έξωτερικάς άλ¬ 
λήλων : 

6>α + β. 

1) 2γ>6-{-α-{-β. Υπάρχουν όκτώ λύσεις, συμμετρικά! άνά 
δύο ώς πρός τήν διάκεντρον ΑΒ. 

2) 2γ=64-α4-β. Ύπάρχουν έπτά λύσεις- έπειδή αί δύο πε- 
ριβάλλουσαι τάς δοθείσας καί συμμετρικοί πρός τήν διάκεντρον 
συμπίπτουν εις μίαν. 

3) δ -μ α β> 2 γ) δ-)-α — β, καί κατά μίϊζονα Ιόγοτ, >6-)-β—α. 

Ύπάρχουν ϊξ λύσεις. 

4) 2γ = 64-α — β Πέντε λύσεις. 

5) δ-)-α — β>2γ>6-{-β — α Τέσσαρες λύσεις. 

6) 2γ = δ-|-β — α Τρεις λύσεις. 

7) 6 + Ρ — α > 2 γ > δ — (α-)-β) Δύο λύσεις. 

θ) 2γ = 6—(α4-β) Μία λύσις. 

9) 2γ<δ —(α-|-Ρ) Ούδεμία λύσις. 
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ΕΙΛιχαι περιπτώσεις, θά ήδυνάμεθα άκόμη νώ άναζητήσωμεν τόν 
Αριθμόν τών λύσεων, άναλόγως τής σχετικής θέσεως τών περιφε¬ 
ρειών πρός άλλήλας καί τών διαφόρων τιμών τού μήκους γ. 

Έάν λ. χ. ή περιφέρεια (Β) είναι έσωτερική τής (Α), δυνάμεβα 
νώ Ιχωμεν τέσσαρας, τρεις, δύο, μίαν ή καμμίαν λύσιν τοΰ προ¬ 
βλήματος, άναλόγως τών, οχετικώς πρός Αλληλα, μεγεθών τών 
Ακτίνων τών περιφερειών καί τής διακέντρου αύτών. 

Πρόβλημα 

263. Δίδονται ευθεία ΧΥ χαϊ δυο σημεία Α καί Β. Έπί τής ευθείας 
κινείται τμήμα ΜΝ σταθερού μήκους, είς έκάστην δέ θεσιν αυτού φέ- 
ρομεν τάς ευθείας ΑΜΓ, ΒΝΓ τεμνομένας είς το Γ. Νά μελετηθούν αΐ 
μεταβολαί τής γωνίας ε(ς τό Γ. 

Έστω ΜΝ τυχοΟσα θέσις τοΰ τμήματος. 

Διά τήν Απλοποίησιν τοΟ προβλήματος φέρομεν τό τμήμα ΑΔ 
Τσον καί παράλληλον πρός 
τό ΜΝ. Τό σημείον Δ είναι 
τελείως ώρισμένον καί ή 
ύπό μελέτην γωνία ΙσοΟται 
πρός τήν ΔΝΒ. 

'Αλλ' είναι φανερόν δτι 
ή γωνία αύτη γίνεται τό¬ 
σον μεγαλυτέρα δσον ή 
Ακτίς τής περιφερείας ΔΝΒ 
είναι μικροτέρα καί, έπο- 
μένως, (§ 216), τό μέγιστο ν 
αύτής ΔΖΒ θ’ Αντίστοιχη είς 
τήν περιφέρειαν ΒΔΖ, τήν έ- 
φαπτομένην τής εύθείας ΧΥ. 

"Εν δεύτερον μέγιστον δίδει 
ή περιφέρεια ΒΔΖ'. 

Μεταξύ τών θέσεων τών 
δύο μεγίστων, ή γωνία Γ ή 
Ν μηδενίζεται διά θέσιν 
τοΟ σημείου Ν έπί τής διά τών Β, Δ περιφερείας καί μέ Ακτίνα 
Απείρως μεγάλην, βηλ. διά τήν θέσιν Ο έπί τής κοινής χορδής ΒΔ. 
Πράγματι, αί εύθεϊαι ΒΔΟ καί ΑΚ είναι τότε παράλληλοι. 

Μεταβολαί. "Οταν τό Ν εύρίσκεται είς Απειρον πρός τά δεξιά 
Απόστασιν, ή γωνία είναι μηδέν· άπό τής θέσεως αύτής καί έφ' 
δσον κινήται πρός τ’ άριστερά, ή γωνία αύξάνει μέχρι τοΟ μεγί¬ 
στου της θ είς τήν θεσιν Ζ τοΟ Ν καί έλαττοΟται κατόπιν μέχρι 
τοΟ μηδενός διά Ν=0. Άπό τοΟ Ο αύξάνει μέχρι τοΟ δευτέρου 
της μεγίστου διά ΝΞΞΖ' καί κατόπιν έλαττοΟται μέχρι τοΰ μηδε¬ 
νός διά θέσιν τοΟ Ν είς Απειρον πρός τ’ άριστερά Απόστασιν. 

Παρατήρηαις. Άπό άπόψεως συνεχείας τής συναρτήσεως Γ=σ(Ν), 
δέν ύπάρχουν δύο μέγιστα αύτής άλλά Εν μέγιστον καί Εν έλά- 
χιστον. 

Πρόβλημα 

264. Νά διαιρεθή ιραπεζιον είς δύο μέρη Ισοδύναμα δι* ευθείας 
αγόμενης διά βοθέντος σημείου Ρ. 
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Ή ευθεία ΜΝ, ήτις συνδέει τά μέσα τών βάσεων (Σχ. 157) δι¬ 
αιρεί τό τραπέζιον είς δύο μέρη Ισοδύναμα, καθώς καί πάσα εύ- 
θεΐα ΕΖ διερχομένη διά τοΟ μέσου Ο της ΜΝ καί έφ' δσον τό 
σημεϊον Ζ εύρίσκεται έπί τοΟ τμήματος ΓΔ. Τά πράγματα δμως 
άλλάζουν έάν τό σημεϊον Ζ εόρίσκεται έπί τής προεκτάσεως τής 
μικράς βάσεως τοΟ τραπεζίου καί διά τόν λόγον αύτόν εΤμεθα 
ύποχρεωμένοι νά καθορίσωμεν τάς άκρας θέσεις τής εύθείας διαι- 
ρέσεως ΕΖ. 

(α) Φέρομεν τάς ΓΟΓ', ΔΟΔ' (Σχ. 157). Ή εύθεια ΕΖ διέρχε· 
ται διά τοΟ Ο καί τέμνει τάς βάσεις τοΟ τραπεζίου, έάν τό ση- 
μεΐον Ρ εϋρίσκεται έντός τής γωνίας ΓΟΔ ή έντός τής κατά κο¬ 
ρυφήν αύτής γωνίας. 




(β) "Ας προσδιορίσωμεν τάς άκρας θέσεις τής εύθείας διαιρέ- 
σεως, δταν αϋτη τέμνη τήν μεγάλην βάσιν καί μίαν τών μή πα¬ 
ραλλήλων πλευρών. 

Γραφικώς. Άρκεϊ νά συνδέσωμεν τό σημεϊον Α μετά τοΟ Γ 
(Σχ. 158), νά φέρωμεν τήν παράλληλον πρός αυτήν Γ Ζ καί τήν 
ευθείαν ΑΖ. 

Τό τρίγωνον ΑΒΖ εϊναι ισοδύναμον πρός τό Γ'ΒΓ. 

Λογιατικ&ς. Δυνάμεθα νά ύπολογίσωμεν τό ύψος υ' τοΟ τριγώ¬ 
νου ΑΒΖ συναρτήσει τοΟ Οψους υ τοΟ τραπεζίου καί τών βάσεών 
του β καί β'. 

θά Εχωμεν: βυ'= — ^ . υ καί Επομένως υ' = ^ υ. 

Έστω Η σημεϊον τής ΑΔ είς τό ϊδιον ύψος μέ τό Ζ. Α1 εύ- 
θεϊαι ΑΖ, ΒΗ τέμνονται έπί τής ΜΝ είς τό I, ΐστωσαν 6έ Κ καί 
Λ αΐ τομαί τών ΑΖ, ΓΓ' καί ΒΗ, ΔΔ', άντιστοίχως. 

Ή εύθεια διαιρέσεως τέμνει τήν μεγάλην βάσιν καί τήν πλευ¬ 
ράν ΒΓ, δταν τό σημεϊον Ρ εύρίσκεται έντός τής γωνίας ΓΚΖ ή 
τής κατά κορυφήν της. 

Ή εύθεια αύτή τέμνει τήν μεγάλην βάσιν καί τήν ΑΔ, δταν τά 
σημεϊον Ρ εύρίσκεται έντός τής γωνίας ΔΛΗ ή τής κατά κορυ¬ 
φήν της. 

(γ) Τέλος, ή εύθεια διαιρέσεως τέμνει τάς μή παραλλήλους 
πλευράς, δταν τό σημεϊον Ρ εύρίσκεται έντός τής γωνίας Α1Η ή 
τής κατά κορυφήν της. 

(δ) Έστωσαν Ρ' (Ρ εις τό σχήμα) καί Σ τά σημεία τομής τών 
ΒΗ, ΓΓ' καί ΑΖ, ΔΔ' άντιστοίχως. 
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Διά πάσαν θέσιν τοΟ Ρ έντός τοΟ μ ή κυρτοΟ τετραπλεύρου 
ΟΚΙΛ, ύπάρχουν τρείς Χύσεις· έπειδή τό σημεΐον αύτό θ' άνήκη 
είς τρείς τών προηγουμένως θεωρηθεισών περιοχών. 

Διά τάς θέσεις τοΟ Ρ έντός τοΟ ΟΡΊΣ, ή εύθεΐα δύναται νά 
τέμνη τάς ΓΔ καί Γ'Δ’ ή τάς ΓΖ καί ΑΓ' ή τάς ΔΗ καί ΒΔ’. 

Διά θέσεις τοΟ Ρ έντός τοΟ τριγώνου ΡΊΚ, ή εύθεΐα τέμνει τάς 
ΓΔ καί Γ'Δ'ή τάς ΑΗ καί ΖΒ ή τάς ΓΖ καί ΑΓ'. Ανάλογος πα- 
ρατήρησις διά τό τρίγωνον Σ1Λ καί τά ζεύγη τών ευθειών ΓΔ καί 
Γ'Δ', ΒΖ καί ΑΗ, ΔΗ καί Δ'Β. 

(ε) Διά πάν σημεϊον Ρ έπί τ ς περιμέτρου τοΟ τετραπλεύρου 
ΟΚΙΛ, ύπάρχουν δύο λύσεις. 

(ζ) Διά τά σημεία Ρ έκτός τοΟ ΟΚΙΛ, ύπάρχει μόνον μία λύ- 
σις τοΟ προβλήματος. 

Παραχήρηοκ. Ή περίμετρος τοΟ τραπεζίου διαιρείται είς όκτώ 
τμήματα. 'Η εύθεΐα οιαιρέσεως συναντςί πάντοτε άνά δύο άπέ- 
ναντι (**). 

Πρόβλημα 


266. Δίδονται πβριφέρειαι (Ο) καί εύθεΐα ΧΥ. Νά άχθή χορδή τής 
περιφέρειας τοιαύτη, ώστε τό τετράγωνον μέ πλευράν αυτήν νά εχη τήν 
απέναντι πλευράν χειμένην έπί τής ΧΥ. 

Νά διερευνηθή τό πρόβλημα, ύποθέτοντες μεταβλητήν τήν άπόσχα- 
σιν τοΰ κέντρου τής περιφέρειας από τής ευθείας ΧΥ. 


Επειδή πρόκειται περί έγνραφής σχήματος όμοιου πρός άλλο, 
δυνάμεθα νά άνατρέζωμεν είς τήν 
όμοιότητα (§ 206). 

Έπί τής ΧΥ κατασκευάζομεν τε¬ 
τράγωνον τυχόν άλλά τοΟ όποιου 
τό μέσον Ρ τής πλευράς του νά εύ- 
ρίσκεται έπί τής έκ τοΟ Ο καθέτου 
έπί τήν εύθεϊαν. Φέρομεν τάς εύ- 
θείας ΡΜ. ΡΜ. 

Τό σχήμα ΑΒΓΔ είναι τετράγω¬ 
νον, ώς δμοιον πρός τό ΛΗΜΝ. 

Ή χορδή Α'Β' όρίζει Εν δεύτε¬ 
ρον τετράγωνον. 

Παρατήρηοις. Αρκεί νά άχθη ή κά¬ 
θετος έπί τήν ΧΥ διάμετρος, νά λη- 
φθη τό κάθετον έπί τής ΧΥ τμήμα 
ΗΝ διπλάσιον τοΟ ΗΡ καί νά άχθη ή ΝΒΡΒ' 

Γ Β' είναι αί πλευραί τών τετραγώνων. 

Δυνάμεθα έπίσης νά φέρωμεν έκ του Ρ τήν ΡΝ, σχηματιζόσ¬ 
ουν πρός τήν ΧΥ τήν σταθερόν γωνίαν α τριγώνου όρθογωνίου 
ΡΗΝ, έχοντος μίαν τών καθέτων πλευρών ΗΝ διπλάσιάν τής 
Λλλης ΡΗ. Ή εύθεΐα ΡΝ όρίζει τάς κορυφάς Β, Β', άρακαί τάς 
πλευράς ΒΓ, Β'Γ' τών δύο τετραγώνων. 



ΑΙ κάθετοι ΓΒ καί 


Διερεύγησις. Ή παράλληλος μεταφορά τής ΧΥ άρκεϊ νά γίνεται 


22. Σ η μ. μ ε τ. ΑΙ ε&θεΐαι Βιαιρίοεως Βιά τάς περιπτώσεις (α). (β), 
(γ) είναι έφαπτόμεναι καταλλήλων ΰπιρδολών έχουσών άσυμπτώτους τάς 
ιΜ.ίας ΒΓ, ΒΑ ή ΑΒ. ΑΑ. 
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>ός τό 1ν μέρος ώς- πρός τό κέντρον* Επειδή συμμετρικά) θέσεις 
ίς ΧΥ πρός τό σημεϊον Ο δίδουν συμμετρικά σχήματα. 

(α) Ή ΧΥ διέρχεται έκ τοΟ κέντρου (Σχ. 160). 

Υπάρχουν δύο Τσάι λύσεις, ΑΔ, ΒΓ' θά Εχωμεν 


ΟΔ = 


ΑΔ 

2 ~’ 


άρα: 


ΟΔ· + ΑΔ* = 


ΑΔ* 


■ ΑΔ* = ρ*. 


5 (ΑΔ)* = 4 ρ’, ΑΔ* = -Τ- ρ*. 




(β) Έφ' όσον ή ΧΥ Απομακρύνεται τοΟ κέντρου, λαμβάνομεν 
δύο Ανισα τετράγωνα μέ πλευράς ΑΔ, ΒΓ (Σχ. 161). 

(γ) Διά ΧΥ έφαπτομένην της περιφερείας, Εν τών τετραγώνων 
Αφανίζεται καί τό Αλλο Εχει πλευράν Β'Γ’ (Σχ. 161). 

(δ) Δι’ Εξωτερικός πρός τήν περιφέρειαν θέσεις τής ΧΥ καί έφ' 
βσον ή ΡΑΒ τέμνει τήν περιφέρειαν είς 66ο σημεία, ϋπάρχουν 
δύο τετράγωνα εύθέως βμοια (Σχ. 162). 




(ε) "Οταν ή ΟΡ' γίνη Ιση πρός τήν διάμετρον, ή ευθεία Ρ'Β' 
διέρχεται διά τοΟ άκρου τής άκτΐνος ΟΒ', παραλλλήλου πρός τήν 
ΧΥ. Τό μήκος Β'Γ' δίδει τότε τήν πλευράν τοΰ μεγίστου τετρά* 
γώνου, μέ Εμβαδόν 4ρ> (Σχ. 162). 
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(ζ) ’Εφ’ βσον ή ΧΥ έξακολουθεί νά άπομακρύνεται τοΟ κέν¬ 
τρου, θά διέλθη διά θέσεως κατά τήν όποιαν ή ΡΒ θά έφάπτεται 
τής περιφέρειας (Ο). ΑΙ δύο λύσεις συμπίπτουν τότε καί άπά γεω¬ 
μετρικής άπόψεως ύπάρχει 6ν μόνον τετράγωνον. 

Πρός ύπολογισμόν τής έπιφανείας αύτοΟ, θεωροΰμεν τά βμοια 
όρθογώνια τρίγωνα ΟΒΕ, ΡΒΕ. θά Ιχωμεν (Σχ. 163). 

ΒΕ = 2. ΟΕ, άφοΟ ΒΓ = 2. ΓΡ, 

ΒΕ· 4 

ΒΕ' ΟΕ* = ΒΕ· -|- -γ- = ρ*. 5ΒΕ· = 4ρ», ΒΕ’ = -^-ρ». 

Άλλ* ή ΒΕ είναι τό ήμισυ τής πλευράς τοΟ τετραγώνου· άρα 



τό δέ τρίγωνον ΟΒΡ είναι βμοιον τοΟ ΒΕΡ, έξ* οΟ 
ΒΡ = 2 ρ, 0Ρ»=5ρ». 

Κατά τήν έν λόγω θέσιν, έπομένως, τής ΧΥ, θά είναι 
ΟΡ = ρ VΤ. 

(η) Διά άπόστασιν ΟΡ > ρ V 5 , διά τήν θέσιν λ. χ. ΧΎ’ τοΟ 
σχ. 163, δέν ύπάρχουν λύσεις. 

ΣημιΙωοις. θά ήτο χρήσιμος μία σύγκρισις τής προηγουμένης 
γιωμΐχριχής διιρη>νήοεα>{ πρός τήν άίγιβριχήν τοΟ αύτοϋ προβλήμα¬ 
τος. (Βλπ. Εχ. η 4 1460). 


256. Εις τυχόν τρίγωνον 
περιμέτρου 2 τ. 

Κατασχετή. ΎψοΟμεν κάθετον ΑΖ 
παράλληλον ΒΔ. 

Γ νωρίζομεν δτι δυνά- 
μεθα νά λύσωμεν τό πρό¬ 
βλημα διά τό όρθογώ- 
νιον τρίγωνον ΓΑΔ, λαμβά- 
νοντες 

ΑΕ = ΑΖ = τ 

καί φέροντες τήν ΖΕ. Έκ 
τοΟ σημείου Ο γνωρίζομεν 
τό Μ (§ 99, α). 

Δυνάμεθα έπίσης νά φέ· 
ρωμεν άπλώς τάς ΘΖ καί 
ΘΕ (§ 191). Θά ιχωμεν: 

ΜΝ-4-ΜΡ = τ. 


Πρόβλημα 

ΑΒΓ νά έγγραφή ορθογώνιον βοθείσης 


έπί Τήν ΑΓ καί φέρομεν τήν 


"Οταν ή περίμετρος με¬ 
ταβάλλεται, ή κατασκευή 
άνάγεται εις τήν άγωγην 
τών (έστιγμένων) εύθειών, 
παραλλήλως τής ΘΕ. 

1) Έστω ή βάοις ΒΓ μεγαλνχίρα τον νψονς ΒΗ ή ΑΔ 
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(α) Ύποθέσωμεν τ> ΑΓ, λ. χ. τ = ΑΕ'. 

*Η εύθεΐα Ε’Μ’, παράλληλος της ΘΕ, τέμνει τήν πρός τά κάτω 
προέκτασιν τής ΒΓ. 

Τό ϋψος Μ'Ρ' τοΟ όρθογωνίου είναι άντιθέτου φοράς πρός τό 
ΜΡ καί 6ά πρέπει νά θεωρηθή ώς άρνητικόν. Εχομεν, πράγματι, 
είς άπολΟτους τινάς: 

Μ'Ν'- Μ'Ρ'= ΑΕ = τ. 

(β) ^ = ΑΓ. 

Τό ϋψος τοΟ όρθογωνίου είναι μηδέν καί ή ήμιπερίμετρος άνά- 
γεται είς τό μήκος ΑΓ. 

(γ) ΑΔ < τ < ΑΓ. 

Τό σημεΐον Μ λαμβάνεται διά τής εύθείας ΘΕ, τεμνούσης τήν 
ΒΓ μεταξύ τών Β καί Γ. θά βχωμεν τότε τήν κυρίαν λύσιν ΜΝΠΡ 
καί ΜΝ+ΜΡ=τ. 

(β) τ = ΑΔ. 

Ή ήμιπερίμετρος άνάγεται ε(ς τό ϋψος ΒΗ καί ή βάσις τοΟ όρ- 
θογωνίου είναι μηδέν (Σχ. 164). 

(ε) τ < ΑΔ, Τοη λ. χ. πρός ΑΔ"= ΑΕ”. 

Ή παράλληλος διά του Ε"πρός τήν ΘΕ τέμνει τήν προέκτασιν 

τής ΒΓ είς Μ" (Σχ. 164). 

Τό σημεΐον Μ” είναι 
άριστερά τοΟ Ν". Ή βά· 
σις τοΟ όρθογωνίου θά 
πρέπει νά θεωρηθή άρ· 
νητική. "Εχομεν πράγ¬ 
ματι, κατ’ άπολύτους τι¬ 
μάς πάλιν : 

Μ”Ρ··-Μ·Ν'·=ΑΕ''=τ. 

Διά πάσαν τιμήν τοΟ 
τ μικροτέραν τοΟ ΑΔ, ή 
παράλληλος τής ΘΕ τέ- 
ϊζ· Ι6ϊ μνει τήν πρός τά άνω 

προέκτασιν τής ΒΓ. Θά 
θιακρίνωμεν έν τούτοις δύο άκόμη περιπτώσεις. 

(ζ) "Εστω τ = 0. 

Ή διαφορά είναι μηδέν καί ή παράλληλος ΑΜ πρός τήν ΘΕ 
(Σχ. 165) δίδει έν έγγεγραμμένον τετράγωνον, άφοΟ ΜΡ—ΜΝ=0. 

*Η έγγραφή τοϋ τετραγώνου τούτου γίνεται εύκόλως διά τής 
όμοιότητος (§ 206). 

(η) "Εστω τ = — λ. 

Μεταφέρομεν τό μήκος λ εις τό ΑΕ' (Σχ. 165)· θά Εχωμεν 
Μ’Ρ'— Μ'Ν'= — λ. 

Έν τή πραγματικότητι, άπό γεωμετρικής άπόψεως, λαμβάνομεν 
άπλώς έν όρθογώνιον τοΟ όποιου ή βάσις Μ'Ν' ύπερβαίνει τό ϋψος 
κατά τό μήκος λ. 

Παρατήρηαις. Αί περιπτώσεις (α) καί (η) άντιστοιχοϋν εις τάς 
λύσεις τοϋ έποιιένου προβλήματος : Νά έγγραφή εις τρίγωνον όρ¬ 
θογώνιον τοΟ οποίου η βάσις ύπερβαίνει τό ϋψος κατά μήκος λ. 
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“Η (γ): ή περίμετρος νά Εχη δοθέν μήκος. 

Ή (ε): τό (ίψος νά ύπερβαίνη τήν βάσιν κατά μήκος δοθέν. 
Ή (ζ) τέλος άνάγεται είς τήν έγγραφήν τετραγώνου. 


257. 2. Ή βάσις τοΰ τριγώνου ίσοΰται προ; τό ύψος αυτόν (Σχ. 166). 

Τό πρόβλημα είναι άόριστον, έπειδή τό όρθογώνιον τρίγωνον 
ΑΔΓ είναι Ισοσκελές καί γνωρίζομεν 
ότι ΟΣ + ΟΛ = ΑΓ. Δι' οίονδήποτε 
σημεΐον Μ τής ΒΓ, θά Εχωμεν πάντοτε 
ΜΝ + ΜΡ = ΑΓ. 

Διά τά σημεία Μ έπϊ τής προεκτά- 
σεως τής ΒΓ, θά Εχωμεν διαφοράν δια¬ 
στάσεων Τσην πρός ΑΓ (§ 75). 

3. Ή βάοις εϊναι μικρότερα τον νψονς. 

Ή διερεύνησις είναι όμοΐα τής πε- 
ριπτώσεως 1). 



Παρατήρησις. Επειδή δυνάμεθα νά 
έργασθώμεν καί έπϊ τών δύο άλλων 
πλευρών τοΟ τριγώνου δπως έπϊ τής 
ΑΓ, είναι φανερόν 6τι τό πρόβλημα 
θά Εχη τρεις, 4ν γένει, λύσεις. Έάν λ. χ. τό τρίγωνον ΑΒΓ ϊχη 
τρεις πλευράς άνίσους καί τό μήκος τ ληφθή περιεχόμενον μεταξύ 
έκεΐνης τής πλευράς καί τοΰ έπ’ αότήν ϋψους, τά όποια Εχουν 
τήν μικροτέραν άπ’ άλλήλων διαφοράν, ύπάρχουν τρία όρθογώνια 
Εγγεγραμμένα είς τό τρίγωνον καί Εχοντα ώς περίμετρον 2 τ. 

Είς τό τυχόν τρίγωνον έγγράφονται τρία τετράγωνα καί τό 
μεγαλύτερον τετράγωνον άντιατοιχεί εί< την μικροτέραν πλευράν. Βλπ. έπί- 
σης § § 302 καί 1635. 


Πράβλήμα 

Νά μελετηθούν αΐ μεταβολαΐ τής διαφοράς τών αποστάσεων άπό δύο 
Λοθένιων σημείων Ενός μεταβλητού σημείου δοθείσης ευθείας ΧΥ. 

1η Περίιττωαις. Τά σημεία Α καί Β ενρίαχονται πρός τό αυτό μέρος 
τής εύ&εϊας ΧΥ. 

ΎψοΟμεν κάθετον ΟΓ είς τό μέσον τής ΑΒ καί προεκτείνομεν 
τήν ΑΒ μέχρι τής τομής της Δ 
μετά τής ΧΥ. 

θά μελετήοωμεν τήν διαφο¬ 
ράν ΜΑ—ΜΒ διά θέσεις τοΟ ση- 
είου Μ έπϊ τών τμημάτων ΧΓ, 

Δ, ΔΥ καί ιδιαιτέρως 6Γ Εκα¬ 
στον τμήμα. 

(α) Διά Μ = Γ, ή βιαφορά είναι 
μηόεν, άφοΟ ΓΑ = Γ Β. 

(β) 'Από τοΰ Γ είς τό Δ, ι) δια¬ 
φορά αυξάνει. 

θά άποδείξωμεν δτι: 

ΜΑ - ΜΒ < ΝΑ - ΝΒ (Σχ. 167). 

Έάν δύο τρίγωνα Εχουν τήν αύτήν βάσιν καί δύο τών πλευ¬ 
ρών των συναντώνται, τό άθροισμα τών τεμνομένων πλευρών 
είναι μεγαλύτερον τοΟ άθροίσματος τών δύο άλλων : 

ΜΑ -)- ΝΒ <ΝΛ + ΜΒ. 
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Άπό άμφότερα τά μέλη μιάς άνισότητος δυνάμεθα νά άφαιρέ- 
σωμεν τήν αύτήν ποσότητα χωρίς μεταβολήν τής φοράς τής άνι¬ 
σότητος. 

"Ωστε: ΜΑ — ΜΒ < ΝΑ — ΝΒ. 

(γ) Διά Μ = Δ, Εχομεν: ΔΑ —ΔΒ = ΑΒ. 

(ο) Άπό τοΟ Δ είς τό Υ, ή διαφορά ϋαττονται (Σχ. 168). 

Μέ βμοιον τρόπον, όπως καί προηγουμένως, άποδεικνόοιιεν άτι 
ΜΑ — ΜΒ < ΝΑ — ΝΒ. 

Διά Μ είς άπειρον άπόστασιν, δεξιά τοΟ Δ, αΐ εύθεΐαι ΜΑ. 



ΜΒ άποβαίνουν αΐ παράλληλοι ΖΑ, ΘΒ καί ή διαφορά των ΑΗ 
είναι Τση πρός τήν αβ, προβολήν τής ΑΒ έπΐ τής ΧΥ. 

(ε) Άπό τοΟ Γ είς τό X, ή άπόστασις Μ'Β υπερβαίνει τήν'ΜΆ 
καί ή διαφορά Μ'Β — ΜΆ= | ΜΆ— Μ’Β | αυξάνει. Πράγματι, 
Μ'Β 4- ΝΆ < Ν'Β -|- ΜΆ, άρα Μ'Β - ΜΆ < Ν Β - ΝΆ. 

Διά Μ' είς άπειρον άπόστασιν, άριστερά τοΟ Γ, αί εύθεΐαι ΜΆ. 
Μ'Β άποβαίνουν αί παράλληλοι ΖΆ, Θ'Β καί ή διαφορά των 
είναι πάλιν τό μήκος ΑΗ = αβ. 

(ζ) "Αν ώς τιμήν τής διαφοράς λαμβάνωμεν πάντοτε τήν πο¬ 
σότητα ΜΆ — Μ'Β, θά πρέπει νά είπωμεν δτι, άπό τοΟ Γ είς τό 
X, ή τιμή της είναι άρνητική καί αύξάνει κατ’ άπόλυτον τιμήν μέ- 
χρις δτου γίνη Τση πρός αβ. 

26Θ, Σννοψις. Κατά τήν κίνησιν τοΟ σημείου Μ άπό θέσεως είς 
άπειρον άπόστασιν άριστερά τοΟ Γ μέχρι τοΟ σημείου αύτοΟ ή 
διαφορά είναι αρνητική καί ή απόλυτος τιμή της έλαττοΟται άπό τής 
τιμής αβ μέχρι τοΟ μηδενός διά Μ = Γ. Δεξιά τής θέσεως αύτής 
καί μέχρι τοΟ σημείου Δ, ή διαφορά καθίσταται θετική καί αυξά¬ 
νει άπό τοΟ μηδενός μέχρι τής τιμής ΑΒ. Άπό τής θέσεως Δ μέ¬ 
χρι τής εις άπειρον άπόστασιν δεξιά τοΟ σημείου αύτοΟ, ή δια* 
φορά παραμένει θετική άλλά συνεχώς έλαττοϋται μέχρι τής τι- 
μής αβ. 

Κατά ταΟτα, ή τιμή τής διαφοράς ΜΑ — ΜΒ αύξάνει άπό —αβ 
Εως 0 καί άπό 0 Εως ΑΒ καί κατόπιν έλαττοΟται μέχρι αβ. 

Παρατήρηοις. 1) Άπό τοΟ Γ Εως Δ ή τιμή τής διαφοράς μετα¬ 
βαίνει άπό τοΟ μπδενός εις τήν τιμήν ΑΒ (Σχ. 168)· ύπάρχει Επομέ¬ 
νως θέσις Ρ τοΟ Μ διά τήν όποιαν γίνεται αΟτη Τση πρός αβ (·»). 


23. 2ημ. μετ. 'β< 4χ τής συνεχείας τής αυναρτήαεβς Μ Λ — ΜΒ=Φ(1Ι) 
καί έκιιβή αβ < ΑΒ. 
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2) ΘεωροΟντες μόνον τάς Απολύτους τιμάς τής διάφορός, δυνά- 
μεθα νά εϊπωμεν : 

Μεταξύ X (—► οο ) καί Ρ, ύπάρχουν δύο θέοεις καί δύο μόνον, 
διά τάς όποιας ή διαφορά δύναται νά λάβη τυχοΟσαν τιμήν με- 
ταξύ 0 καί αβ. 

Μεταξύ Ρ καί Υ (—V®), ύπάρχουν δύο θέσεις καί δύο μόνον, 
διά τάς όποιας ή διαφορά δύναται νά λάβη τυχοΟσαν τιμήν με- 
ταξύ αβ καί ΑΒ, 

Επομένως, μεταξύ (X —>- οο ) χαι' Υ (—>- οο ), ύπάρχουν δύο ύίσεις καί 
όνο μόνον, <5ιά τάς όποιας ή διαφορά δύναται νά λάβη δο&τϊοαν τιμήν με¬ 
ταξύ 0 καί ΑΒ. 

ΕΙδική περίπτωοις. Έάν ή εύθεϊα ΧΥ είναι παράλληλος πρός τήν 
ΑΒ, ή προβολή αβ = ΑΒ. Άπό τής θέσεως Γ. έπομένας, καί είτε 
πρός τά δεξιά είτε πρός τ' Αριστερά αύτής, ή τίμή τής διαφοράς 
θ* αύξάνβ άπό τοΟ μηδενός μέχρι ΑΒ. 

2α Περίπτωοις. Τά αημτΐα Α καί Β ιύρίοχονται Ικατέρω&εν τής ΧΥ 
(Σχ. 169). 



Έπανερχόμεθα είς τήν προηγουμένην περίπτωσιν, θεωροΟντες 
ιό συμμετρικόν Β' τοΟ σημείου Β πρός τήν εύθεϊαν ΧΥ. 

(η) ΕΙς τό σημεΐον Δ, τό τοιοΟτον, ώστε ή εύθεϊα ΧΥ νά είναι 
ή διχοτόμος τής γωνίας ΑΔΒ, Αντιστοιχεί ή μεγίστη διαφορά ΑΒ'. 

(θ) Άπό τοΟ Δ μέχρι Υ {-> οο ), ή διαφορά έλαττοΟται μέχρι 
τής τιμής τής προβολής αβ τής ΑΒ έπΐ τήν ΧΥ. 

(ι) ΕΙς τήν τομήν Ε τής καθέτου εις τό μέσον τής ΑΒ καί τής 
ΧΥ, ή τιμή τής διαφοράς μηδενίζεται (Σχ. 169). 

(κ) Άπό τοΟ Δ μέχρι τοΟ Ε, ή διαφορά έλαττοϋιαι άπό τής 
μεγίστης αύτής τιμής ΑΒ' μέχρι τοΟ μηδενός. 

(λ) Άπό τοΟ Ε μέχρ· X (—>· οο ), ή διαφορά ΖΑ — ΖΒ είναι Αρ¬ 
νητική. ΘεωροΟντες πάλιν τήν Απόλυτον αύτής τιμήν, δυνάμεθα 
νά εΤπωμεν άτι, πέροιν τής θέσεως Ε, ή διαφορά αύξάνει μέχρι 
τής όριακής αύτής τιμής αβ, προβολής τής ΑΒ έπί τήν ΧΥ. 

200 . Εφαρμογή. Γνωρίζομεν 6τι ό τόπος τΟν σημείων τών 
όποιων ή διαφορά τΟν Αποστάσεων άπό δύο δοθέντων σημείων 
είναι σταθερά, είναι μία υπερβολή. 

Έστωσαν Ε, Ε' τά σταθερά σημεία (Σχ. 170), 2α = ΑΑ’<ΕΕ’ 
ή σταθερά διαφορά. 

1) Ή υπερβολή είναι χνρτή καμπύλη, έπειδή τυχοΟσα εύθεϊα τέμνει 
αύτήν είς δύο τό πολύ σημεία. Πράγματι, κατά τήν § 259, Παρα- 
εήρηοις 2α, δέν ύπάρχουν έπ’ αύτής τής εύθείας παρά μόνον δύο, τό 

Γεωμετρία 9 
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πολύ, σημεία τών όποιων ή διάφορό τών άποστάσεων άπό τά Ε 
καί Ε' νά είναι 2α. 

2) Πάσα εύθεία ΧΥ, ήτις άφίνει τά Ε καί Ε' πρός χό αόχό μέ¬ 
ρος χης, τέμνει χήν κααπύλην εις δύο σημεία- έπειδή υπάρχουν 
δύο σημεία έπ’ αύτής Μ, Ν διά χά όποια αί διάφοροί ΜΕ'— ΜΕ 
καί ΝΕ'— ΝΕ Εχουν χάς αύτάς άπολύτως άλλ' άνχιθέχους τιμάς 


(§ 258, ζ). 

3) Μία εύ&εϊα, άιερχομένη μεταξύ τών σημείων Ε καί Ε', όύναται νά 
τ ίμνη τήν υπερβολήν εις όνο σημεία νά ίφάπτεται αυτής ή χαί νά μη την 


ουναντρ. 




“Εστω ΜΝ (Σχ. 171) μία τοιαύχη εύθεία. θεωρήσωμεν τό συμ¬ 
μετρικόν θ του σημείου Ε πρός χήν εύθεΐαν ΜΝ καί χάς πρόβο¬ 
λός ζ. ζ' τών έστιών Ε, Ε' έπΐ τής Ιδίας ευθείας. 

"Οταν τό μήκος ΑΑ' ή 2α περιλαμβάνεται μεταξύ τών ζζ’ καί 
Ε'θ, υπάρχουν δύο σημεία τομής, άνήκοντα εις τόν αύτόν κλά- 
δον τής καμπύλης. 

Έπί πάσης παραλλήλου πρός τήν ΜΝ, ή προβολή τοΟ τμήμα¬ 
τος ΕΕ' είναι πάντοτε ίση πρός ζζ'. "Εστω Ζ τό συμμετρικόν 
τοΟ σημείου Ε πρός εύθεΐαν ΔΤ, παράλληλον τής ΜΝ. Έάν ή 
εύθεία ΔΤ είναι τοιαύχη, ώστε νά Εχωμεν Ε'Ζ = 2α, τότε τά δύο 
σημεία τομής τής εύθείας καί τής καμπύλης συμπίπτουν εις Ιν 
καί αί δύο γραμμαί έφάπτονται. 

Ή εύθεία, τέλος, 1Κ, παράλληλος πρός τήν ΜΝ καί διά τήν 
όποιαν τό συμμετρικόν Η τής έστίας Ζ πρός αύτήν Εχει άπόστα· 
σιν άπό τής άλλης έστίας 

ΗΕ'< 2α, 

δέν Εχει κοινά σημεία μετά τής καμπύλης. 

4) Έοτω ιύΰεϊα Ο Δ (Σχ.172) ίιερχομένη 9 ιά τον μέσου Ο ϊοΟ τμήματα» 
ΕΕ'-Έάν ή προβολή ΔΔ' το 0 τμήματος τούτου ίπ' αυτήν είναι ίση πρός Μ 
μήκος 2α, ή εύ&εΐα συναντά τήν καμπύλην εις άπειρον άπόαταοιν άπό τού 0, 

Πράγματι, διά τήν εύθεΐαν αύτήν, αί άποστάσεις ένός σημείου 
της Ο άπό τών Ε καί Ε', άρχικώς ΐσαι, Εχουν διαφοράν αύξανο* 
μένην, έφ’ δσον τό σημεΐον άπομακρύνεται τοΟ Ο κατά τήν μίαν 
η τήν άλλην φοράν έπί τής εύθείας. Γίνεται δέ ή διαφορά αΟτη 
ίση πρός τό μήκος ΔΔ' διά τά σημεία τής εύθείας εις άπειρον} 
άπόστασιν άπό του Ο. 

ΑΙ εΰΦεΐαι ΟΔ, ΟΗ, συμμετρικοί άλλήλων πρός τήν κάθετον Αυλ 
Τήν ΕΕ' εις τό μέσον της Ο, είναι αί ασύμπτωτοι τής καμπύλης. Δ|)| 
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νάμεθα νά τάς θεωρήσωμεν ώς έφαπτομένας τής καμπύλης, τών 
όποίων τά σημεία έπαφής εύρίσκονται είς Απειρον άπόστασιν άπό 
τοΟ Ο. Επειδή, άν θ είναι τό συμ¬ 
μετρικόν τοΟ Ε πρός μίαν τών εύ- 
θειών αύτών, θά Εχωμεν 

ΘΕ'= ΔΔ'= 2α (3) 

5) Πάσα ενάεϊα ΧΥ, μη Λιερχομένη 
όιά τον κέντρου χαΐ έπ'ι τής όποιας ή 
προβολή εε' τον τμήματος ΕΕ' είναι ίση 
πρός 2α, τέμνει την καμπύλην είς (ν μό¬ 
νον οημεϊον. 

"Εστω πράγματι 2α = εε' = Ε’θ. 

Τά σημεία θ καί Ζ είναι διά¬ 
φορα άλλήλων, άφοϋ είναι τά 
συμμετρικά τοΟ αύτοΟ σημείου Ε 
πρός τάς δύο παραλλήλους ευθείας ΟΔ καί ΧΥ. θά Εχωμεν 
λοιπόν : 

Ε'Ζ> ΘΕ'=ΔΔ'=2α, 

καί Επομένως, κατά τήν Παρατήρηοιν 1, τής § 259 θά ΰπάρχη Εν καί 
μόνον οημεϊον Ρ έπΐ τής ΧΥ καί είς πεπερασμένην άπόστασιν 
τοιοΟτον, ώστε 

ΡΕ'— ΡΕ = εε'= 2α. 

2Θ1. Μολονότι ή εύθεϊα ΧΥ Εχει Εν μόνον κοινόν σηαεϊον μετά 
τής καμπύλης, δέν είναι έφαπτομένη αύτής. Επειδή, έκ τής φό- 
σεως τών μεταβολών τής διαφοράς, ευκόλως άναγνωρίζομεν Οτι 
τό οημεϊον Ρ δέν προκύπτει έκ τής συμπτώσεως δύο κοινών ση¬ 
μείων τής καμπύλης καί τής εύθείας ΧΥ (§ 259, Παρ. 1). άύναται, 
οϋτω, μία ινάτια νά Ιχη Ιν μόνον κοινόν αημτΐον (είς τό πεπερασμένοι) μετά 
κνρτής χαΐ μή κλειστής καμπύλης χωρίς 
κατ’ Ανάγκην νά είναι έφαπτομένη αυτής. 

Σημείωσες. *Η ώραία αΰτη σπου¬ 
δή όφείλεται είς τόν Κέ£Ϊ3 ΡίαΙεΙ. 

(+ 1894). 

ΟΙ όιάφοροι τρόποι κατά τους όποιους 
όννάμε&α νά θεωρήσωμεν 
$ν πρόβλημα. 

202. Ή έκφώνησις ένός ώρισμέ- 
νου προβλήματος δύναται νά λάβη 
διαφόρους μορφάς, άναλόγως δέ έκά- 
στης ή εΟρεσις τής λύσεως αύτοΟ 
Αποβαίνει, πολλάκις, δυσκολωτέρα 
ή εΰκολωτέρα. 

Διά τόν λόγον αύτόν, ωφέλιμος ένίοτε άποδεικνύεται ή μετα¬ 
τροπή τής έκφωνήσεως ένός δοθένχος προβλήματος, ώστε νά καθί¬ 
σταται, Ενδεχομένως, ή εϋρεσις τής λύσεώς του μάλλον άμεσος 
ή όλιγώτερον κοπιώδης. Ιδού Εν παράδειγμα. 

1) Νά κατασκευασθή τρίγωνον έκ τής βάσεως ΒΓ, τής γω¬ 
νίας είς τήν κορυφήν Α καί τής άκτΐνος ρ τοΟ έγγεγραμμένου 
κύκλου. 
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2) Δίδονται περιφέρεια άκτϊνος ρ καί δύο έψαπτόμεναι ΑΒ, 
ΑΓ αύτής. Νά Λχθί) τρίτη Εφαπτομένη ΔΧ, ώστε τό τμήμα ΒΓ. 
τό όριζόμενον έπ' αύτής ύπό τών δύο πρώτων, νά ϊχη δοθέν μή¬ 
κος λ. 

3) ΑΙ πλευραί μι&ς σταθερ&ς γωνίας Α Εφάπτονται δοθείσης 
περιφερείας άκτϊνος ρ. Ποια πρέπει νά είναι ή θέσις τής γωνίας 
αύτής, ώστε αΐ πλευραί της νά άποτέμνουν έπί σταθεράς Εφαπτο¬ 
μένης ΔΧ τμήμα ΒΓ δοθέντος μήκους λ; 

"Οπως είναι φανερόν, καί αΐ τρεις άνωτέρω έκφωνήσεις θέ¬ 
τουν τό Ιδιον πρόβλημα 1 ποικίλλει όμως ή εύκολία τής λύσεως 
πρός τήν όποιαν όδηγεΐ έκάστη. 

1η Λνοις. Ύποθέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον. Ή γωνία ΒΟΓ 

, . ^ . . Β 4- Γ . , 180» - Α „„ . Α . 

είναι Ιση πρός Α - ξ — = Α-|--- = 90° —(- —- καί τό 


πρόβλημα συνίσταται είς τήν κατασκευήν τριγώνου ΒΟΓ, τοΟ 
όποίου είναι γνωστά ή βάσις ΒΓ, ή γωνία είς τήν κορυφήν ΒΟΓ 
καί τό ύψος ρ. 


2α Αΰαα. Έστωσαν Ε, Ζ τά σημεία έπαφής τών έφαπτοιιένων 
ΑΓ, ΑΒ. Τό μήκος ΑΕ = μ δύναται νά θεωρηθή γνωστόν, έφ' δσον 
έδόθησαν ή γωνία Α καί ή άκτίς ρ. Ή περίμετρος 2τ τοΟ τριγώ¬ 
νου ΑΒΓ = 2 (μ-(-λ), έπειδή ΒΖ-|-ΓΕ = λ, ή δέ έπιφάνειά του 
Ιση πρός τρ = (μ-}-λ) ρ = Ε. Αλλά ή έπιφάνειά Ε (σοΟται έπίσης 

πρός - · άρα υ = 2 ΚΗ καί τό μήκος τοΟτο κατασκευάζε- 

Δ λ 


ται εύκόλως, ώς τετάρτη άνάλογος γνωστών μηκών. 

Τό πρόβλημα οΰτω άνάγεται είς τήν κατασκευήν τριγώνου έκ 
τής βάσεως Βγ, τοΟ ύψους έπ' αύτήν καί τής γωνίας Α. 

2ρ(μ 4- λ) 

3η Λνοις. Κατασκευάζομεν τό μήκος υ = - -- 1 —- καί φέρο- 

μεν παράλληλον ΗΛ πρός τήν σταθεράν έφαπτομένην ΔΧ είς άπό- 
στασιν υ άπ' αύτής. Ή τομή τής εύθείας αυτής καί τής περιφε- 
ρείας μέ κέντρον Ο καί άκτϊνα τό μήκος ΟΛ, εΐναι ή ζητουμένη 
θέσις τής κορυφής Α. 


$ II. Ή μέ&οδος τής έπεχτάσεως 


203. Ή μέθοδος τής ίπτχκίαιαχ συνίσταται είς τήν έπέκτασιν 
Ιδιοτήτων ένός σχήιιατος είς Εν άλλο τοΟ αύτοΰ ή παρομοίου (**) 
είδους, άλλά τοΟ οποίου τό πρώτον σχήμα είναι μία ειδική π«· 
(πτωσις. 

Επίσης, καί Ιδιαιτέρως, ή μετάβασις άπό Ιδιοτήτων ένός έπιπέ· 
6ου σχήματος είς Ιδιότητας ένός σχήματος τοΟ χώρου παρουσιά· 
ζοντος ώρισμένας άναλογίας πρός τό πρώτον. 

Δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν δύο περιπτώσεις : 

1) Μιτάβασις άπό ίνός Ιπιπέδον οχήματος τις ΐν άΙΧο Ιπίοης Ιπίπιίοψ 
καί γτηχώττρον τον πρώτον. Ώς λ. χ., ή έπέκτασις τοΟ θεωρήμαΤΟφ 
τοΟ Μενελάου διά τό τρίγωνον είς Εν τυχόν έπίπεδον πολύγωνον 
(§§ 1Β0, \Θ1). 


23. £ η μ. μ ( τ. θεωρσυμένης τής όμοιότητος αύτής πολλέχις 
εόρείαν καί προσωπικήν έχόμη τού έριυνώντος έννοιαν. 


Η 
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2) Μηάβασις Λαό ίπιπϋον οχήματος ιΐς σχήμα τον χώρον, ώς ή έπέ- 
κτασις τοΟ -προηγουμένου θεωρήματος εις Ιν στρεβλόν πολύγω¬ 
νον (§ 181, α). 

264. Χρήαις τής μι&όίσν. Ή έπέκτασις είναι μέθοδος λίαν γόνι¬ 
μος πρός άνεύρεσιν έκ διαισθήσεως νέων θεωρημάτων. Απαιτεί¬ 
ται, έν τούτοις, ποιά τις όξύνοια τοΟ έρευνητοΟ καί μεγάλη πείρα 
διά τήν γενίκευσιν έπΐ μέρους Ιδιοτήτων καί τήν άπόδειξιν άκο- 
λούθως τών ύποθέσεών του. 

265. Ή αναγωγή [ή >ϋίκηιαις] είναι άντίθετος τής ίπιχτάσςτος καί 
συνίσταται είς τήν θεώρησιν ένός θεωρήματος, προβλήματος κλπ. 
ώς ε [δικής περιπτώσεως ένός άλλου γενικωτέρου. 

Ιδού μερικά παραδείγματα Ιαοχτάσιως. 

Πρόβλημα 

266. Έπί τήν βάσιν ένός Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ χαΐ είς τυχόν 
αυτής σημεΐον Ρ ίτψοϋμεν κάθε¬ 
τον ΡΝΜ, τέμνουσαν τάς πλευράς 
ΑΒ, ΑΓ είς τά Μ, Ν. 'Ος γνω¬ 
στόν, τό άθροισμα ΡΜ -{- ΡΝ εί¬ 
ναι σταθερόν. Ποιαν μορφήν λαμ¬ 
βάνει τό θεώρημα αύτό προχει- 
μένου κερί τυχόντος τριγώνου ; 

Διά τό Ισοσκελές τρίγωνον, 
συμβαίνει (Σχ. 174): 

ΡΜ 4- ΡΝ = 2.ΡΟ = 2.ΑΔ. 

Διά τυχόν τρίγωνον (Σχ. 175), 

Θά πρέπει ή ευθεία ΡγτΜ νά Ζχ. 17». Σ ζ . 175. 

είναι παράλληλος πρός τήν 
διάμεσον ΑΔ. Επειδή, έκ Τών 
όμοιων τριγώνων τοΟ σχήματος Ιχομεν άμέσως. 

ΡΝ ΓΡ 2.ΓΡ ΡΜ ΒΡ 2.ΒΡ 

ΔΑ ~ ΓΔ ~ α ’ ΔΑ — ΒΔ — α ’ 

ΡΝ ΡΜ = 2ΑΔ = σταθερόν μήκος. 

ΟΟτω λαμβάνομεν τό έπόμενον : 

θοώρημα 

Έάν διά τυχόντος σημείου Ρ τής βάσεως τρι¬ 
γώνου άχθη παράλληλος πρός τήν έπ' αύτήν διά¬ 
μεσον, τέμνουσα τάς άλλος πλευράς είς Μ χαί Ν, 
τό άθροισμα ΡΜ-(-ΡΝ θά είναι σιαθερόν. 

Άλλη άπόΑιιξις. Φέρομεν τήν ΓΗΑ’, παράλ¬ 
ληλον τής ΑΒ καί μέχρι τής συναντήσεώς 
της Α' μετά τής διαμέσου ΑΔ, καθώς καί 
τήν ΝΡΗ. 

θά Εχωμεν : 

ΡΝ=ΡΗ, ΡΜ+ΡΝ=ΜΗ=ΑΑ'=2ΑΔ=στα- 
θερά ποσότης. 

267. Αντίστροφοι:, έάν ή άπ’ ευθείας άπόδειξις τοΟ θεωρήμα¬ 
τος αΰτοΟ μάς παρουσίαζε δυσκολίας, θά ήτο δυνατόν, έκ τής 




Λ Γ Γ Β· Α Ρ Γ 
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άποδείξεως τής προτάσεως διά τό Ισοσκελές τρίγωνον, νά όδη- 
γούμεθα είς τήν κατ’ Αναλογίαν άπόδειξιν αότής διά τό τυχόν 
τρίγωνον. 

Πρόβλημα 

268 Νά γενικευθή τό γνωστόν θεώρημα: Είς τό (σοοχελές τρί¬ 
γωνον, τό άθροισμα ιών καθέτων τών άγομένων έκ τυχόντος σημείου 
τής βάσεως έπί τάς Ισας πλευράς είναι σταθερόν. 

1η "Εχίχ τσσ«ί. Διά τής συμμετρίας ή διπλασιασμοΟ όδηγούμεθα 
Αμέσως είς τήν έττομένην γβνίκευσιν. 

Έκ τυχόντος σημείου Ο τής βάσεως Ισοσκελούς τριγώνου φέρομεν 
εθθείας ΟΡ, ΟΣ, συναντώσας τάς (σας πλευράς ύπό τήν αυτήν σταθε¬ 
ρών γωνίαν. Τό άθροισμα ΟΡ -|- ΟΣ είναι σταθερόν. 

Πράγματι, ΟΡ + ΟΣ = ΟΡ-}-ΟΣ'= ΡΣ' καί τό τμήμα αύτό 
είναι ώρισμένου μήκους, ώς περιεχόμενον μεταξύ τών παραλλή¬ 
λων ΑΒ, Α'Γ καί τέμνον αύτάς όπό σταθερόν γωνίαν. 

Πόριομα. Αί παράλληλοι πρός τάς (σας πλευράς Ισοσκελούς τριγώ¬ 
νου, αϊ άγάμεναι έκ τυχόντος σημείου τής βάσεως, έχουν άθροισμα 
σταθερόν. 

Είς τήν είδικήν αύτήν περίπτωσιν τό Αθροισμα είναι ΑΓ = ΑΒ 
(« 19). 



X*. »7?. 


Σϊ. 178. 


260. 2α Έπίχτασίΐ. Ζητήσωμεν νά εϋρωμεν Ιδιότητα άνάλογον 
είς τό σκαληνόν τρίγωνον, δηλ. καταλλήλους διευθύνσεις τών εύ* 
θειών ΟΜ, ΟΝ (Ζχ. 178), ώστε τό Αθροισμα ΟΜ -}- ΟΝ νά είναι 
Ταον πρός δοθέν μήκος λ. 

Πρός τοΟτο βοηθοόμεθα όπό τοΟ γνωστοΟ ήδη προβλήματος 
τής § 44. 'Εάν λάβωμεν ΒΕ=ΓΖ = λ καί φέρωμεν παραλλήλους 
ΟΜ, ΟΝ πρός τάς εύθεΐας ΒΕ, ΓΖ, θά ίχωμεν 

ΟΜ + ΟΝ = λ. 

270. 3η Έπίκιασις. "Ας άναχωρήσωμεν άπό του πορίσματος τήο 
6 268 καί Ας θεωρήσωμεν κατ’ άρχάς Εν τρίγωνον, του όποίόυ η 
μία πλευρά είναι διπλάσιά τής άλλης, ΑΒ = 2ΑΓ (Σχ. 179). 

Έόηι λάβωμεν ΑΔ = ΑΒ, τό τρίγωνον ΒΑΔ θά είναι 1σο·ί 
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σκελές καί τό Αθροισμα ΡΗ4-ΡΣ σταθερόν καί ίσον πρός 
ΑΒ = 2ΑΓ. Άλλ’ είναι ΡΜ = 2ΜΟ καί ΡΣ=ΟΝ· Επομένως, 
2ΜΟ+ΟΝ = ΑΒ ή 

ΟΜ+-1θΝ = ^-=ΑΓ. 

ΓρΑψοντες χ καί γ Αντί ΟΜ καί ΟΝ καί γενικεύοντες, Αγόμεθα 
εις τό έπόμενον θεώρημα (Σχ. 180). 




271. θεώρημα. Εις παν τρίγωνον ΑΒΓ, αΐ παράλληλοι χ, γ πρός 
τάς ΑΒ καί ΑΓ, αί άγόμβναι έχ τυχόντος σημείου τής ΒΓ χαί περα- 
τούμεναι εις τάς πλευράς αΰτάς, πολλαπλασιαζόμεναι έπί αριθμούς άναλό- 
γους ιών μηκών των ΑΓ χαί ΑΒ άντιστοίχως, έχουν άθροισμα σταθερόν. 

Αρ ,. 

Δηλ. Αν ■■ μ - = — , θά είναι 

' ΑΓ ν 

νχ + μγ = σταθ. 

Εφαρμογή. Ή έπέκτασις ένός προβλήματος γνωστοΟ (§ 216). 
μας όδηγεΐ εις τά 6ύο Επόμενα (§§ 272, 273): 

Πρόβλημα 


272. Δίδονται δύο παράλληλοι χαί εν σημεΐον Ο. Νά άχθη τέμνουσα 
ΓΔ, παράλληλος πρός δοθεϊσαν 
διεύθυνσιν ΑΒ, εις τρόπον, ώστε 
ή γωνία ΓΟΔ νά είναι ή μεγίστη. 

θεωρήσωμεν τό Αντίθετον 
πρόβλημα : 

Δοθείσης τής εύθείας ΓΔ, 
νά εύρεθή έπί τής 6ιά τοΟ Ο 
παραλλήλου (ε) πρός τάς δο- 
θείσας, σημεΐον Από τοΟ όποιου 
τό τμήμα ΓΔ νά φαίνεται Οπό 
τήν μεγίστην γωνίαν. 

Τοΰτο είναι τό Εν ή τό Αλλο 
ίκ τών δυο σημείων Ο, Ο' έπαφής μετά τής (ε) τών περιφερειών 
τών διερχομένων διά τών Γ, Δ καί έφαπτομένων τής εύθείας αύτής. 

Πράγματι, δταν Εν σημεΐον Μ κινείται έπί τής εύθείας (ε) καί 
Από τής θέσεως Ε λ. χ. πρός τά δεξιά, ή άκτΐς τής περιφέρειας 
ΓΜΔ συνεχώς έλαττοΰται καί γίνεται Ελάχιστη, Λρα ή γωνία ΓΜΔ 
μεγίστη, εις τήν θέσιν Μ = 0. Άπό τού Ο μέχρι τοΟ θ ή γωνία 
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αύτή έλαττοΟται κοί γίνεται μηδέν διά Μ = θ καί κατόπιν αυξά¬ 
νει πάλιν μέχρι τής θέσεως Μ = 0', Απότε λαμβάνει τήν δευτέραν 
μεγίστήν τιμήν της. *Από της θέσεως Ο’ καί πέραν, ή γωνία έλατ- 
τοΟται συνεχώς μέχρι μηδενισμοί) διά Ο’Μ —>■«. 

Διά τόν Απολογισμών τής γωνίας ΓΟΔ, έπιλύομεν (τριγωνομε- 
τρικώς) τά τρίγωνα ΟΘΓ, ΟΔΘ, τών όποίων γνωρίζομεν δύο 
πλευράς καί τήν ύπ’αύτών περιεχομένην γωνίαν θ, καί κατόπιν τό 
τρίγωνον ΓΟΔ, τοΟ όποιου θά είναι γνωστοί τότε καί αί τρεις 
πλευραί. 

273, Τό αύτό πρόβλημα άλλ' δπου αί δύο παράλληλοι ιν&ιϊαι 4»κ- 
χαχιοχάδησα* νπό δύο όμοχίηρων ιαριφ*ρ·ιώ*. 

1. Ή ευθεία ΓΔ διέρχεται διά τοΟ κοινοΟ κέντρου, ή 

2. Τέμνει τήν μίαν τών περιφερειών ύπό δοθεΐσαν γωνίαν. 

θεωροΟντες πάλιν τό Αντίθετον πρόβλημα, έύκόλως Αναγνωρί- 

ζομεν δτι ή εύθεία ΓΔ όρίζεται κατά θέσιν καί δτι τό σημεϊον Ο 
εύρίσκεται έπί περιφέρειας όμοκέντρου πρός τάς δοθείσας. 

Παραχήρησις. "Ενεκα τοΟ πλήθους τών ένδιαφερουσών περιπτώ¬ 
σεων τάς όποιας παρουσιάζει τό δεύτερον πρόβλημα, θά άναπτΰ- 
ξωμεν αύτό εύρότερόν εις τό κεφάλαιον έπί τών μ*γίαχών χαΐ Ιλα- 
χίαχων (§ 341). 

Πρόβλημα 


274, Γενίκευσις τοΰ προβλήματος τής § 102: Δίδονται περιφέρεια 
(Ο) καί δύο σημεία Α, Β επ’ αύτής. Νά εύρεθή έπί τής περιφέρειας 

τρίτον σημεϊον Γ τοιοΰτον, ώστε αί χορ- 
δαί ΓΑ, ΓΒ νά άποτέμνονν έπί δοθείσης 
διαμέτρου ΕΖ τμήμα ΜΝ Ιχον ώς μέσον 
τό χέντρον τής περιφέρειας. 

1. Άς άντικαταστήσωμεν τήν στα¬ 
θερόν διάμετρον καί τό κέντρον τής πε¬ 
ριφέρειας διά τυχούσης σταθερδς χορ¬ 
δής ΕΖ καί τοΟ μέσου της Ο. 

Εργαζόμενοι κατ’ Αναλογίαν κατα* 
λήγομεν Αμέσως εις τήν Ακόλουθον κα¬ 
τασκευήν : 

Προεκτείνομεν τό τμήμα ΑΟ εις Ισον 



μήκος ΟΔ καί γράφομεν τό τόζον (Β, Δ,φ), δπου φ=180»— αγΤβ- 
11 Αν Ν τό κοινόν σημεϊον τοΟ τόξου τούτου καί τής δοθείσης χορ¬ 
δής, ή εύθεΐα ΒΝ τέμνει τήν περιφέρειαν (Ο) εις τό ζητούμενον 
σημεϊον Τ. Επειδή ή ΔΝ είναι παράλληλος πρός τήν ΑΜ, κλπ. 

275. Πρόβλημα. Περαιτέρω έπέκτασις: Νά δρισθή τό σημεϊον Γ 
είς τρόπον, ώστε τά τμήματα ΟΜ, ΟΝ έπί τής χορδής ΕΖ νά ίχουν λό¬ 


γον δοθέντα —. 

ν 

Αρκεί τό τμήμα ΟΑ, τής προηγουμένης κατασκευής, νά Ιχη 
πρός τό ΟΔ λόγον ~— 

Παραχήρηοκ. Προσεκτική μελέτη τών προηγουμένων προβλημά¬ 
των Αφίνει νά διαφανή ή δυνατότης λύσεως τοΟ προβλήματος καί 
εις τήν περίπτωσιν καθ’ ήν ή χορδή καί τό μέσον της Ιχουν άντ»· 
κατασταθή διά τυχούσης εύθείας καί σημείου έπ’ αύτής. ΟΦη» 
φθάνομεν εις τό πολύ γενικώτερον πρόβλημα: 
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Πρόβίημα 

270. Δίδονται περιφέρεια, δύο σημεία Α, Β αυτής, τυχοΰσα εύθεϊα 
χαΐ σταθερόν οημεϊον Ο έπί τής ευθείας. Νά εΰρεθή έπί τής περίφε¬ 
ρε ίας σημεϊον Γ τοιοΟτον, ώστε αΐ χορδαί ΓΑ καί ΓΒ νά όρίζουν έπΐ 
τής ευθείας τμήμα ΜΝ, διαιρούμενον ύπό τοϋ σημείου Ο εις δύο άλλα 

τμήματα Ιχοντα λόγον -^-· 

ΎποΘέσωμεν, κατ' άνάλυσιν, =-^-. Έστω Δ ή τομή τής 

εόθείας ΑΟ καί τής ίκ τοΟ Ν παραλλήλου πρός τήν ΑΓ· έκ τών 
όμοίων τριγώνων Ιχομεν 


ΑΟ _ ΟΜ 
~ΟΤ~ ΟΝ 


_ _μ_ 

ν 



Άφ' Ιτέρου, Ινεκα τών πα¬ 
ραλλήλων ΑΜ καί ΝΔ, ή γω¬ 
νία ΒΝΔ είναι παραπληρωμα¬ 
τική τής Γ· ή 64 τελευταία αΟ- 
τη είναι γνωστή, ώς μετρου- 
μενη ύπό τοΟ ήμίσεος τοΟ 
τόξου ΑΓ'Β.Όδηγούμεθα οϋτω 
είς τήν Ακόλουθον κατασκευήν: 

Έπί τής ΑΟ λαμβάνομεν _ 4 

τμήμα ΟΔ τοιοΟτον, ώστε *' 183 ' 

καί έπί τής ΒΔ γράφομεν τόξον δεχόμενου γωνίαν 
Τσην πρός τήν παραπληρωματικήν τής Γ. 

Παρατήρησης. 1) Τό σημεϊον Ν' δίδει δευτέραν λόσιν Γ'. Φέρον- 
τες πράγματι τάς ΓΆΜ'καί Γ'ΒΝ', θά Ιχωμεν 

ΟΜ' _ μ 
ΟΝ* “ ν 

2) θά ήδυνάμεθα ίπίσης νά όρίσωμεν τό σημεϊον Γ, ώστε τό 
τμήμα ΜΝ νά είχεν δοθέν μήκος λ. Ή ίργασία θά ήτο Ανάλογος 
τής είς τήν § 101 γενομένης, 


Έπίχτασις ιΐς σχήματα τσΰ χώρον 

277. Έπέκτασις τοΟ θεωρήματος τοΟ σχετικοΟ πρός τήν κάθε¬ 
τον είς τό τυχόν σημεϊον τής ράσεως Ισοσκελούς τριγώνου (§ 266). 

θά άναφέρωμεν τά θεωρήματα μόνον είς τά όποια άγόμεθα. 

θτώρημα. Είς τυχόν σημεϊον Ρ τής βάσεως κανονικής πυραμίδος 
ύψοδμεν κάθετον συναντώσαν τά έπίπεδα τών παραπλεύρων Ιδρών της 
είς τά σημεία Μ, Ν,... Κ, Λ. Τό άθροισμα ΡΜ + ΡΝ +... + ΡΚ + ΡΛ 
είναι σταθερόν. 

Έάν ή βάσις Ιχη ν πλευράς, τό άθροισμα είναι τό ν - πλάσιον 
τοΟ ύψους τής πυραμίδος. 

Έάν ή πυραμίς 64ν είναι κανονική άλλ' ή βάσις αύτής είναι 
κανονικόν πολύγωνον, ή εύθεϊα ΡΜΝ... θά πρέπει νά άχθη πα¬ 
ράλληλος τής εύθεΐας τής ένούσης τήν κορυφήν μετά τοΟ κέντρου 
τής βάσεως. 
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278. Έφαρμογαί. 'Επέκτασις τοΟ θεωρήματος 6ιά τάς καθέτους 
έπΐ τάς Τσας πλευράς ένός ΙσοσκελοΟς τριγώνου, τάς άγομένας έκ 
τυχόντος σημείου τής βάσεως αύτοΟ (§ 268). 

θεώρημα. ΑΙ κάθετοι αΐ άγόμεναι έκ τυχόντος σημείου τής βάσεως 
κανονικής πυραμίδος έπΐ τάς παραπλεύρους έδρας έχουν άθροισμα στα· 
θερόν. 

Έάν ή βάσις Εχη ν πλευράς, τά άθροισμα είναι ν - πλόσιον 
τής άποοτάσεως τοΟ κέντρου τής βάσεως άπό μι&ς τών παραπλεύ¬ 
ρων έδρών. 

θεώρημα. Έκ τυχόντος σημείου Ο τής βάσεως κανονικής πυραμίδος 
φέρομεν ευθείας ΟΜ, ΟΝ,... ΟΠ, ΟΡ, τεμνούσας τάς παραπλεύρους 
έδρας κατά σταθερόν γωνίαν. Τό άθροισμα ΟΜ -(- ΟΝ + ■ ■ · ΟΠ -+· ΟΡ 
είναι σταθερόν. 

θεώρημα 


279. Διά σταθερού σημείου Ο έπΐ τής διχοτόμου δρθής γωνίας Α 

φέρομεν μεταβλητήν ευθείαν, τέμνου· 
σαν τάς πλευράς τής γωνίας είς Μ καί 

Ν. Δείξατε δτι τό άθροισμα -ί—-|- -ί-’ 

ΑΜ ΑΝ 

τών άντιστρόφων των μηκών τών τμη¬ 
μάτων ΑΜ, ΑΝ, είναι σταθερά ποσότης. 

“Εστωσαν μ, ν τά μήκη τών τμη¬ 
μάτων καί υ ή άπόοτασις τοΟ Ο 
άπό έκάστης τών πλευρών τής άρ- 
θής γωνίας. 



Πρέπει νά δειχθή δτι -ί 4--^-=είναι σταθερά ποσό¬ 
της. Πράγματι, έκφράζοντες δτι τό έμβαδόν -ί- μν τοΟ όρθογωνίου 

τριγώνου ΝΑΜ είναι Ισον πρός τό άθροισμα τών έμβαδών τών 
τριγώνων ΑΟΜ καί ΑΟΝ, λαμβάνομεν τήν σχέσιν: 

μυ + νυ = μν, 


Λ 



ή, διαιροΟντες κατά μέλη διά υ, 

-£■ + 4" = “ ’ στοθ6 Ρ* ™>σότης. 


1η Έπίπτασις 

280. θίώρημα, Τό αΰτό ζήτημα 
διά τυχοΰσαν γωνίαν ΝΑΜ. 

Τό διπλάσιον τοΟ έμβαδοΟ τρι¬ 
γώνου ΝΛΜ δϋναται νά ίκψρασθή 
κατά δύο τρόπους: 

νυ-(-μυ = ν. Ρ. 


εύρίσκομεν 



ΜΡ 

μ 


ΔιαιροΟντες κατά μέλη διά μνυ, 
— ποσότης σταθερά, έπειδή ό λά* 
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γος 


ΜΡ 


είναι σταθερός διό μίαν καί τήν αυτήν γωνίαν 


Γ ΜΡ 1 

I— = "Μ ♦]· 


281. Παραχήρησις. Ή σχέσις -ί- -(- = σταθ. προκύπτει ταχύτε- 

ρον τριγωνομετρικές. Επειδή γνωρϊζομεν δτι τό διπλάσιον τοΟ 
έμβαδοό Ενός τριγώνου είναι Ισον πρός τό γινόμενον δύο πλευ¬ 
ρών έπΐ τό ήμίτονον τής γωνίας αύτών. 'Ώοτε 

μυ νυ = μν ημ φ 

ι_ + _1. _ ημ» 
μ 

282. Τιμή χής στα&βράς. "Ας έκφράσωμεν τήν τιμήν τής σταθερός 
ποσότητος συναρτήσει του μήκους ΑΟ = λ καί τής γωνίας φ. 
Έχομεν : 

φ 1 1 


καί Επομένως = 


: σταθερό ποσότης. 


υ==λ ημ -γ, —■ 


καί ό τύπος 


. ημ» 


λημ-|- 
γίνεται: 


ημ» 


Φ Φ 

2 ημ -γ · συν -γ 


λημ -|- 


λημ- 


"Ωστε 


+τ= 


συν ■ 


2α Έηέχτασις 


283. θεώρημα. Διά σημείου Ο έπί τής διά τής κορυφής Κ διαγώ¬ 
νιου χανονιχοΰ όχταέδρου, φερομεν τυχόν επίπεδον τέμνον τάς άχμάς 
τής σιερεάς γωνίας Κ εις σημεία Α, Β, Γ, Δ. Δείξατε ότι ιό άθροισμα 
ιών αντιστρόφων ιών μηχών τών ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ΚΔ είναι σταθερά πο¬ 
σότης. 

Επειδή αί Απέναντι όκμαϊ τής στερεός γωνίας Κ είναι κάθετοι 
Επ' όλλήλας καί αί Αποστάσεις τοϋ σημείου Ο Από τάς άκμάς ή 
αύτή καί διά τάς τέσσαρας=υ, ΘΑ Εχωμεν 

1 1 _ 1 1,1 1 

ΚΑ + "ΚΙ-υ ’ ΚΒ + ΚΔ _ υ ■ 

"Ωστε : 

1 , 1 + 1 , 1 2 


ΚΑ 


ΚΒ 


ΚΓ 


ΚΔ 


3η Έπέχτασις 

Β84. θεώρημα. Διά του σημείου τομής Ο τών διαγωνίων ένός χα· 
νονιχοΟ οχταέδρου φέρομεν επίπεδον (Π) τέμνον πάσας τάς άχμάς τού 
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στερεού (**). Όρίζονιαι οΰτω έπί έχάστης Ακμής δύο τμήματα μέ Αρχάς 
τΑς έπί ταΰτης κορυφός τοΰ όκταέδρου και κοινόν πέρας τό σημεΐσν το¬ 
μής τής Ακμής χαΐ τοΰ έπιπέδου (Π). 

Δείξατε δη τό άθροισμα των αντιστρόφων των μηκών τών ο6τω δρι- 
ζομένων είκοσι τεσσάρων τμημάτων είναι ποσότης σταθερά. 


Ώς εΤδομεν προηγουμένως, τό Αθροισμα τών Αντιστρόφων διό 
τέσσαρα τμήματα μέ κοινήν Αρχήν τήν κορυφήν μιΑς στερεδς γω· 

2 

νΙας τοΟ σχήματος είναι —, βπου υ ή κοινή Απόστασις τοΟ ση¬ 
μείου Ο Από τΑς ΑκμΑς. Διά Ας Ιξ, έπομένως, κορυφΑς τό Αθροι¬ 
σμα είναι — ■ 


Γΐαραιήρηοις. Τό θεώρημα είναι Αληθές διΑ π&ν όκτΑεδρον, είς 
τό όποιον τό σημεϊον τομής τών διαγωνΙων Τσον Απέχει τών δώ¬ 
δεκα Ακμών. 

4η ’£*4»νασ<ε 


285. θιώρημα. Πάν έπίκβδον άγόμβνον διά σταθερού σημείου Ο 
κειμένου έπί τής εύθείας (ΣΟ) τής ίσον Απεχούσης Από τών Ακμών, θεω¬ 
ρουμένων άνά δύο, μιας πολυεδρικής στερεός γωνίας Σ, τής όποιας τό 
πλήθος τών έβρών είναι Αρτιος Αριθμός καί α( Απέναντι Ιδραι (σαι, 
όρίζει έπί τών Απέναντι Ακμών τμήματα τών δποίων τό Αθροισμα τών 
Αντιστρόφων τών μηκών είναι σταθερόν (**). 


Έστωσαν ΣΑ, ΣΑ' δύο Απέναντι τμήματα καί β ή γωνία ΛΣΑ* 
τής όποίας διχοτόμος είναι ή ΣΟ· Ας παραστήσωμεν δέ διΑ α τήν 
Απόστασιν τοΟ Ο Από έκΑστης τών εύθειών αυτών. ΘΑ βχωμεν: 


έπίσης 


, ι _ ημ* 

ΣΑ ΣΑ' α 


(§ 281) 


ι , *_ημ^ 

ΣΒ ΣΒ'~ ρ 


κλπ. 


Επειδή τΑ δεύτερα μέλη έκΑστης τών Ισοτήτων αύτών είναι πο¬ 
σότητες σταθεροί, ΑφοΟ αΐ ποσότητες η . 5—-.-είναι σταθεροί 
διΑ μίαν ώρισμένην θέσιν τοΟ Ο, βπεται Ατι τό Αθροισμα 


1 

ΣΑ 



1 

ΣΒ 


1 

ΣΒ' 


είναι έπίσης σταθερά ποσότης. 
ΔιΑ βξ λ. χ. ΑκμΑς ΘΑ βχωμεν 


ημκ , ημδ ημο 


ΣΑ 


ΣΒ 


ΣΓ 


ΣΑ 


ΣΒ' ' ΣΓ’ 


Ρ 


Παραιήρησις. Έάν ή στερεά γωνία είναι κανονική, α = δ = ο, 
α =τ ρ = γ καί ή τιμή τής σταθερας ποσότητος είναι —~~ 


24. Σημ. μ ε τ. Καί είς σημεία διάφορα τών κορυφών του. 

26 , ► · Υποτίθεται ότι υπάρχει τοιαύτη ιύθεΐα (ΣΟ). 




141 



5η Έπέπταοις 

286. θιώρημα. Διά σταθερού σημείου Ο, κειμένου επί τής ευθείας 
τής ίσον άπεχούσης των έδρών μιας χανονιχής στερεός γωνίας Σ, φέρο* 
μεν τυχόν έπίπεβον (Π) τέμνον τάς άχμάς είς Λ, Β .. . Μ. Δείξατε ότι τό 
άθροισμα τών αντιστρόφων των μηκών ΣΑ,. .. ΣΜ είναι σταθερά πο- 
σότης. 

Τό Θεώρημα είναι φανερών έάν ή γωνία Σ Ιχη άρτιον πλήθος 
άκμών (§ 2Θ5) καί μένει νά δειχθή η άλήθειά του δταν τό πλήθος 
τών άκμών τής Σ εΓναι τκριτιός άριθμός. Επειδή δέ ή δυσκολία 
τής άποδείξεως είναι ή αώτή, οίοσδή- 
ποτε καί άν είναι ό περιττός αύτός 
άριθμός, άς έργασθώμεν έπί ένός κανό- 1 
νικοΟ τριέδρου. 

"Ας περιγράψωμεν κώνον έκ περι¬ 
στροφής είς τήν δοθεΐσαν τρίεδρον στε- 4 
ρεάν γωνίαν καί δι’ έκάστης άκμής καί 
έκάστης γενετείρας, είς ΐσας γωνιακός 
Αποστάσεις άπό δύο διαδοχικών άκμών 
κειμένης, άς φέρωμεν τά έφαπτόμενα 
έπίπεβα τής έπιφανείας. Σχηματίζομεν 
οΟτω μίαν κανονικήν έξαεδρικήν στε- 
ρεάν γωνίαν καί τής όποίας ή τομή 
ύπό τοΟ έπιπέβου (Π) είναι έξάγωνον */.· 18β · 

ΑΒΓΔΕΖ περίγεγραμμένον είς ϊλλειψιν 

(έν γένει), Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι ή τομή τοΟ δοθέντος τριέδρου. 

Ύποθέσωμεν μίαν τών έδρών τής έξαεδρικής γωνίας κατακεκλι- 
μένην έπί τοΟ έπιπέδου (Π) είς τήν θέσιν ΔΣΕ. ΑΙ ΣΔ καί ΣΕ εί¬ 
ναι αί νέαι θέσεις δύο διαδοχικών έκ τών θεωρηθεισών γενετει- 
ρών, ή δέ ΣΑ ή θέσις τής άκμής του τριέδρου. Επειδή ή ΣΑ θά 
είναι ή διχοτόμος τής γωνίας ΔΣΕ θά Ιχωμεν κατά τήν § 282: 

1.1 2 α 

ΣΔ ΣΕ ~ ΣΑ ° υν 2 ' 

Άναλόγως. εύρίσκομεν : 

1.1 2 α 

ύτ + τθ-τβ συν ΊΓ 

1,1 2 α 

ΣΗ + ΣΙ ~ ΣΓ '° υν 2 ’ 

Λπου α ή κοινή τιμή τών γωνιών ΔΣΕ, ΖΣΘ, ΗΣ1. Επομένως: 

/ 2 , 2 , 2 \ _ τχ 1 , 1,1,1, 

\ ΣΑ + ΣΒ + ΣΓ ) ° υν 2~ΣΔ + ΣΕ + ΣΖ + ΣΘ"*· 

4- τρ + -τπ— = — = ποσότης σταθερά κατά τήν § 2Θ5, καί 

Ζ.Π 2.1 0 


ΣΑ + ΣΒ + ΣΓ 


. α 

2 ο συν — 


ήτις είναι έπίσης σταθερά ττοσότης. "Ωστε .. . 
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Εφαρμογή 


287. θεώρημα. Διά τής μια; των εστιών έλλείψβως φέοομεν ένα ώρι- 
σμένον πλήθος έπιβατιχών αχτίνων, πέντε λ,χ., χαΐ β(ς (βας διαδοχικός 

γωνίας φ, = φ, = ... φ 4 — μεταξύ των. 

Δείξατε δτι τό άθροισμα ιών αντιστρόφων ιών μηκών τών αχτίνων 
τούτων είναι ποοότης σταθερά, οίαδήποτε χαΐ άν είναι ή θέσι; των είς 
τό έπίπεδον τής έλλείψεως. 

Θεωρήσωμεν κανονικήν πεντάεδρον στερεών γωνίαν Σ καί τόν 
περιγεγραμμένον είς αύτήν όρθόν κυκλικών κώνον. "Εοτω 6έ (Π) 
τυχών έπίπεδον τέμνον τώς άκμάς τής γωνίας είς σημεία Α, Β, Γ, 
Δ, Ζ. Ώς εΤΒομεν ($ 2Θ6), θά εχωμεν 

. . 1 , 1 , 1 , 1 . 1 

<α) Τ7Γ + ·ςΒ· + ·ςΓ+ ΣΔ' + 'ΣΓ- ε - σταθ · 


Ή προβολή τής τομής έπί έπίπεδον (Ρ) κάθετον έπί τών άξονα τοΟ 
κώνου θά είναι Ελλειψις (έν γένει), αβγδε, 
μέ έστίαν τήν προβολήν τής κορυφής Σ 
(Ο. η· 855) καί προβολάς τών τμημά¬ 
των ΣΑ, ΣΒ ... ΣΕ έπί τό έπίπεδών της, 
τάς έστιακάς άκτΐνας εα, εβ ... εζ. ΑΪ 
άκτϊνες αδται θά σχηματίζουν μεταξύ των 
Τσας διαδοχικός γωνίας, Αντιστοίχους τών 
προβολών έπί τό (Ρ) τών ίσων Εδρών τής 
γωνίας Σ, τά δέ μήκη των θά είναι γινώ¬ 
μενα τών μηκών ΣΑ, ΣΒ . .. ΣΕ έπί τώ 
ήμίτονον τής σταθερδς κλίσεως Φ έκάστης 
τών άκμών τής γωνίας Σ πρός τόν Αξονα 
τοΟ κώνου: 



(β) εα = ΣΑ . ημ Φ, εβ = ΣΒ . ημ Φ,... εζ = ΣΖημΦ. 


Άντικαθιστώντες εί τήν σχέσιν (α) τάς τιμάς τών ΣΑ....ΣΖ 
έκ τών Ισοτήτων (β), λαμβάνομεν τήν σχέσιν 


1 


1 


εα εβ 
ήτις άποδεικνύει τήν πρότασιν. 


+ ... 


V 

ημ Φ 


= σταθ., 


287 α. Παρατήρηοις. 1) Τώ θεώρημα είναι Αληθές καί διά τυχοΟ* 
σαν κωνικήν τομήν. 

2) Ώς είδικήν περίπτωσιν, θεωρήσωμεν μίαν έστιακήν χορδήν 
«εκ· θά Εχωμεν τήν σχέσιν 


_ 1 _ 

ει 


_ 1 _ 

εκ 


σταθ.. 


κατά τό άκόλουθον θεώρημα τής Αναλυτικής Γεωμετρίας : 

287β. θεώρημα. Είς πάσαν χωνιχήν τομήν, τό άθροισμα τών άντι· 
στρόφων τών τμημάτων, τών όριζομένων έπί έστιαχής χορδής ύπό τής 
έοτίας, είναι σταθερόν. 

Ή σταθερά εύκόλως προσδιορίζεται έάν θεωρήσωμεν τά Βύθ 
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τμήματα ΑΕ' = α-|-Υ καί ΕΆ'=α -γ τοΟ με άλου Αξονος 
ΑΕΕΆ'· τό Αθροισμα τών Αντιστρόφων των είναι 

1 1 _ 2α _ 2α 

α-γ^α+Υ - α·—γ* — β* 

ώστε : 

1 1 _ 2α 

““εϊ ^ εκ — β* 

288. Έηίπχααις 4 η τον τρίγωνον Ίς τό τρίεδρον■ Πλεϊσται ΰσαι 
Ιδιότητες τοΟ τριγώνου είς τό Επίπεδον δύνανται νά μδς όδηγή- 
σουν είς άνεύρεσιν άναλόγων Ιδιοτήτων ε(ς τό τρίεδρον. Ώρισμέ- 
ναι πάλιν Ιδιότητες τοΟ τριέδρου, ώς αΐ άναφερόμεναι είς τάς διέ- 
δρους γωνίας καί Εδρας αύτοΟ, Εχουν τά Ανάλογά των έπΐ τοΟ 
σφαιρικοΟ τριγώνου. 

Ιδού μερικά παραδείγματα. 

Είς τό οφαιρ ικόν 
τρίγωνον, έκάστη πλευ¬ 
ρά είναι μικρό τέρα 
τοΟ Αθροίσματος τών 
δϋο Αλλων. 

Τά τόξα μεγίστων 
κύκλων, τά Αγόμενα 
έκ τών κορυφών κα- 
θέτως έπί τάς Απέ¬ 
ναντι πλευράς, τέμ- 
νονται είς τό αύτό 
σημεΐον. 

Τά τόξα μεγίστων 
κύκλων, τά διχοτο- 
μοΟντα τάς γωνίας 
σφαιρικοΟ τριγώνου, 
διέρχονται διά τοΟ 
αύτοϋ σημείου. 

Είς παν σφαιρικόν 
τρίγωνον δΰναται νά 
έγγραφή καί περι¬ 
γραφή περιφέρεια. 

28Θ. Έπέκτασις είς τάς Αριθμητικός σχίσεις, Είς ώρισμένα θεω¬ 
ρήματα άναφέρονται Αριθμητικά! σχέσεις δυνάμεναι νά μετασχη- 
ματισθοΰν κατ ν έπέκτασιν καί νά όδηγήσουν ουτω είς νέα θεω¬ 
ρήματα. 

θά διακρίνωμεν δύο κύρια είδη τοιούτων σχέσεων. 

Ιον Είδος. Ή είς τό αρχικόν θεώρημα αχίαις άναφέρεται είς άθροισμα 
ή διαφοράν μηκών. Δυνάμει >α τότε νά μεταβώμεν είς έπεκτεταμίνον Αιώ¬ 
ρημα, ηοίΧαπλααιάζοντες έκαστον όρον τής αρχικής σχίσε ως έπΐ σταθερόν 
Αριθμόν. 

Ιδού Εν πολύ άπλοΰν παράδειγμα. 

Θεώρημα 

289 α. Έκ σημείου, είς τό εσωτερικόν Ισοπλεύρου τριγώνου κειμένου, 
φέρομεν τρία εύδύγραμμα τμήματα περατούμενα είς τάς πλευράς τοϋ 


Είς τό τρίγωνον, έ- Είς τό τρίεδρον, έ- 
κάστη πλευρά είναι κάστη Εδρα είναι μι- 
μικροτέρα τοΟ άθροί- κροτέρα τοΟ Αθροί¬ 
σματος τών δύο Αλ- σματος τών δύο Αλ¬ 
λων. λων. 

Τά τρία Οψη τέμ- Τά έπίπεδα διά 
νονται είς τό αύτό τών άκμών, τά κά- 

σημεΐον. θετά έπί τάς Απέναντι 

Εδρας, διέρχονται διά 
τής αύτής εύθείας. 


Αί τρεις διχοτόμοι Τά διχοτομοΟντα 
τέμνονται είς τό αυτό έπίπεδα τάς τρεις δι- 
σημεϊον. έδρους τέμνονται κα¬ 

τά τήν αύτήν εύθεϊαν. 


Είς παν τρίγωνον Είς πδν τρίεδρον 
δύναται νά έγγραφή δύναται νά έγγραφή 
καί περιγραφή περί- καί περιγραφή κώνος 
φέρεια. έκ περιστροφής. 
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τρίγωνου καί τέμνοντα αϋτάς κατά δοθείααν γωνίαν φ. Δείξατε δτι τό 
άθροισμα τών μηκών των είναι σταθερόν. 

Έστωσαν ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ τά τμήματα ταϋτα καί ΟΛ, ΟΜ, ΟΝ 
άλλα κάθετα έπί τάς πλευράς τοΰ τριγώνου. Γνωρίζομεν βτι 

(1) ΟΛ 4-ΟΜ 4-ΟΝ = ΓΗ = ϋψος τοΟ τριγώνου. 

Έστω Γθ εύθεία διά τοΟ Γ, κεκλιμένη κατά τήν γωνίαν φ 
πρός τήν πλευράν ΑΒ. Επειδή τά τρί¬ 
γωνα ΟΔΛ, ΟΕΜ, ΟΖΝ είναι δμοια 
πρός άλληλα καί πρός τό ΓΗΘ, θά 
έχωμεν τάς Ισότητας 

ΟΛ ΟΜ _ ΟΝ _ ΓΗ 
ΟΔ _ ΟΕ ~ ΟΖ ~ Γθ ’ 
έκ τών όποίων Κπεται καί ή: 

ΟΛ + ΟΜ + ΟΝ ΓΗ 
ΟΔ—|- ΟΕ + ΟΖ ~ Γθ * 

Επειδή είς αύτήν οΙ άριθμηταί βΤ- 
Σ *· 1**. ναι Τσοι, θά είναι Τσοι καί οΐ παρονο- 

μασταί, ή 

ΟΔ -(- ΟΕ ΟΖ = Γθ = ποσότης σταθερά. 

289β. 1) Δυνάμεθα νά φθάσωμεν είς τό άποτέλεσμα ταχύτερου 
ίσως ίάν καλέσωμεν ρ τήν τιμήν τών Ισων λόγων - 0 ^' 

καΐ άντικαταστήσωμεν είς τήν σχέσιν (1) τά ΟΛ κλπ. διά τών 
ΟΔ . ρ, ΟΕ.ρ, ΟΖ . ρ. Εύρίσκομεν 

ΟΔ . ρ4* ΟΕ\ ρ 4- ΟΖ. ρ = ΓΗ 

ΟΔ 4- ΟΕ 4- ΟΖ= — = στθ. 

Ρ 

2) Ό λόγος ρ είναι τό ήμίτονον τής γωνίας φ. 

3ο*. Είδος. Ή είς τό άρχικόν θεώρημα σχίαις είναι λόγος η γινόμενον 
μηκών. Δυνάμεθα τότε νά μεταβώμεν είς όκχιιηιμιη* θεώρημα, κοϋ αηία - 
οιάζ'οντες τούς όρους ή παράγοντα; τη; άρχιχή; οχέοεως Ιπΐ σταθερού; καί 
διαφόρους, Ιν γίνει, αριθμούς. 

Παράδειγμα: 

θεώρημα 

290. Έκ τυχόντος σημείου Μ περιφερείας φέρομεν τέμνουσαν κατά 
δοθείααν διεΰθυνσιν ΧΥ, Ή ευθεία αυτή συναντφ σταθερόν χορδήν ΙΚ 
είς σημεϊον Α καί τάς έφαπτομένας τής περιφερείας είς τά I καί Κ κατά 

ΜΑ’ 

τά σημεία Β καί Γ. Δείξατε δτι δ λόγος είναι σταθερός 

ΜΒ . ΜΓ 

αριθμός. 

Τό θεώρημα τοΟτο είναι τό έπεκτεταμένον τοΟ τής § 25. 
Έστωσαν ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ αΐ έκ τοΟ Μ κάθετοι έπί τάς πλευράς 
τοΟ Ισοσκελούς τριγώνου Η1Κ· αΐ γωνίαι α, β, γ είναι σταθεραί 
διά τεμνοόσας παραλλήλους πρός τήν ΧΥ. 
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"Αν τούς σταθερούς λόγους η^> 7505" ’ 

διά τών α, β, γ άντιστοίχως, θά Εχωμεν 
τός Ισότητας 

ΜΔ=ΜΑ.α, ΜΕ=ΜΒ.ρ, ΜΖ=ΜΓ.γ. (1) 

Άφ’ Ετέρου, είναι ΜΔ»=ΜΕ.ΜΖ (§ 25) 
ή, έκ τών (1); 

ΜΑ *.α· 

ΜΒ.ρχΜΓ.γ 

" Ωστε: 

μα» _ _βγ_ _ ημρ.ημ γ _ θ 
ΜΒ.ΜΓ - α» ~ ημ»α - σίσ · 

Έπίκταοις 

290 α. Δυνάμεθα νά δώσωμεν μίαν νέαν 
έπέκτασιν ε(ς τό θεώρημα τής § 25 καθώς 
καί ε(ς τό έπεκτεταμένον αύτοϋ προηγού- 
μενον. 


ΜΖ 

ΜΓ 


παραστήσωμεν 



1) ΕΙς πάναν κωνιχήν τομήν, το γινόμενον τών άποοτάοεων τον τυχόν¬ 
τος αυτής σημείου άπό δυο σταθερών Ιφαπτομένων ίχει λόγον προς το τε¬ 
τράγωνον τής άιτοοτάοεώς του άπό τής χορδής τών έπαφών αριθμόν στα¬ 
θερόν. 


ΑΙ Αποστάσεις δύνανται νά μετρώνται καί έπί εύθειών παραλ¬ 
λήλων πρός δοθείσας διευθύνσεις. 

2) Έκ τυχόντος σημείου Μ κωνικής τομής φίρομεν ευθείαν παράλληλον 
πρός δοθεΐσαν διενθννοιν καί τέμνουοαν αταδέραν χορδήν ΙΚ εις αημεϊον 
Α καί τάς Ιφαπτομένας είς τά άκρα αυτής είς τά Β καί Κ. Δείξατε διι ό 


λόγος 


ΜΑ » 

ΜΒ . ΜΓ 


ρ είναι άριθμός σταθερός. 


Παρατήρηοις. Τά άνωτέρω δύο θεωρήματα είναι είδικαΐ περιπτώ¬ 
σεις τοΟ θεωρήματος *δ επί τίοσαρας ευθείας τόπος » (αά ημαΐηου Ιί- 
ηβαε, βλ. §§ 2105 καί 2107) τοΟ Πάππου. 


§ III. Διαδοχικοί έηαγωγαΙ 


291. Εις τήν Μέθοδον όι* ΐπεκτάοεως (§ 263) καί εις τούς διαφό¬ 
ρους τρόπους τον θεωρεϊν εν πρόβλημα, δυνάμεθα νά έπισυνάψωμεν 
Εν είδος σπουδής τών γεωμετρικών ζητημάτων, τοϋ όποίου ή κα- 
τανόησις γίνεται εύκολώτερον διά παραδειγμάτων παρά έκ τής 
βιατυπώσεως τών Αρχών βάσει τών όποιων έργαζόμεθα κατ’ αύτό. 

Είς τό είδος τοΟτο σπουδής ή Επεξεργασίας τών θεωρημάτων 
δίδεται τό Ονομα Διαδοχικοί Ιπαγωγαί. Κατ’ αύτό: 

Δοθέντος ίνός θεωρήματος (προβλήματος χλπ.), εξετάζομεν είς αυτό όχι 
μόνον τάς διαφόρους όψεις υπό τας όποιας δνναταί τις να τό θεώρηση (* 9 ) 
«Ελιά καί, τροποποιοϋντες ώριομένα δεδομένα ή στοιχεία τής άρχικής του 


26. Σ η μ, μ ι τ. Αηλ. όχι μόνον «οτατικώς». 
Γεωμετρία 
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μορφής, έπεχτεϊνοντες κλ.τ., προππαδοϋμεν νά άνεύρωμεν χαί άΧΧας ονντ- 
πείας αυτόν, Ληλ. άλλα θεωρήματα, άπορρέοντα αμέσως ή ίμμέσως έξ αυτού. 

ΕΙς τό Εργον τοΟ ΟβγποΙ Όε Ια οοιτέΐαίχοη άε$ βτ/ντεβ άβ Οέο- 
ιηέ(ήβ —καί τό όποιον άργότερον άνέπτυξεν εις τήν Οέοτηέΐνΐβ άβ 
Ροίίίχοη —εόρίσχονται παραδείγματα πολύ Ενδιαφέροντα διαδοχι¬ 
κών Επαγωγών. Έκ τίγς προσεκτικής σπουδής Ενός σχήματος προ¬ 
κύπτει πλήθος προτάσεων καί τάς όποΐας άνευρίσκει τις είς τάς 
διαφόρους ουλλογάς Γεωμετρικών άσκήσεων. Αλλά, διεσπαρμέ¬ 
νοι ώς Εμφανίζονται καί άνεξαρτήτως α( μέν τών βέ. σπανίως 
άφίνουν νά διαφαίνεται ή κοινή καταγωγή των έξ Ενός άρχικοΟ 
θεωρήματος καί ή διά τών διαδοχικών Επαγωγών γένεσις αύτών. 

Πρόβλημα 

292. Νά εΰρεθοΰν σχέσεις μεταξύ τών πλευρών τριγώνου, τών 
υφών αυτού καί τών τμημάτων Επί τών πλευρών τών άριζομένων ΰπό 
τών ποδών τών νψών. (ΟεΓηοΙ, ϋβ 1β ΟοιτέΐΒΐίοη άβΒ ίΐ^ητοβ 04ο- 
πιέΐΓΪςυεβ, η° 142, σ. 101). 

ΠροεκτεΙνομεν τά Οψη μέχρι τής περινεγραμμένης περιφέρειας 

(Ο) εις τό τρίγωνον ΑΒΓ καί 
Εστω Δ τό όρθόκβντρον αύτοΟ. 

(α) Έχαοχογ τών τεσσάρων 
σημείων Α, Β, Ι', Δ ίνναται νά 
δεωρη&ή ώς δρδόχεντρον τον τρι¬ 
γώνου τών τριών άλλων. 

Τό Α λ. χ. είναι τό όρθό- 
κεντρον τοΟ ΒΓΔ. Πράγματι, 
άφοϋ ή εύθεϊα ΒΔΘ είναι κά¬ 
θετος Επί τήν ΓΘΑ καί ή ΓΘΑ 
θά είναι κάθετος Επί τήν ΒΔΘ, 
καθώς καί ή ΒΖΑ Επί τήν ΓΔΖ. 
τό δέ σημεΐον Α θά είναι τό 
όρθόκεντρον τοΟ ΒΓΔ. Τά τέσ- 
σαρα σημεία Α, Β, Γ. Δ άποτε- 

λουν οϋτω άρδοχεντριχήν Αμάδα 
(§ 292 ν). 

(Ρ) Τά ΐξ τόξα, τά όριζόμενα 
Επί τής περιφέρειας (Ο) ΰπό τών 
Α, Β, Γ χαί τών τομών της Α', 
Β', /" ΰπό τών νψών, είναι Γαα 
άνά δύο. 

ϊχ. ι»ο Πράγματι, αί γωνίαι ΑΒΓ', 

ΑΓΓ' Εχουν τό αύτό μέτρον, 
ή βέ γωνία ΑΓΓ' εΤναι Τση πρός τήν ΑΒΒ', ώς Εχουσαι κοινόν 
συμπλήρωμα τήν γωνίαν ΒΑΓ. 

Ώστε γων. ΑΒΓ’ = ΑΒΒ' 

καί ΑΓ' = ΑΒ’, ΒΓ'= ΒΑ', ΓΑ' = ΓΒ’. 

(γ) ή άπόατααις τού Αρδοχέντρον άπό μιας πλευράς είναι ίση πράς τά 
τμήμα, έπι τής προεκτάσεως τον αντίστοιχον ύψους, άπό τον ποδός αντοΦ 
μέχρι τής περιφερείας. 
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Λ.χ. ΔΖ=ΖΓ’, ώς προκύπτει έκ τής Ισότητος τών γωνιών 
ΑΒΓ' καί ΑΒΒ'. Επειδή τό σημεΐον Α είναι τό όρθόκεντρον χοΟ 
τριγώνου ΒΔΓ, θά £χωμεν έπίσης ΑΗ = ΗΔ'. 

Έκ χής τελευταίας ταύχης Ισότητος καί άναφορικώς πρός τό 
άρχικόν τρίγωνον ΑΒΓ, Επεται ή πρότασις: 

(β) Ή περιφ'έρεια, ή διερχομένη διά δύο κορυφών Β, Γ τριγώνου καί 
τον όρΦοκέντρου Δ αΰτοΰ, δρίζει ίπΐ τής προεχτάσεως τον ύψους ΑΙ1 οη- 
μεΐον Δ' ίΐς άπόσταοιν άπό τοΰ Η ΐοην πρός τό ύψος τούτο. 

Δηλ. χό Η είναι μέσον χοΟ τμήματος ΑΔ'. 

Ή πρότασις αΰτη πάλιν δύναται νά θεωρηθή άπλή συνέπεια 
τοΰ έπομένου θεωρήματος: 

(ε) Ή περιγεγραμμένη περιφέρεια είς τρίγωνον καί αί περιγεγραμμίναι 
είς τά τρίγωνα μι κοινήν κορυφήν τό όρΦόκεντρον χαΐ βάαβις τάς πλευράς 
τον αρχικού τριγώνου, είναι Γσαι. 

Επειδή ή περιφέρεια (ΑΒΓ) συμπίπτει πρός τήν (Α'ΒΓ), τό δέ 
τρίγωνον Α'ΒΓ είναι Ισον πρός τό ΒΔΓ. "Ωστε (ΑΒΓ) = (Α’ΒΓ) = 
(ΒΔΓ) = (Γ ΔΑ) = (ΑΔΒ). 

(ζ) Τά γινόμενον τών τμημάτων, τΰν όριζυμένων Ατι Ικάοτης πλευράς 
υπό τοΟ I) τ' αυτήν ύψους, είναι ίσον προς τό γινόμενον τοΰ ύψους και τής 
άκουτάσεως τοΰ όρδοκέντρου άπό τής πλευράς. 

Επειδή ΑΖ.ΖΒ = ΓΖ. ΖΓ'= ΓΖ . ΔΖ. 


(η) Τά γινόμενα τών τμημάτων έπΐ Ιχάστον ύψους, τών οριζόμενων διά 
τοΰ όρδοκένχρου, είναι Γοα. 

Πρέπει νά δειχθή βτι: 

ΑΔ . ΔΗ = ΒΔ . Δθ = ΓΔ . ΔΖ. 

"Ενεκα τών όρθών γωνιών είς τά 
σημεία θ καί Ζ, τό τετράπλευρον 
ΒΓΘΖ είναι έγγράψιμον είς περιφέ¬ 
ρειαν, τής όποΐας διάμετρος είναι 
ή ΒΓ. Επομένως: 

ΒΔ . Δθ = ΓΔ . ΔΖ κλπ. 


Δυνάμεθα νά κάμωμεν καί χάς 
άκολοόθους άκόμη παρατηρήσεις : 

(θ) Ή εϋΦβία ή αυνδέουσα δύο πόδας 
ύψών είναι κάΦέτος Ιπί τήν ακτίνα τής 
κεριγνγραμμίνης περίφερείας είς τήν κο¬ 
ρυφήν ίξ ής τό τρίτον ύψος. 

Φέρομεν τήν εύθεΐαν ΑΤ’. Ή 
άκτίς ΒΟ είναι κάθετος έπΐ τήν χορ¬ 
δήν ΛΤ', άφοΰ ΒΑ' = ΒΓ'· αί δέ 
εύθεΐαι ΖΗ καί ΓΆ' είναι παράλ¬ 
ληλοι, έπειδή τό Ζ είναι μέσον τοΰ Σχ. ι«ι 

τμήματος ΔΓ' καί τό Η μέσον τοΟ 

ΔΑ’. Είναι λοιπόν ή άκτίς ΒΟ κάθετος έπΐ τήν εύθεΐαν ΖΗ. 

Έπανευρίσκομεν έπίσης τό γνωστόν θεώρημα: 

(ι) 7α ύψη είναι διχοτόμοι τών γωνιών τοΰ τριγώνου ΖΘΗ τών ποδών 
τών υψών. 

Ή ΓΓ' είναι, πράγματι, διχοτόμος τής γωνίας Α'Γ'Β', ώς Ιπ 
τής Ισότητος τών τόξων ΓΑ' καί ΓΒ’ ϊπεται, καί ή ΓΖ διχοτόμος 
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τής γωνίας Ζ τών παραλλήλων ΗΖ, ΘΖ πρός τάς ΑΤ' καί Β’Γ'. 

(κ) Το Τρίγωνον ΖΘΗ, τών πνδών ιών ύψών, είναι ιό έΐαχίατης περι- 
μέτρου, έχ ιών έγγραφομένων είς ιό τρίγωνον ΑΒΙ'. 

Ύποθέτοντες άληθβϊς τάς άρχάς τάς όποιας θ’ άποβείξωμεν 
είς τό είδικόν κεφάλαιον έπΐ τών μεγίστων καί έλαχίστων (§ 342), 
παρατηροΟυεν ότι, έάν α( κορυψαί θ καί Η θεωρηθούν ώς στα· 
θεραί, τό έλάχιστον τής περιμέτρου έξαρτάται μόνον έκ τής θέ- 
σεως τής κορυφής Ζ. ΓνωρΙζομεν δέ δτι 6 δρόμος ΖΘ-|-ΖΗ γίνε¬ 
ται έλάχιστος όταν αΙ εύθειαι Ζθ, ΖΗ είναι Τσον κεκλιμένοι πρός 
τήν ΑΒ (Ο., η° 177). 

Άνάλογον συμπέρασμα ποριζόμεθα καί έάν σταθεροποιήσωμεν 
τάς κορυφάς Ζ, Η ή Ζ, θ. θά πρέπει λοιπόν τό ζητούμενον τρίγω¬ 
νον έλσχίστης περιμέτρου νά ϊχη τάς πλευράς του ίσον κεκλιμέ¬ 
νος πρός τάς πλευράς τοΰ τριγώνου ΑΒΓ, πράγμα πού συμβαίνει 
διά τό τρίγωνον ΑΒΓ ( ,Ί ). 

Ιδού μερικαί νέαι Ιδιότητες: ΓνωρΙζομεν δτι ή περιφέρεια ιών 
έννέα σημείων τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται διά τών μέσων τών πλευ¬ 
ρών, τών ποδών τών υψών, ώς καί διά τών μέσων τών τμημάτων 
ΑΔ, ΒΔ, ΓΔ τών ύψών- άφ’ έτέρου, κατά τό θεώρημα τοΟ Ρειιβτ- 
δαεδ (§ 228), ή περιφέρεια αϋτη έφάπτεται τής έγγεγραμμένης πε¬ 
ριφέρειας είς τό τρίγωνον, καθώς καί έκάστης τών παρεγγεγραμ- 
μένων είς αύτό. Άγόμεθα οϋτω είς τό έπόμενον θεώρημα τοΟ 
\ν. ΗβηιίΙΙοη : 

(λ) Τά ι έσααρα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΒ, ΒΔΓ, ΓΔΑ έχουν τήν αυτήν πε¬ 
ριφέρειαν τών έννέα σημείων, έφαπτομενην τών δέχα ΐξ εγγεγραμμένων καί 
παρεγγεγ ραμμένων περιφερειών είς τά τρίγωνα ταντα. 

292. (μ) Παρατήρησα. Ή προσεκτική μελέτη τοΟ σχήματος τοΟ 
άποτελουμένου έκ τριών εύθειών τεμνομένων άνά δύο καί τών 
τριών ύψών τοΟ τριγώνου αύτών μάς ήγαγεν, ώς εΐβομεν, είς πο¬ 
λυάριθμα θεωρήματα. Κατ’ άνάλογον τρόπον έργαζόμενοι, δυνά- 
μεθα νά οπουδάσωμεν τό σύστημα ένός τριγώνου καί τών διαμέ¬ 
σων του, τών διχοτόμων, έσωτερικών ή έζωτερικών αύτοΟ, ή, γε- 
νικώτερον, τών εύθειών τών ένουσών τυχόν σημεϊον τοΟ έπιπέδου 
του μετά τών κορυφών. Γ 

Μέχρι τοΟδε, ή σπουδή τών τελευταίων τούτων σχημάτων άπέ- 
χει πολύ τής άποδοτικότητος είς άποτελέσματα, έν συγκρίσει πρός 
τό παράδειγμα τής § 292, ή, τουλάχιστον, τά προβλήματα ταότα 
δέν εορον άκόμη τόν Οεπιοί αύτών. Καί θεωροϋμεν τούς έαυτούς 
μας εύτυχεϊς έπειδή δυνάμεθα νά προσθέσωμεν δτι ό νέος κλάδος 
τής στοιχειώδους Γεωμετρίας, ή Γεωμετρία τοΰ Τριγώνου (§ 2260 κ.έ.), 
παρέχει βασίμους έλπίδας δτι, διά τής άναπτύξεώς του, θά προσ- 
θέση £ν νέον κεφάλαιον, έκ τών πλέον ένδιαφερόντων καί πλέον 
έκτεταμένων, είς τά τής κλασικής παραδόσεως τής Γεωμετρίας. 

292. (ν) Σημείωσες. ΌρέΜχεντρον (6). Τό όνομα τοϋτο έδόθη ύπό 
τών άγγλων γεωμετρών (§ 664 α Σημ.) είς τό σημεϊον τομής τών 
ύψών ένός τριγώνου. 

“Ορΰοχεντριχή όμας σημείων είναι τό σύνολον τεσσάρων σημείων, 
έκ τών όποιων έκαστον είναι τό όρθόκεντρον τοΰ τριγώνου τών 
τριών άλλων (§ 292 α). Διά τοΰ δρου αύτοΟ ή πρότασις τής 
§ 292 (λ) δέχεται τήν διατύπωσιν: 


27. 2 η μ. μ * τ. Τουλάχιστον Βι’ «δτό. 
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7*ά τίσσαρα τρίγωνα μιΛς δρθοχεντριχής δμάδος έχουν την αυτήν περιφέ¬ 
ρειαν χών έννέα σημείων. (Βλ. έπ. § 2183 (δ), 2). 

Σνγχυχλιχά σημεία (η). "Ορος χών άγγλων, πάλιν, γεωμετρών 
διά τέσσαρα σημεία έπΐ τής αΰτής περιφερείας. Ό Νβιιδβε^ προέ- 
τεινε όμοχνπλιχά (*·). 

'Ορ&ιχόν τρίγωνον (ι), ή (σπανιώτερον) όο&οχιντριχόν, είναι τό τρί¬ 
γωνον τών ποδών χών υψών ένός τριγώνου. 

Τό θεώρημα τοΟ βίε Ηϊίίίαηχ ΗατηχίΙοη προετάθη τό 1861 εις τά 
Ν. Α. άεβ Μβίδ., σ. 216, δύναται δέ νά όδηγήση εις νέας προτά¬ 
σεις. Βλέπε ’σχετικώς: ΤΗέονέ>ηεβ βΐ ρνούΐέηια άε ςέοιηέΐνίε έΐέτηβη- 
Ιαίτε, του Εαρέηε ΟαΙαΙατι (6η ίκδ., 1879 θεωρήματα ονίΙΙ έως 
0X11, σ. 178). 

*Η περιφέρεια των Ιννέα σημείων ένός τριγώνου εΤναι ή περίβάλ- 
λουσα χών έγγεγραμμένων καί παρεγγεγραμμένων περιφερειών 
είς πάντα τά τρίγωνα, τά ίχοντα το αύτό όρθόκεντρον καί τήν 
αύχήν περιγεγραμμένην περιφέρειαν (§ 1341, β). Ό ΙοΗη Ο'αεβτ/ 
άπέδειξεν δτι ή περιφέρεια αΰτη έφάπτεται 64 περιφερειών ή. διά 
μέσου αύτών, 256 περιφερειών κ.ο.κ. 

§ IV. Γενίπευσις 


293. Ύπο&ετιχή γενίχευσις. Πολλά στοιχειώδη θεωρήματα δύ- 
νανται διά τής έπεκτάσεως ή γενικεύσεως νά μάς όδηγήσουν 
είς άλλα πολύ γενικώτερα, άλλά τών όποιων αΐ προτάσεις εΤτε 
είναι έσφαλμέναι, είτε παρουσιάζουν δυσκολίας κατά τήν άπόδει- 
ξιν τής άληθείας των. Εις πλείστας δμως περιπτώσεις, αΐ υποθέ¬ 
σεις μας άποδεικνΰονται όρθαί καί καχαλήγομεν είς συμπερά¬ 
σματα πολύ ένδιαφέροντα. 

Ό τρόπος έρνασίας, είς γενικάς γραμμάς, είναι ό έξής: 

Αοθέντων ένός θεωρήματος και τής γένιχωτέρας προτάσεως τήν όπαίαν 
ποριζόμεθα Ιξ αυτόν, ΰποθέτομεν χατ' άρχάς δτι εΰρισχόμεθα είς αδυναμίαν 
νά άποδείξωμεν αυτήν άπ" ευθείας χαϊ προαπαθ ονμεν νά τήν έπαληθεϋαωμεν 
είς μεριχάς είδιχάς περιπτώσεις. Ή επιτυχία τών προσπαθειών μας τούτων 
αποτελεί ΐνδειξιν περί τού αληθούς τών γινομένων υποθέσεων μας, κατόπιν 
τής όποιας είναι δικαιολογημένη πλέον ή καταβολή προσπαθειών όπως έπι· 
τνχωμεν ιήν άπόδειξιν τής νέας προτάσεως. 

Τάς Επιφυλάξεις ταύτας είναι έπόμενον νά ίχη ό έρευνητής, 
δεδομένου δτι αΐ γενικεύσεις είς τάς όποιας άγεται δύνανχαι νά 
θεωρηθοΟν πάντοτε άπόρροιαι τής διαισθήσεως κατά τό μάλ¬ 
λον ή ήττον έπισφαλείς, μέ όσονδήποτε γόνιμον καί Ισχυράν 
διάνοιαν καί δν ύποτεθή συνοδευομένη αΰτη. 

Ιδού δύο σχετικά παραδείγματα. 

Έκ τής προσεκτικής μελέτης τών Ιδιοτήτων ώρισμένων όμάδων 
έκ τριών σημείων κειμένων έπ’ εύθείας γραμμής καθώς καί τεσσά¬ 
ρων, πέντε ή Εξ όμοκυκλικών σημείων, καχαλήγομεν εις τάς έπο- 
μένας ύποθετικάς προτάσεις: 

1) Έάν τρία ανάλογα σημεία ένός δοθέντος οχήματος ενρίσχωνται έπ ’ ευ¬ 
θείας γραμμής, ή ευθεία αυτή είναι ό γεωμετριχάς τόπος απειρίας άλλων 
σημείων μι τάς αντάς γεωμετριχάς ιδιότητας όπως ιά πρώτα. 


28. 2 η μ. μ * τ. Ή 4νομ«α!α αδτή έπεχράτησεν νομίζομεν καί εις τήν 
ίλληνιχήν όρολογίβν. 
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2) Έάν τίοοαρα, πέντε ή ε( σημεία είναι όμοχνχλιχά, ή περιφέρεια 
είς τήν όποιαν άνήχονν είναι ό γεωμετριχος τάχος απειρίας σημείων αναλο¬ 
γών προς τα πρώτα. 

Όνομάζομεν ανάλογα σημεία ένός δοθέντος οχήματος, τά σημεία 
αύτοΟ τά λαμβανόμενα διά τών αύτών κατασκευών καί ίχοντα 
τάς αύτάς Ιδιότητας. Λ.£., είς τό βεώρημα τοϋ 8ίτπίοη (§ 22), αΐ 
προβολαί ένός σημείου της περιγεγραμμένης περιφερείας έπΐ τάς 
τρεις πλευράς τοΟ τριγώνου είναι τρία σημεία άνάλογα. Τούναν- 
τΓον, τά τρία σημεία άτινα έθεωρήθησαν έπί τής εΰ&είας τ ον ΕμΙβτ 
(8§ 11 Κξ 1262) 6έν είναι άνάλογα, β σει τουλάχιστον τοΟ συνή¬ 
θους όρισμοΟ των. Επειδή ταΰτα είναι τό κέντρον Ο τοΟ περιγε- 
γραμμένου κύκλου, τό οημείον τομής θ τών διαμέσων καί τό όρ- 
θόκεντρον Η τοΟ τριγώνου, θά ύποδείξωμεν έν τούτοις άργότερον 
(§ 1242 (Ο), 3) μίαν κοινήν Ιδιότητα τών σημείων αύτών. 

θά διατυπώσωμεν καί θά άποδείξωμεν μερικάς προτάσεις, προ- 
κυπτούσας δι* έπεκτάσεως ή γενικεύσεως έκ γνωστών θεωρημάτων. 


θεώρημα 


2Θ3α. *Η ευθεία τοδ όΆΙεπιδει-Ι, έφ’ ής χείνται τρία κέντρα ομοιό¬ 
τητας τριών περιφερειών, είναι ό γεωμετρικός τόπος τών κέντρων όμοιό- 
τητος, άναλόγων πρός τά πρώτα, άπειρίας περιφερειών [Βλ. §§ 176, 1260], 

θεωρήσωμεν τήν ευθείαν (ε) τών έξωτερικών κέντρων όμοιότη- 
τος τριών περιφερειών Ο, Ο,, Ο, καί καλέσωμεν ρ, ρ„ ρ, καί 
δ, 6,, δ,, τάς άκτίνας καί άποστάσεις τών κέντρων άπό τής εύ· 
θείας (ε). θά έχωμεν τήν σχέσιν 

6 _ δ, _ δ. 

Ρ ~ Ρ. ~ Ρ» ’ 

έξ ής γίνεται φανερόν δτι, αΐ περιφέρειαι Ο,, Ο, κλπ., διά τάς 
όποιας θά συμβαίνη 

δ^_ δ<_ = _δ^ 

ρ. ~ ρ. ρ 

θά έχουν έξωτερικά κέντρα όμοιότητος κείμενα έπί τής εύθείας (ε). 

Παρατηρήσεις. 1) Ή <ϋ«ίόίΐ£χί τοϋ Μοηηε (§ 176), έφαρμόζεται άπ’ 
εύθείας καί διά τάς περιφερείας αύτάς, έπειδή αί άντίστοιχοι 
σφαίραι έφάπτονται τών Ιδρών τής αύτής διέδρου. 

2) Συμπεράσματα άνάλογα καί διά τούς τρεις άλλους άξονας 
όμοιότητος τών τριών περιφερειών. 


θεώρημα 

3θ3β. Ή ευθεία τοΰ Ρεεεεί ένός έγγεγραμμένου εις περιφέρειαν 
έξαγώνου είναι ό τόπος τών σημείων τομής τών απέναντι πλευρών απει¬ 
ρίας έξαγώνων έγγεγραμ μένων είς τήν αυτήν περιφέρειαν. 

"Εστω (Ο) ή περιφέρεια καί (ε) ή εύθεία· άρκεί νά έγγραφή 
είς τήν περιφέρειαν έξάγωνον διά τό όποιον αί τομαί τών άπέ- 
ναντι πλευρών νά κείνται έπί τής εύθείας (ε). 

Λαμβάνομεν πρός τούτο δύο τυχόντα σημεία Μ, Ν έπί τής (ε). 
καί Εν άλλο Α έπί τής περιφερείας. Έάν λάβωμεν έπί τής περί· 11 
φερείας ϊν δεύτερον τυχόν σημεϊον Δ καί φέρωμεν τάς ΜΑ, ΜαΕ, 
καί ΝΑ, ΝΔΓ εύθείας, τά σημεία Α καί Δ μετά τών δευτέρων^] 
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σημείων τομής τών άχθεισών ευθειών μετά τής περιφέρειας (Ο), 
Αρίζουν έζάγωνον ΑΒΓΔΕΖ, του όποίου αΐ πλευρά) ΒΓΡ, ΖΕΡ 
Αφείλουν νά τέμνωνται έπ) τής εύθείας ΜΝ. "Οταν τό σημεϊον Α 
γράφη τήν περιφέρειαν, τό σημεϊον Ρ γράφει τήν εύθεϊαν (ε). 



θεώρημα 

293γ. Ή εϋθεϊα του δίισεοη ενός δοθέντος τριγώνου, ή σχετική 
πρός σημεϊον Μ τής πβριγεγραμμένης είς αυτό περιφέρειας, είναι εή- 
Οεϊα τού δίπικοπ δι' απειρίαν τριγώνων εγγεγραμμένων ε(ς τήν αυτήν 
περιφέρειαν. 

Είναι δηλ. ή ευθεία αΰτη γεωμετρικός τόπος των προβολών τού ση¬ 
μείου Μ έπϊ τάς πλευράς απειρίας τριγώνων έγγεγρομμένων είς τήν 
αυτήν περιφέρειαν. 

"Εστω ΧΥ ή εϋθεϊα καί Μ τυχόν σημεϊον δοθείσης περιφερεΙας 

Διό νά κατασκευάσωμεν τρίγωνον 
ΑΒΓ έγγεγραμμένον είς τήν περιφέ¬ 
ρειαν καί ίχον ώς εύθεϊαν δϊιπεοπ, σχε¬ 
τικήν πρός τό Μ, τήν δοθεϊσαν εύθεϊαν 
ΧΥ, έργαζόμεθα ώς έξης : 

Συνδέομεν τό σημεϊον . Μ μετά τυ¬ 
χόντος σημείου Ε τής ΧΥ καί φέρομεν 
κάθετον ΑΕΓ έπί τήν ΜΕ· ή ΑΓ είναι 
μία πλευρά του ζητουμένου τριγώνου. 

Διά νά λάβωμεν τάς δύο δλλας, περι- 
γράφομεν ήμιπεριφέρειαν είς τό τρίγω¬ 
νον ΕΜΓ καί διά τοΰ σημείου Ζ, 
καθ’ δ αΰτη τέμνει τήν ΧΥ, φέρομεν 
τήν εύθεϊαν ΓΖΒ. Τό τρίγωνον ΑΒΓ 
είναι τό ζητούμενον. 

Παρατηρηθείς. 1) Τό θεώρημα τον ΟαητοΙ (§§1234, 2464) άποτε- 
λεϊ μίαν ένδιαφέρουσαν έπέκτασιν τής άνωτέρω προτάσεως. 
Επειδή αΐ όρθογωνίως προβάλλουσαι ΜΔ, ΜΕ, ΜΖ δύνανται νά 
άντικατασταθοΰν διά ίσοκλινών προβαλλουσών καί ή εύθεΐα τοΟ 
δϊπιβοη διά τής εύθείας έφ’ ής κεϊνται τά Τχνη τών τριών ίσοκλι- 
νών έπί τών πλευρών τού τριγώνου. 
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2) Τό άνωτέρω παράδειγμα δεικνύει βτι ώρισμέναι στοιχειώ¬ 
δεις προτάσεις είναι Ιπιδεκτικαί άξιολόγων Αναπτύξεων. 

θά βώσωμεν μερικά παραδείγματα έπί τοΟ δευτέρου είδους 
ύποθετικών Απαγωγών ($ 293, δ κλπ.). 

ΣημεΙεεαες. Ίνα μία δοθείσα εύθεΐα είναι εΰάεΓα Βϊτηιοη ένός 
τριγώνου, Ιγγεγραμμένου είς δοθεΐσαν περιφέρειαν (Ο, Ρ), θά 
πρέπει αΟτη νά συναντφ τήν όμόκεντρον περιφέρειαν τής δοθεί- 
σης καί μ& άκτίνα τό τρίτον τής άχτϊνος Ρ αώτής. Επειδή, δο- 
θέντος ένδς τριγώνου, η περιβάλλουσα τών ευθειών δίιηβοη ώς 
•πρός τά διάφορα σημεία Μ τής περιγεγραμμένης είς αύτό περι- 
φβρείας, εΤναι μία νχοχνχλοειδής μ» τρία σημεία άναχάμψεως, 6ηΧ. ή 
καμπύλη τήν όποίαν γράφει Αν σταθερόν σημεϊον περιφερείας μέ 
άκτίνα τό τρίτον τής άκτίνος Ρ, κυλιομένης, βνευ όλισθήσεως, είς 
τό έσωτερικόν τής οοθείσης περιφερείας. 

Ή καμπύλη αϋτη υπήρξε άντικείμενον πολυαρίθμων μελετών. 
Βλέπε (διοατέρως: Ν. Α., 1870, σελ. 202, 256, ί,. Ρβίηνΐιτ ]. Μ. 8., 
1884, σελ. 169 Κως 178, Ο. άβ ίοη^οδεπιρε' Ν.Α. 1901, σελ. 168, 
Ώιιροτε, 1902, σελ. 206, Ρεέείιεί. Επίσης τό ΤναϊΙέ άεε οοκΓόβε 
ΓεηιανηιιαύΙββ ύπό Οοπιεε ΤεΐκβΐΓβ, τ. 2, σελ. 174 (1909). 

θεώρημα 

293 δ. Έάν τέσσαρα σημεία ΑΒΓΔ είναι όμοχυχλιχά, βυνάμεθα νά 
Φειορήσωμεν τρία έξ αυτών Α, Β, Γ ώς σταθερά χαΐ τήν περιφέρειαν 
ώς γεωμετρικόν τόπον τών σημείων Δ, διά τά όποια ή γωνία ΑΔΓ είναι 
ίση πρός τήν ΑΒΓ ή παραπληρωματική αυτής. 

Έκ τοΟ έγγεγραμμένου τετράπλευρου ΑΒΓΔ. 

θεώρημα 

293 ε. Ή περιφέρεια τών έννέα σημείων τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται 
διά άπειρίας σημείων άναλόγων πρός τά πρώτα. 

Πράγματι, ύπάρχει άπειρία τριγώνων έγγεγραμμένων είς τήν 
περιφέρειαν (ΑΒΓ) καί έχόντων τό αύτό όρθόκεντρον Η μετά τοΟ 
ΑΒΓ (§ 130, 2)· ή δέ περιφέρεια τών έννέα σημείων τών τριγώνων 
τούτων είναι ή αύτή μέ τήν τοΟ ΑΒΓ, έπειδή ή άκτίς της είναι τό 
ήμισυ τής άκτίνος Η. τής (ΑΒΓ) καί τό κέντρον της τό μέσον τοΟ 
τμήματος ΟΗ (§ 28, 1) καί 2), 

Παραχήοηαΐί. Τά άνωτέρω όδηγοΟν είς τήν διατύπωσιν τοΟ έπο- 
μένου ύποθετικοΟ θεωρήματος: 

θεώρημα 

293 {. Ή περιφέρεια ή διερχομένη διά αξιοσημείωτων σημείων ένός 
δοθέντος τριγώνου χαί τής όποιας τό κέντρον χαϊ ή άχτίς είναι Ανε¬ 
ξάρτητα τών πλευρών τοΰ τριγώνου, διέρχεται δι’ άπειρίας άλλων ση¬ 
μείων άναλόγων πρός τά πρώτα. 

Ιδού μερικαί είδικαί περιπτώσεις: 

1) Ή περιφέρεια τών δχτώ σημείων, ή περιφέρεια τών Γόων ροπών, ή 
Ιχονσα διάμετρον Οθ, είναι κοινή άπειρία; τριγώνων έγγεγ ραμμένων είς ιόν 
αν την περιφέρειαν (Ο) χαΐ έχόντων τό αυτό κέντρον βάρους θ -(§ 1185 β), 

2) Ή περιφέρεια τοΰ Βτοοανά, ή Ιχονσα διάμετρον ΟΚ, είναι ποινφ 
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απειρίας τριγώνων εγγεγραμμένων ιΐς την αυτήν περιφέρειαν Ο χαί έχόντων 
τό αν το αημεϊον τον ΣΪετηοϊηε Κ (§ 2242). 

Παρατηρηθείς. 1) Α1 περιφέρειαι τοΟ ΒγοοβγΑ καί όκτώ σημείων 
έξαρτώνται μόνον άπό τάς θέσεις τών Ο, Κ καί θ. 

2) Κατ’ Αναλογίαν, δυνάμεθα νά διατυπώσωμεν καί τήν Ακό¬ 
λουθον Αποθετικήν ιιρότασιν: 

θεώρημα 

293η. Ή έγγεγραμμένη περιφέρεια είς τρίγωνον είναι ή περιβάλ- 
λουσα των πλευρών απειρίας τριγώνων, αναλογών πρός τό δοθέν, έάν 
ή περιφέρεια αυτή είναι ανεξάρτητος τών πλευρών τοΰ τριγώνου. 

Παραδείγματα: 

1) Έάν ΐν τρίγωνον είναι έγγεγραμμένον είς περιφέρειαν (Ο) χαί περι- 
γεγραμμένον είς άλλην (I), ή Λ εν τέρα περιφέρεια είναι ή περί βάλλονοα τά>κ 
πλευρών απειρίας τριγώνων έγγεγραμμένων είς τήν (Ο) χαί περίγεγραμμέηον 
είς τήν (I). 

Τό θεώρημα, πράγματι, τοΟ Ευΐβτ δίδει τήν σχέσιν 
«3» = Η. (Κ. — 2 ρ). 

ήτις είναι Ανεξάρτητος τών πλευρών (§ 1182, α, β). "Ωστε... 

2) Δο&εϊαα περιφέρεια είναι ή περί βάλλονοα απειρίας τριγώνων έχόντων 
τό αύτά αημεϊον τοΰ Οβνηοηηβ Ν (§ 1242 α). Βλ. έπ. (§ 293 ι). 

θεώρημα 

2936. Ή έγγεγραμμένη περιφέρεια είς έξάγωνον (Ε) δύναται νά 
■θεωρητή ώς ή περιβάλλουσα τών απέναντι πλευρών άπειρίας περιγε- 
γραμμένων είς αυτήν έξαγώνων έχόντων τό αυτό σημεΐον Βτϊαπείιοη 
μετά τοΰ πρώτου. 

Κατά τό θεώρημα τοΰ ΒνίαηοΗοη (Ο., η» 807), γνωρίζομεν δτι: Αί 
εν&εΐαι αί οννδέουοαι τάς απέναντι χορνφάς ενός έξαγώνον περιγεγραμμένου 
είς περιφέρειαν διέρχονται όιά τον αυτόν οημείου (καί τό όποιον καλεί¬ 
ται αημεϊον τοΰ Βνίαηοέιοη], ΤΑ 6έ τρία σημεία τομής τών Απέναντι 
πλευρΩν τοΟ έγγεγραμμένου είς τήν περιφέρειαν έξαγώνου (Ε'), 
τοΟ σχημαχιζομένου Οπό τών χορδών έπαψής τών πλευρών τοΟ 
πρώτου έξαγώνου, εύρίσκονται έπί μιδς ευθείας, τής ευ&είας τού 
ΡαεοαΙ. 

Επειδή ή εύθεΐα αυτή (ε) είναι ή πολική τοΟ σημείου Βπαηείιοη 
τοΟ έξαγώνου (Ε), γίνεται φανερόν 6τι, είς κάθε έξάγωνον τό 
όποιον δυνάμεθα νά έγγράψωμεν είς τήν περιφέρειαν καί τό 
όποίον νά ίχη τήν αότήν εύθείαν Ρεβεαί μετά τοΟ (Ε’) (§ 293 β). 
Αντιστοιχεί Εν περιγεγραμμένον έξάγωνον 6χον μετά τοΟ έξαγώ¬ 
νου (Ε) τό αύτό σημεϊον ΒγιηποΙιοπ (τόν πόλον τής (ε) ). 

θεώρημα 

293ι. Δυνάμεθα νά κατασχευάσωμεν απειρίαν τριγώνων έχόντων τήν 
αυτήν έγγεγραμμένην περιφέρειαν χαί τό αυτό σημεϊον τοΰ Οεε^οηηβ Ν. 

Τό αημεϊον τοΰ 0«τςοηηβ ένός τριγώνου είναι τό κοινόν σημεϊον 
τών εύθειών τών ένουσών τάς κορυφάς μετά τών σημείων έπαφής 
τής Εγγεγραμμένης περιφερείας καί τών πλευρών τοΰ τριγώνου 
(§ 1242 α). 
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Διά του σημείου Ν φέρομεν ευθείαν ΑΝΔ καί τάς έφαπτομέ- 
νας ΔΡ, ΜΡ τής δοθείσης περιφέρειας (I). Έστω δέ ΑΒΓ Εν τών 
ζητούμενων τριγώνων. Τό σημεϊον Ρ είναι ό πόλος τής εύθείας 
ΑΝΔ πρός τήν περιφέρειαν (I) καί τάς πλευράς ΑΒ, ΑΓ τοΟ τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ, ή, άλλως, ή εύθεΐα ΑΝΔ είναι η πολική τοΟ σημείου 
Ρ. Επομένως, αί διαγώνιοι ΒΕ, ΓΖ τοΟ τετραπλεύρου ΒΓΕΖ 
τέμνονται έπί τής εύθείας ταύτης ΑΔ, 



Ή κατασκευή τοΟ τριγώνου ΑΒΓ συνίσταται εις τήν άγωγήν 
εύθείας ΡΕΛΖ, τεμνούσης τήν δοθεϊσαν περιφέρειαν εις σημεία 
Ζ, Ε τοιαΟτα, ώστε ή εύθεΐα αϋτη, αί έφαπτόμεναι εις τά Ζ καί 
Ε καί ή (δοθεϊσα) έψαπτομένη είς τό Δ νά όρίζουν τετράπλευρον 
ΒΓΕΖ Εχον ώς σημεϊον τομής τών διαγώνιων του τό δοθέν ση· 
μεΐον Ν. Ή, τοιαύτης, ώσιε ή εύθεΐα ΔΝΑ νά τέμνη αύτήν εις 
σημεϊον Λ συζυγές άρμονικόν του Δ πρός τά Ν καί Α, όπότε καί 
τό τμήμα ΔΜ θά διαιρείται άρμονικώς ύπό τών Λ καί Α. 

"Ας θέσωμεν: ΔΜ = μ, ΔΝ = ν, ΔΛ = χ, ΔΑ = γ. 

Επειδή αί δύο τετράδες σημείων Δ, Λ, Ν, Α, καί Δ, Μ, Λ, Α 
θά είναι άρμονικαί. θά Εχωμεν τάς σχέσεις 

(ΔΛΝΑ) = — 1, (ΔΜΛΑ) = — 1, 

. ΔΝ _ ΔΑ ΔΛ ΔΑ 

η Ή7Γ~ ΛΑ ’ ΛΜ ~ ΜΑ 


βυναμένας νά γραφούν καί 



Έκ τών τελευταίων 
Εχουν ώς μήκη 


τούτων Επεται 


3 μν 


2ν + μ 


Υ = 


δτι τά τμήματα 

3 μν 
4 ν — μ 


ΔΛ, ΔΑ 


είναι δηλαδή τέταρτα άνάλογα γνωστών άλλων μηκών καί έπομέ- 
νως εύκόλως κατασκευάσιμα. Αρκεί άλλωστε νά κατασκευασθ(| 
τό Εν μόνον έξ αύτών. 

Παραχήρηοις. Τό πρόβλημα λύεται καί κατά διαφόρους άλλοοφ 
τρόπους (§ 1546 κ καί έπ.). 



VI 


ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ 


§ I. Κατασκευή τώψ τύπων 


294. Χρήσις τής "Αλγίβρας. Διά νά χρησιμοποιήσωμεν τάς άλγε- 
βρικάς μεθόδους πρός λύσιν τών προβλημάτων τής Γεωμετρίας, 
θεωροΟμεν ώς άγνώστους ποσότητας Εν ή περισσότερα έκ τών 
πρός προσδιορισμόν μεγεθών- άκολούθως, καταστρώνομεν τόσας 
|άνεξαρτήτως άλλήλων] Εξισώσεις όσοι είναι οΐ άγνωστοι, λύομεν 
τό σύστημα αύτών καί κατασκευάζομεν τά εύρεθέντα μεγέθη. 


294 ο. Βασικοί τύποι. Α( βασικαί άλγεβρικαί παραστάσεις 
πρός κατασκευήν είναι α( ακόλουθοι: 


(«) 


(Ρ) 


ή 



τετάρτη άνάλογος. 



τρίτη άνάλογος. 



Στ. 1». 


Εκτός τής συνήθους κατασκευής τής τετάρτης άναλόγου, χρη- 
σιμοποιοΰμεν καί τόν Επόμενον τρόπον : 

Λαμβάνομεν ΒΓ = β. έπΐ τής καθέτου ε[ς τό Γ τμήμα ΓΑ = α 
καί γράφομεν περιφέρειαν διά τών Α καί Β Ιχουσαν τό κέντρον της 

έπΐ τής ΒΓ. θά είναι Χ=-?-(Σχ. 195). 

Ρ 

| χ =. ίαβ I 

(γ) I }, μέση άνάλογος, 

I ** = <*Ρ I 


( 6 ) 


χ = ϊ«· + Ρ’ 
Χ · = α» + Ρ· 


καί 


χ = ία* — β* Υποτείνουσα καί κά* 
θετοί πλευραί όρθογ. 
χ· = α* — β* τριγώνου. 


(·) χ= Τ°* ±Ργ 


Άντικαθιστώμεν τό γινόμενον βγ διά τετρα¬ 
γώνου καί άναγόμεθα είς τούς τύπους (δ) 
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(ζ) χ = · θέτοντες = γ, άναγόμεθα είς χ = . 

Πρέπει νά κστασκευασθοΟν βηλ. δύο τέταρτοι άνάλογοι. Τό 
σχήμα 196 δίδει μίαν άπ’ ευθείας κατασκευήν τοΟ μήκους χ: 

Λαμβάνομεν ΟΑ = α ΟΒ = β, ΟΓ = γ, ΟΔ = δ, ΟΕ = ε καί 
φέρομεν τάς ΒΔ, ΓΕ. Διά τοΰ Α φέρομεν τήν ΑΥ παράλληλον 
πρός τήν ΔΒ καί διά τοΟ Υ τήν ΥΧ παράλληλον πρός τήν ΕΓ. 
Ή ΟΧ Ιχει τό ζητούμενον μήκος χ. 



χ__ α» 

μ Ρ’ 


Έπί τΟν πλευρών όρθής γωνίας (Σχ. 197), λαμβάνομεν μήκη 
ΓΑ = α, ΓΒ = β καί φέρομεν τήν κάθετον ΓΔ έπί τήν ύποτείνου- 
σαν. Έπί τής ύποτεινοόσης καί άπό τοΟ Δ λαμβάνομεν ΔΕ = μ, 
φέρομεν τήν κάθετον έπ' αύτήν ΕΜ καί άπΟ του Μ παράλληλον 
ΜΧ πρύς τήν ΑΒ. θά ίχωμεν : 

ΡΧ _ α» 

ΡΜ β’' 

ΔιπΧονν ριζικόν. 


296 (ι). χ = 1α'±ΪΡ=ψ 

Δυνάμεθα νά γράψωμεν 


καί νά θέσωμεν 
Λπότε, 


Ρ*-υ 4 = (Ρ’+υ’) (Ρ’-ν’) 
Ρ* 4- υ* = μ*. Ρ’ - ν’= ν ’. 


χ = Υα* + |Γμ*. ν’ = | α* + μν. 
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Άναγόμεθα δηλ. είς τούς τύπους (ε). Επίσης: 

Έστω ΑΒ = β (Σχ. 198). ΈπΙ τής ΑΒ ώς διαμέτρου γράφομε · 
ήμιπεριφέρειαν, ΰψοΟμεν έπί τήν ΑΒ κάθετον είς τό σημεΐον Β καί 
λαμβάνομεν ΒΓ = ΒΔ = γ. 
θά ίχωμεν 

ΑΓ* = μ’ = β» + γ», ΑΔ* = ν» = β 4 — γ*. 



Λαμβάνομεν άκολούθως ΑΕ = ν, ΰψοΟμεν κάθετον έπ’ αυτήν 
ΑΖ μέχρι τής περιφέρειας διαμέτρου Ει, οπότε 

ΑΖ* = μν, 

καί έπί τής ΑΓ λαμβάνομεν τμήμα Αθ = α. θά ίχωμεν 

Ζθ’ = α* + μ ν · 

τό δέ σημεΐον Η έπί τής περιφερεΙας_μέ διάμετρον Αθ καί ε(ς 
άπόστασιν άπό τοΟ Α, ΑΗ = ΑΖ = ^μν, δίδει 
ΘΗ* = α* — μν. 


(κ) χ=να* ± )ίβ· 4-γ 1 . 

Δυνάμεθα νά γράψωμεν 

Ρ* + ν 4 = γ* [~γ + ν’]· 

β ν 

’Εάν θέσωμεν = 6, δ 3 -(- Υ* = ζ\ θά είναι 


β 3 + .γ^ = γ 3 (δ’+γ’) = γ’ζ» 

οπότε 

χ = Υα* + γζ· 

Διά τήν κατασκευήν τοΟ μήκους τούτου, λαμβάνομεν ΑΓ = γ, 
ΓΒ = β (Σχ. 199) καί γράφομεν τήν ήμιπεριφέρειαν ΑΒΔΑ, όπότε : 

ΓΔ = 6 = £1 (§ 294, β) ή δ· = £ΐ. 

Λαμβάνομεν ΓΕ = 6: 

ΑΕ» = γ’ + δ» = ζ», 
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έπίσης ΑΖ=ι ΑΕ = ζ καί είς τό Α ύψοΟμεν κάθετον Αθ 4πί τήν 
ΑΖ μέχρι τής περιφερείας μέ διάμετρον ΓΖ: 

Αθ* = ΑΖ χ ΑΓ = ζγ. 

Έάν ΑΛ = α, εύρίσκομεν τελικώς : 

ΘΛ* = α»4-ζν ή ΘΛ = να·+ΐίβ 4 + ν* 

ΗΛ' = α* — ζγ ή ΗΛ = ΐ/α· - 

δ που Η κοινόν σημεΐον της περιφέρειας (Α, Αθ) καί τής μέ διά¬ 
μετρον ΑΛ. 



£ζ· ι». 


ΠςύβΙημα 

296 (λ). Νά χατασχευασθοΰν άπ* ευθείας αΐ ρίζαι τής έξιοώοεως 
δευτέρου βαθμού Δς πρός τό μήκος χ. 

ζ· + πχ + κ’ = 0. 
όπου π καί κ δοθέντα μήκη. 

Είναι φανερόν δτι αΐ μορφαί τάς όποιας δύναται νά λάβη ή 
έξίσωσις αΟτη είναι αΐ άκόλουθοι τέοσαρες. 



(1) χ’ — πχ = — κ* 

(2) χ* — πχ = κ* 

(3) χ· + πχ = + κ· 

(4) χ*4-πχ=-κ». 

Ή χρώτη Ιξίοωοις δυνατοί 
νά γραφή 

*(*-χ) = κ·· 


Επειδή χ + (π — χ) = π, τό πρόβλημα άνάγεται είς τό: 

Νά χαχαοχηιασ&ρ δρ&ογώηοψ ίχ τον ίμβαδοΰ κ* χαί χαΰ άδροίβμαχχδ 
όνο διαδοχιχ&ν χΐηιρώ* χ. 
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Γνωρίζομεν Οτι θά πρέπει νά κατασκευάσωμεν ήμιπεριφέρειαν 
μέ διάμετρον ΑΒ = π, νά όψώσωμεν κάθετον ΘΠ = κ καί έκ του 
Π νά φέρωμεν παράλληλον ΠΔ μέχρι της ήμιπεριφερείας. Ή έκ 
τοΟ Δ κάθετος ΓΔ έπί τήν ΑΒ όρίζει δύο 
τμήματα ΑΓ, ΓΒ, άτινα είναι αΐ ρίζαι τής 
έξισώσεως (1). 

2Β7. “Αλλη χαταοχενύ/. Έάν ό γνωστός 
Ορος κ 5 τής μορφής (1) Εχη δοθή ύπό τήν 
μορφήν γενομένου, κ· = μν, δυνάμεθα νά 
έργασθώμεν καί ώς έξης: 

ΕΙς τά άκρα τμήματος ΒΓ = π ύψοϋμεν 
καθέτους ΒΑ = μ, ΓΔ = ν καί θεωροΰμεν 
τά σημεία τομής Μ, Ν τής ΒΓ καί τής 

ήμιπεριφερείας μέ διάμετρον ΑΔ. Γνωρίζομεν Οτι. Ινεκα τών 
όμοίων τριγώνων ΑΒΜ, ΔΓΜ, θά Εχωμεν 

ΒΜ . ΜΓ = ΑΒ . ΓΔ = μ . ν, (§24) 
δηλ. τά τμήματα ΒΜ, ΜΓ είναι αί ρίζαι τής έξισώσεως (1). 

Παρατήρηαις. Ή έπομένη κατα¬ 
σκευή είναι Επίσης, ώς ή προηγου- 
μένη, άπλή καί βύκολώτερον δικαιο¬ 
λογείται. 

Είς τό άκρον Γ τοΟ τμήματος 
ΒΓ = π ύψοΟμεν κάθετον έπί τής 
όποίας λαμβάνομεν τά τμήματα 

Γ Α = μ, ΓΔ = ν. 

Είς τά μέσα τών ΑΔ καί ΒΓ 
ύψοΟμεν καθέτους τεμνομένας είς τό 
Ο καί γράφομεν τήν περιφέρειαν (Ο, ΟΔ). θά Εχωμεν 

ΓΝ . ΓΜ = ΓΝ . ΝΒ = ΓΑ . ΓΔ = μ . ν, 
δηλ. τά μήκη ΓΝ. ΒΝ θά είναι αί ρίζαι πάλιν τής (1). 

29ϋ. Ή Δευτέρα έξϊοωσις δύναται 
νά γραφή 

*(Χ - ·Ό = κ*. 

τό πρό- 


Έπειδή χ — (χ — π) = π, 
βλήμα άνάγεται είς τό : 

Νά χαιαοχευασ/έβ άρ&ογών ιον ίχ ι ον 
έμβαδον χ 1 χα'ι τής όι αφοράς δύο διαδο- 
χιχών πλευρών π. 

Γνωρίζομεν Οτι θά πρέπει νά κα¬ 
τασκευάσωμεν περιφέρειαν μέ διά¬ 
μετρον ΑΒ = π, νά φέρωμεν έψαπτο- 
μίνην ΑΔ=κ καί τήν τέμνουσαν ΔΙΓΕ. Ή εύθεΐα ΔΕ καί τό Εξω¬ 
τερικόν τής περιφερείας τμήμα αύτής ΔΙ είναι αί ρίζαι τής έξι¬ 
σώσεως (2). 




299. Δευτέρα χαταοχενή. 
γουμένως : 


Έάν κ* = μν, έργαζόμεθα ώς καί προη- 
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Είς τά Ακρα τοΟ τμήματος ΒΓ = π (Σχ. 204) ύψοΟμεν κάθετα 
τμήματα Αντιθέτων φορών 

ΒΑ = μ, ΓΔ = ν 

καί γράφομεν τήν -περιφέρειαν ΜΑΝΔ μέ διάμετρον ΑΔ. θά Ιχω- 
μεν (§ 24, Παρατήρησα) : 

ΜΒ . ΜΓ = ΑΒ . ΓΔ = μ. ν. 

Παρατήρησα. Μέ έλαφράν τροποποίησιν τής κατασκευής τής 
παρατηρήσεως τής § 297, οβηγοόμεθα είς τήν άκόλουθον (Σχ. 205). 
ΕΙς τό άκρον Γ τοΟ τμήματος ΒΓ = π ΟψοΟμεν κάθετον έπί τής 




ώττοΐας λαμβάνομεν ΓΑ = μ, ΓΔ = ν. Είς τά μέσα τών ΑΔ καί 
ΒΓ φέρομεν καθέτους τεμνομένας είς τό Ο καί γράφομεν τήν -πε¬ 
ριφέρειαν (Ο,ΟΔ). θά ίχωμεν 

ΓΜ . ΓΝ = ΓΑ.ΓΔ = μ. ν. 

Έκ τών έξιοώοβω* (3) καί (4), ή πρώτη Ανάγεται είς τήν (2) καί ή 
δευτέρα δέν έχει προφανώς ρίζας πραγματικάς. 

ΠρΑβίημα 

300. Νά χαζαακΐναα&οϋν Απ’ εν&ιίας οί ρίζαι διτχετραγώνου εξισώστως. 


(5) χ 4 -α*χ·+β 4 =0. 

(6) χ 4 —α’χ’—β 4 =0. 

(7) χ 4 +α’χ»-|-β 4 =0. 

(8) χ^α’χ*—β 4 =0. 


θέτομεν 
χ’ = βγ 

καί αί έξισώσεις 
αδται μετατρέ- 
πονται είς τάς 


7’--ρ-.ν + β’ = ° (5') 
γ«-3!γ-β. = 0 (6') 

Ρίζαι φανταστικοί. (7') 
γ’+|!γ-β· = ο (β') 


Μετά τήν κατασκευήν τών μηκών γ, τά χ κατασκευάζονται ώς 
μέσα Ανάλογα τών μηκών γ καί β. 

ΠαράΑσιγμα διά τήν μορφήν (5'). Διά τών Α καί Β (Σχ. 2061, 
γράφομεν περιφέρειαν ΒΑΔ Ιχουσαν τό κέντρον της έπί τής ΒΓ. 
θά Ιχωμεν 
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Έπί τής ΓΔ Ακολούθως γράφομεν ήμιπεριφέρειαν, λαμβάνομεν 
ΓΒ’= β καί έκ τοΰ Β' φέρομεν παράλληλον πρός τήν ΓΔ. Τά 
μήκη ΓΕ, ΔΕ είναι αΐ ρίζαι (γ) 
τής έξισώσεως (5'). Επειδή 


ΓΕ.ΕΔ-β 2 

καί ΓΕ-+-ΕΔ =. 

Ρ 

Πρός κατασκευήν τών μηκών 
χ, λαμβάνομεν ΕΖ =β, γραφο¬ 
μεν τήν περιφέρειαν μέ διάμε¬ 
τρον ΖΔ καί ύψοΟμεν κάθετον 
ΕΗ μέχρι αύτής. θά ίχωμεν 

ΕΗ 2 = ΔΕ. β, δηλ. χ 2 = ΗΕ 2 
Επίσης, 

χ 5 = ΕΛ 2 , 



άφοΟ 


ΕΛ 2 = β.ΓΕ = βγ. 


ΑΙ τέσσαρες ρίζαι (χ) είναι 

+ ΕΗ, + ΕΛ. 


Παραιήρησις. Σπανίως κατασκευάζομεν άπ' ευθείας τάς ρίζας 
τής διτετραγώνου έξισώσεως, ένώ είναι πολύ χρήσιμος ή κατα¬ 
σκευή έκείνων τής δευτεροβαθμίου έξισώσεως εις δλα τά ζητή¬ 
ματα τής Γεωμετρίας εις τά όποια άπαιτεϊται αυτή. 


$ II. Χβήαις τής Αλγεβρικής με&άδου 

Πρόβλημα 

301. Εις δοθέν τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή δρθογώνιον τοιοΰτον, 
ώοτε δύο διαδοχικοί πλευρά ί του νά πληρούν ένα τών ακολούθων ορών : 

(α) Το άθροισμά ίων νά είναι δοθέν μήκος λ. 

(β) Ή διαφορά των νά είναι δοθέν μήκος 6. 

(γ) “Ο λόγος των ίσος προς τον λόγον δύο δυθένιων μηκών μ,ν. 

(6) 7ο γινόμενόν των, ή εμβαδόν τοΰ ορθογωνίου, δοθέν χ’. 

(ε) 7ο άθροισμα τών τετραγώνων των δοθέν τετράγωνον χ 1 ■ 

(ζ) Ή διαφορά τών τετραγώνων των δοθέν τετράγωνον χ’. 

Έάν παραστήσωμεν τό μήκος τής βάσεως τοΟ ζητουμένου έκά- 
στοτε όρθογωνίου διά γ καί τό τοΰ Οψους διά ζ, οι δροι αύτοί 
ίκφράζονται άλγεβρικώς διά τών σχέσεων : 


(“) 

γ + ζ = λ 

(δ) 

γζ = κ 2 

(β) 

γ — ζ — δ 

(0 

Υ 2 -|- ζ 2 = κ 2 

(7) 

_ _μ 

Ζ V 

(0 

γ 2 — ζ 1 ~ κ 2 


“Αρκεί νά προσδιορισθή ή θέσις 

τοΰ 

σημείου Δ (Σχ. 207). θέ 


Γεωμετρία 11 
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τομεν πρός ιοΟτο ΓΔ = χ καί έκφράζομεν τά μήκη γ, ζ. συναρτή¬ 
σει τών γνωστών β, υ καί τοΟ άγνωστου χ. θά βχωμεν : 



ΓΔ 

ΓΕ 


Ζθ 

7ΠΓ 


βθεν 


V ~ 


β* 


Α Χ - Ζ 

ή -~τ· 


Ο) 


Επίσης, 


ζ = υ — χ. 


( 2 ) 


ΟΙαΒήποτε καί άν είναι ή συνθήκη 
τήν όποιαν όφείλουν νά πληροΟν τά 
μήκη γ καί ζ, αί σχέσεις (1) καί (2) δύνανται νά χρησιμοποιηθοΟν. 

Εις τά έπόμενα θά έξετάσωμεν άπό κοινοΟ τάς άναλόγους 
περιπτώσεις. 


Πρόβλημα 


302. ΕΙς δοθέν τρίγωνον νά έγγραφή ορθογώνιον διά τό οποίον τό 
άθροισμα ή ή διαφορά δύο διαδοχιχών πλευρών αΰτοϋ νά ίχη δοθέν 
μήκος λ. 

Τά πρόβλημα τοΰτο έλύθη ήδη (§§ 190 καί 256), διά τής χρή- 
σεως τΰν γεωμετρικών τόπων. Ιδού ή άλγεβρική του λύσις. 

(α) Επειδή γ-4-ζ = λ, έκ τών σχέσεων (1) καί (2) τής προη- 
γουμένης παραγράφου, λαμβάνομεν 


<1 


Μ (λ-Ο) 
Χ ~ β-υ ’ 


τετάρτη άνάλογος τών μηκών 
λ 



), λ — υ, β — υ. 

Διά τήν κατασκευήν τοΟ μή¬ 
κους χ, λαμβάνομεν έπί τυχούσης 
ευθείας διά τής κορυφής Γ (Σχ. 
208) μήκη Γ ΙΑ = υ, ΜΝ = ΑΒ=β, 
ΜΟ = λ, όπότε ΓΝ = β — υ, καί 
ΓΟ = λ — υ. Φέρομεν τήν εύθεΐαν 
ΝΕ καί έκ τοΟ Ο τήν παράλλη¬ 
λον πρός αύτήν ΟΔ. Τό μήκος 
ΓΔ είναι τό ζητούμενον χ. 

(β) Επειδή γ -ζ=δ, θά ίχωμεν 

<»-«) = δ 

( 8 - 1 - 0 ) 
β + υ ’ 


τετάρτη άνάλογος πάλιν τών αηκών υ, 6 -|— υ, β -)- υ. 

Διά τήν κατασκευήν τοΟ μήκους χ, λαμβάνομεν έπί τής τυχοΟ· 
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οης κύθεΐας διά τοΟ Γ μήκη ΓΜ = υ, ΜΝ = β, ΜΟ = β. Φέρομεν 
τήν ΝΕ καί έκ τοΟ Ο παράλληλον πρός αυτήν ΟΔ. Επειδή 

ΝΓ ΓΕ Β υ + β ϋ 
ΟΓ — ΤΔ" η υ + 6 “ χ ' 
τό μήκος ΓΔ είναι τό ζητοΟμενον χ. 



Ή διερεύνησις τθν λύσεων τών προβλημάτων (α) καί (β) εί¬ 
ναι πολύ ένδιαφέρουσα. 


Πρίρΐιμα 

903. ΕΙς τρίγωνον ΑΒΓ νά έγγραφή ύρΦογΦηον τοεα&τον, δοτέ: 

1) Ό λόγος 8ϋο διαδοχικών πληρών νά ί/«ι 9οφιΐς — . 

2) Τό γινύμτνον δύο διαδοχικών πληρών νά βίναι Μά «*. 

βχ 

(γ) θά ίχωμεν ή ". β9*ν 

μυ* ν· 

μο + νβ ~ „ , _ϋ- 

μ 


η 


υ» 

υ + ω' 


γ 

έάν θέσωμεν — β = ω. 

Μετά τήν κατασκευήν (κατά τό 
σχήμα) τής Τετάρτης άναλόγου 
ω = Α1, έπειδή καί τό μήκος 


υ. υ 


υ 4-κ 



είναι έπίσης τετάρτη άνάλογος, άρ- 

κεΐ νά λάβωμεν ΓΖ = υ, Ζθ = ω *χ·*Λ 

καί νά φέρωμεν τήν ΘΕ. Ή ίκ τοΟ 

Ρ παράλληλος πρός αύτήν ΖΔ όρίζει τό μήκος ΓΔ = χ. 





164 


303α. Παρατηρήσεις. 1) Έάν = 1. τό όρθογώνιον είναι τετρά¬ 


γωνον καί χ = 


2 ) 


υ + β 


Είς τήν περίπτωσιν αΟτήν θά λάβωμεν 


Ζθ καί θά συνεχίσωμεν ώς άνωτέρω. 


Γό πρόβλημα έλύθη ήδη γραφικώς διά δύο μεθόδων : 6ιά 
τής χρήαετος των γεωμετρικών τόπων (§ 99 γ) καί διά τής όμοιότηιος 
(§ 209). Δι’ άλλων έπίσης μεθόδων έλύθη καί τό έπόμενον πρό¬ 
βλημα τής έγγραφης όρθογωνίου δοθέντος έμβαδοΟ (§ 202). 

(δ) θά πρέπει νά συμβαίνη 


γζ = κ* ή 


· (υ - χ) = κ*. 
υ 


δθεν 


χ(υ-χ) = Τ κ» 


Δυνάμεθα νά χρήσιμο- 
ποιήσωμεν τόν πρώτον τύ¬ 
πον τής § 296 (λ)· πρός τού¬ 
το κατασκευάζομεν πρώτον 
τετράγωνον μέ έμβαδόν 

(πρόβλημα η. § 293) καί 
γράφομεν 

χ(υ — χ) = μ*. 

Έπί τού ύψους υ ώς 
διαμέτρου γράφομεν ήμι- 
περιφέρειαν, λαμβάνομεν 
ΓΖ=μ καί φέρομεν τήν 
ΖΗΗ'παράλληλον πρός τήν 
ΓΕ. Τά μήκη ΓΔ, ΓΔ’ είναι 
αί δυο ρίζαι τής έζισώ- 
σεως (δ). 

Τό μήκος μ δέν δύναται νά ύπερβαίνη τό Διά τήν όρια- 
κήν αύτήν τιμήν, τό έμβαδόν τοΟ όρθογωνίου είναι 

υ» 

4 

Τό μεγαλύτερον όρθογώνιον άντιστοιχεϊ εις χ=-^-· 

3) Καταλήγομεν οϋτω είς ϊν θεώρημα, τό όποιον θά μάς δοθή 
ευκαιρία νά άποδείξωμεν κατά διαφόρους τρόπους: 



— α*-· 

β 


303β. θεώρημα. Τό μέγιστον ορθογώνιον έχ ιών έγγραφομένων εις 
τρίγωνον έχει ανω βάσιν τήν συνδέουσαν εύθεΐαν τά μέσα δύο πλευρών 
τοϋ τριγώνου. 

Πρόβλημα 


304. Νά έγγραφή εις τρίγωνον ΑΒΓ όρθογώνιον τού όποιον τά 
άθροισμα ή ή διαφορά τών τετραγώνων δύο διαδοχικών πλευρών νά είναι 
ίσον πρός δοθέν τετράγωνον χ 9 . 

Τό πρώτον μέρος τού προβλήματος έλύθη ήδη γραφικώς (§193)· 
(δοΰ ή άλγεβρική λύσις καί ιών δύο μερών. 
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(ε) θά ϊχωμβν 

γ’ + ζ»=κ’ ή (£2·)' + Ιο- χ)« = κ’ 

βθεν 

2υ· κ*υ* — υ 4 

* β ! + υ* Ρ* + υ» ' 

Αντί νά κατασκευάσωμεν άπ' ευθείας τάς ρίζας τής έξισώ- 
σεως ταύτης, λύομεν αύτήν· εύρίσκομεν : 

υ· -ι/ο* (κ*β* + κ»υ*— β’υ») 

* ~ Ρ ! 4-υ* I (Ρ 5 4- ο 5 )* 

Ή άρκετά περίπλοκος αΟτη παράστασις κατασκευάζεται έπΐ- 
σης ευκόλως ώς καί αί προηγούμενοι, άν καί άπαιτεΐ περισσοτέ- 
ρας Βοηθητικός μετατροπάς. 

Ό άριθμητής του ύπορίζου δύναται νά γραφή : 



'Ο πρώτος δρος τής παρενθέσεως είναι τό τετράγωνον τής Τε¬ 
τάρτης άναλόγου ΕΙς τοΟτο προσθέτομεν τό τετράγωνον κ* 
καί άφαιροϋμεν τό β*. 

"Εστω μ’ ή τιμή τής έντός τών άγκυλών παραστάσεως. θά 

Εχωμεν: _ 

υ* ι/ υ 4 μ* υ* 

Χ = (Ρ+~υ“ * Γ(ρ» + υ*)* = 'ΡΜ Γ ϋ Γ * μ) ' 


1 υ ± μ υ* 4- β* 

Άγόμεθα οϋτω ε(ς πρόβλημα άντίστροφον του (η)· ζητοΰμεν δηλ. 
μήκος χ ϊχον λόγον πρός άλλο (υ±μ) 

Ισον πρός τόν λόγον δύο δοθέντων 
τετραγώνων υ· καί υ* 4Ρ’· (Βλ. θ, 

§ 294). 

Διά τήν κατασκευήν του, λαμβά- 
νομεν (Σχ. 212) ΑΒ = υ, ΑΓ = β, 
όπότε ΓΒ' = β* 4- υ*. Έπί τών πλευ¬ 
ρών όρθής γωνίας λαμβάνομεν άκο- 
λούθως τμήματα 

ΒΔ = ΒΓ, ΒΕ = ΒΑ = υ 
καί φέρομεν τήν κάθετον ΒΖ έπί τήν 
ΕΔ. θά Εχωμεν 

ΖΕ _ υ» _ 

ΤΛ~ υ» + β· ' 

Έκ τοΟ Ζ λαμβάνομεν τμήμα ΖΟ ϊσον πρός Εν τών δύο μη¬ 
κών υ±μ λ. χ. πρός τό υ-|-μ, φέρομεν τήν Οθ παράλληλον τής 
ΒΖ καί τήν ΘΗ παράλληλον τής ΟΕ. Επειδή 

ΗΙ υ* 

Ιθ ή υ + μ — υ» + β» 

Επεται 6τι τό μήκος ΗΙ είναι μία τών ριζών τής άρχικής έξισώσεως. 
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(ζ) Διά τήν διαφοράν, θά Εχωμεν 



(υ — χ)*= κ 5 


**+ρΓ=-οΤ 

καί έργαζόμεθα όμοίως. 


υ 8 (κ 3 + υ 8 ) 
β 8 - υ 8 ’ 


Χρήβιμοε σχέστις 


906. Κνριαι σχέσεις. Έχοντες ύπ’ βψιν τούς γεωμετρικούς τό¬ 
κους, είναι πολύ εβκολον νά θεωρήσωμεν μένα άριθμόν ζητημά¬ 
των, τά όποια δυνάμεθα νά έπεξεργασθώμεν όπως τό προηγούμε- 
νον. ΚαλοΟντες χ καί γ δύο τμήματα μιάς ευθείας τήν όποιαν 
πρέπει νά χαράξωμεν (τάς δύο διαστάσεις λ. χ. Εως όρθογωνίου 
πρός κατασκευήν κλπ.), άγόμεθα ε(ς τάς Εξ άκολούθους σχέσεις. 


(«) 

(β) 

(Υ) 


( 6 ) 

(*) 

(ζ) 


χ-|-γ = λ 1 Τό άθροισμα ή ή διαφορά τών μεταβλη- 
χ — γ ~ δ | τών Ισοϋται πρός δοθέν μήκος. 

χ μ 1 Ό λόγος τών μεταβλητών είναι Τσος πρός 

— ν { τόν λόγον δοθέντων μηκών. 

_ , 1 Τό γινόμενον τών μεταβλητών ίχει δοθεϊ- 

χγ κ | οαν τ1 μή ν _ 

*’+Υ* = κ * 1 Τό άθροισμα ή ή διαφορά τών τετραγώνων 
χ* — γ*=:κ* I τών μεταβλητών είναι δοθέν τετράγωνον. 


906 α. Άλλαι οχεύεις. ΑΙ άνωτέρω είναι αΐ Εξ στοιχειώδεις σχέ¬ 
σεις αΐ συνήθως άπαντώσαι- δύνανται 6μως νά έμφανισθοΰν κατά 
τήν σπουδήν Ενός ζητήματος καί άλλαι, ώς τής μορφής μχ +νγ=λ, 
μχ"+ νγ* = κ*, δπου μ, ν σταθεροί άριθμητικοΐ συντελεσταί, καί 
πλήθος άλλων. 

Έάν μίαν τών Εξ προηγουμένων σχέσεων ( (α) .... (ζ) ) έκλέ- 
ξωμεν ώς θεμελιώδη, δυνάμεθα, δΓ έκάστης τών πέντε άλλων, 
νά θέσωμεν πέντε διάφορα προβλήματα : 

Παράδειγμα. Τά δύο τμήματα μιάς χορδής περιφέρειας, αγόμενης διά 
αταδερον σημείου, είς τό εσωτερικόν τής περιφέρειας ευρισκομένου, ΐχουν 
γινόμενον αταδερον. "Εκ τής παρατηρήσεως τούτης όρμώμενοι, δυνάμεδα να 
δέσω μεν τά πέντε έπύμενα προβλήματα : 


Πρόβλημα 

906 β. Διά σημείου Ρ έντός περιφέρειας κειμένου νά άχθη χορδή 
ΑΡΒ τοιαύτη, ώστε : 

α) Τό μήκος της νά είναι δοδέν, χ γ = λ. 

(β) Ή διαφορά τών τμημάτων ΑΡ, ΡΒ νά είναι δοδέν μήκος, χ —δ. 

(γ) Ό λόγος τών τμημάτων ΑΡ, ΡΒ δοδείς, — = — - 

(ε) καί (ζ^ 7ο δδροιομα ή ή διαφορά τών τετραγώνων τών τμημάτων 
ΡΑ καί ΡΒ να είναι δοδέν τετράγωνον, χ* ± γ* = κ*. 

300 . Γεωμετρικοί τόποι. Διά νά Εχωμεν μίαν σχέσιν μεταξύ δύο 
μεταβλητών ποσοτήτων, δυνάμεθα νά χρησιμοποιήσωμεν γνω· 
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στούς γεωμ. τόπους. Ιδού μερικοί Εξ αύτών, Εκ τών μάλλον άπλών 
καί συνήθους χρήσεως. 

1. "Οταν τό ύψος καί ή βάσις ένός τριγώνου είναι ίσα, πδν 
ορθογώνιον Εγγεγραμμένον είς αύτό Εχει περίμετρον σταθερόν 
(§ 257). 

2. Τά Εγγεγραμμένα είς τετράγωνον όρθογώνια καί τών 
όποιων αί πλευραί είναι παράλληλοι πρός τάς διαγώνιους τοΟ 
τετραγώνου, Εχουν περίμετρον σταθερόν (§ 19). 

3. Τό <!όβοι ομα τών άποστάσεων τυχόντος σημείου τής βάσεως 
Ισοσκελούς τριγώνου άπό τών δύο άλλων πλευρών είναι σταθε¬ 
ρόν (§20). 

4. Τό άόροι ομα τών έστιακών άκτίνων είς ϊν σημεϊον τής Ελλεί- 
ψεως είναι σταθερόν. 

Είς βλας τάς περιπτώσεις αύτάς ή γενική Εξίσωσις είναι 
χ + γ = λ. 

5. Είς τάς περιπτώσεις 1 καί 2, ή διαφορά τών παρακειμένων 
πλευρών είναι σταθερά δταν τό όρθογώνιον είναι παρεγγεγραμ- 
μένον' Επίσης διά τήν περίπτωσιν 3, Εάν τό σημείον ληφθη Επί 
τής προεκτάσεως τής βάσεως, καθώς καί διά τήν ύπερβολήν 
(Ο. η® 647). 

Ε(ς τάς περιπτώσεις αύτάς θά Εχωμεν χ — γ = δ. 

Ό λόγος — είναι σταθερός Εάν θεωρώμεν: 

6. Τάς άποστάσεις σημείου εύθείας άπό δύο άλλων τεμνομέ- 
νων Επί τής εύθείας ταύτης (§ 60). 

7. Τάς άποστάσεις σημείου περιφέρειας άπό δύο σταθερών 
σημείων (§ 61). 

8. Τάς άποστάσεις σημείου έλλείψεως ή ύπερβολής άπό μιάς 
Εστίας καί τής άντιστοίχου διευθετούσης αύτής. (Ο. η° Θ45, 850). 

9. Τάς άποστάσεις ενός σταθερού σημείου άπό τά οημεΐα 
καθ’ ά τυχούσα εύθεϊα διά τού σημείου τέμνει δύο παραλλή¬ 
λους (§ 63). 

10. "Ανάλογον ζήτημα διά δύο περιφέρειας, τού σταθερού ση¬ 
μείου Λντος ένός τών κέντρων όμοιότητος τών περιφερειών (§ 65). 

Τό γινόμενον χγ είναι σταθερόν Εάν θεωρώμεν : 

11. Τά δύο τμήματα χορδής διερχομένης διά σταθερού σημείου 
Εντός της περιφέρειας. 

12. "Ολόκληρον τήν τέμνουσαν καί τό Εξωτερικόν τής περιφέ¬ 
ρειας μέρος αύτής. Εάν τό σταθερόν σημεϊον εύρίσκεται Εκτός τής 
περιφέρειας. 

13. Τάς άκτϊνας άντιστροφής εις όμόλογα σημεία δύο άντι- 
στρόφων σχημάτων (§§ 223, 224, 225). 

14. Τάς άποστάσεις ένός τυχόντος σημείου ύπερβολής άπό τών 
άσυμπτώτων της (§§ 78, 79). 

Τό 600οι ομα τών τετραγώνων είναι σταθερόν:. 

15. Διά τόν τόπον τής παραγράφου 69. 

Διά τάς άποστάσεις παντός σημείου Ελλείψεως άπό δύο ίσων 
συζυγών διαμέτρων αύτής (§ 73, 2) ). 

16. "Η διαφορά τών τετραγώνων είναι σταθερά διά τόν τόπον δστις 
Εσπουδάσθη εις τήν παράγραφον 71. 

17. Διά τάς άποστάσεις παντός σημείου Ισοσκελούς ύπερβολής 
άπό τών άξόνων της (73, 1) καί 3) ). 
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1Τα(<τι)(9«ι; Ιιτ I τής ίπίογής ηαταλίήλον μι&ΑΑου άποόβίξιως 

907. *Η Αξία έκάστης Αποδεικτικής μεθόδου είναι σχετική· ιό «αν 
έγκειται βΐ; τήν Ικανότητα τοΰ έρευνητοΰ όπως έκλέγη έκάστοτε τή ν 
κατάλληλον, άναλόγως τής φύαεως τοΰ σπουδαζομένου ζητήματος. 

Συμφέρει λ. χ. νά καταφεύγη τις είς τήν άλγεβραν, έάν δύο 
άγνωστοι ποσότητες συνδέονται ιτρός άλλήλας διά μιάς βασικής 
σχέσεως, άρκετά περιπλόκου· είς τήν περίπτωσιν αύτήν, δύναται 
νά άνατρέξη είς τούς είδικούς τρόπους ή είς τήν τομήν γεωμ. 
τόπων. 

Ιδού Ιν παράδειγμα. 


Πρόβλημα 

308. Διά τοΰ σημείου τομής Γ δύο περιφερειών (Α) καί (Β), νά άχθη 
κοινή αύτών τέμνουοα ΕΖ, ώστε αΐ χορδαΐ ΓΕ, ΓΖ νά πληρούν «ορι¬ 
σμένους όρους. 



"Εστω:Γ1 —χ, ΓΜ — γ, ΑΕ = ρ„ ΒΖ = ρ,. 

Τά μήκη χ, γ συνδέονται πρός άλληλα διά σχέσεως· έπειδή, 
άν ΑΝ είναι παράλληλος πρός τήν ΕΖ, έκ τοΟ σχήματος λαμβά- 
νομεν : 

ΑΒ* = δ· = ΑΝ· + ΒΝ*= ΑΝ· + (ΒΜ - ΑΙ) 2 
καί ΑΝ = χ-{-γ. ΒΜ = | ρ,’ — γ* , ΑΙ=|ρ,·— χ». 

Άρα ΑΒ· = 8* = (χ + γ)· + (Τ ρ,· - γ* - ΓρΙ’ - *’ )'· 

Παρατηρήοικ. Ιον. Ή έξίσωσις αΟτη είναι άρκετά περίπλοκος 
διά συνήθη χρήσιν, άν καί εύρίσκεται £ν παράδειγμα χρησιμο- 
ποιήσεώς της είς τήν άλγεβραν τοΟ ΒγϊοΙ. 

Τό πρόβλημα: χ -)- γ = λ θά λυθή άργότερον (§878), καθώς καί 

τά: χ . γ = κ*. χ — γ = 6 (5 1427 καί 880). Τό: — = έλύθη 
ήδη είς τήν παράγραφον 96. 

2ον. Χρήσιμος είναι έπίσης ή μελέτη τοΟ έπομένου πσραδείγ· 
ματος (§ 309)- είς ώρισμένας περιπτώσεις, ή άπ' εύθείας λύσις 
είναι καί ή άπλουστέρα, ένφ είς άλλας πάλιν ή Αλγεβρική άπο« 
δεικνύεται μάλλον πρόσφορός. 
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Πρόβλημα 

309. Λιά σημείου Α έντδς ορθής γωνία; ΧΟΥ νάάχθή τέμνουσα, 
περατουμένη είς τάς πλευράς τής γωνίας, είς τρόπον, ώστε τά δύο τμή¬ 
ματα αυτής χ, γ νά συνδέωνται διά δοθείσης σχέσεως. 

"Εστωσαν α καί β αΐ Αποστάσεις τοΟ Α άπδ τών πλευρών τής 
γωνίας- εύρίσκομεν τήν σχέσιν 

* 3 Υ* = α** 1 -+- β’γ’- (1) 

Έκ τών περιπτώσεων τής παραγράφου 305, γνωρίζομεν τάς 
λύσεις 

(γ) Τ =_ 7 (§ 945 καί (δ) χγ = κ1 (§ 97) · 

ΑΙ περιπτώσεις (γ), (δ), (ε), (ζ) όδηγοΟν είς διττετράγωνον έζί- 
σωσιν, άλλ' αΐ (α) καί (β) είς έζίσωσιν πλήρη τετάρτου βαθμού. 
Έάν είς τήν έζίσωσιν (1) είναι α = β, αϋτη μετατρέπεται είς τήν 

χ’γ 8 = α 8 (χ· -(- γ 8 ) (2) 

δπότε δυνάμεθα νά λύσωμεν τά προβλήματα τών περιπτώσεων 
(α) καί (β)- άναγόμεθα πράγματι είς τώ έπόμενον 

309 α. Πρόβλημα τον Παππού. Διά σημείου Α, έπϊ τής διχοτόμου ορ¬ 
θής γωνίας ΧΟΥ, νά άχθή τέμνουσα τοιαύτη, ώστε τύ μεταξύ τών πλευ¬ 
ρών ΟΧ, ΟΥ τμήμα (χ -)- γ) αυτής νά έχη μήχος δοθέν λ. 

Λύομεν τά σύστημα τών έξισώσεων (α) καί χ γ = λ, δι* 
ύψώσεως είς τά τετράγωνον άμφοτέρων τών μελών τής δευτέρας: 

χ 5 + ν’ + 2 = λ 3 . («Ο 

καί Απαλοιφής τοΟ Αθροίσματος χ* 4-γ» μεταξύ τής (α’) και τής 
(2). Εύρίσκομεν τήν δευτεροβάθμιον έξίσωσιν πράς χγ 

χ»γ» = α» (λ* - 2 χγ) 

ίζ ής χγ = — α 8 ± Ία* (α 8 +λ») . 

Γνωρίζομε ν οϋτω τά άθροισμα καί τά γινόμενον τών μηκών χ καί 
γ καί δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν τά πρόβλημα ώς ήδη λελυμένον. 

$ III. Προβλήματα έηΐ τής έφαπτομέτης 

Τά έπόμενα προβλήματα, τά σχετικά πράς τήν έφαπτομένην 
(( 310—319), δίδονται ενεκα τών πολλών έφαρμογών αύτών είς 
ζητήματα μεγίστου καί Παχίσιου (βλπ. § 359 καί έπμ.). 

Πρόβλημα 

310. Δίδονται ήμιπερίφέρεια ΑΔΓ καί κάθετος ΡΖ έπϊ τήν διάμε¬ 
τρον ΑΓ. Ζητείται νά άχθή έφαπτομένη ΕΔΖ, περατουμένη είς τάς δύο 
αυτάς ευθείας, είς τρόπον, ώστε τά μήχη ΔΕ, ΔΖ νά έχουν δοθέντα 

λόγον -|~· 

"Ας Θέσωμεν: ΟΡ —α, ΟΕ = χ. 


170 


θεωροΟντες τό μήκος ΔΕ ώς βοηθητικόν άγνωστον, λαμβάνο- 
μεν τάς Ακολούθους σχέσεις 

Η ΔΕ* = *· — ρ* (1) 

ΔΕ’ = χ . ΗΕ (2) 

Άλλ' είναι 

ΗΕ _ μ ΗΕ _ μ 

ΡΕ μ+ν Π χ —α μ+ν 

Δ ο α Ρ ιι Γ ε καί 

ΗΕ = - ίΓ ^ Τ (χ-α). 

Επομένως: 

ΔΕ’ = —(χ’- αχ). (3) 

μ+ν 

Έκ τΟν (1) καί (3) εύρίσκομεν: 



χ * — Ρ’ = ^ίφν {χ ’ ~ αχ) * 


ή 

νχ’ μ . αχ — (μ + ν) ρ’ = 0. 

(4) 

Οθεν: 



— αμ ± 1ία’μ* -(- 4ν (μ -|- ν) ρ’ _ 

Χ ~~ 2 ν 

(5) 


μήκη εύκόλως κατασκευάσιμα. 


Πρόβλημα 

811. Νά άχθή έφαπτομένη ΕΔΖ (Σχ. 215), ιτερατοιιμένη έπί τής προ- 
εκτάσεως Διαμέτρου ΑΓΕ καί έιτί τής καθέτου έπ’ αύτήν ευθείας ΡΖ, 
τοιαυτη, ώστε τό αημεΐον έπαφής Δ νά είναι τό μέσον τοΰ τμήματος ΕΖ. 

Διά ΔΕ = ΔΖ είναι μ = ν καί Δ τύπος (5) τής προηγουμένης 
παραγράφου γίνεται 



Χ = - -^±/-£ + 2ρ> (6) 

Καί άπ' ευθείας άλλωστε θά 
εΤχομεν : 

ΔΕ’= ΟΕ . ΗΕ = 

καί ΔΕ’ = χ* — ρ’. 

"Οθεν 

χ’ -(- αχ — 2 ρ* = 0 
καί 

*=- τ±Ίτ + 2ρ ’· (6) 

Ή σχέσις χ’ -(- αχ — 2 ρ’ =* 0 


γράφεται καί 


χ(χ + α ) = 2ρ·. 


( 7 ) 
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Κατασκευή. Κατά τήν μορφήν (7), τό πρόβλημα άνάγεται εις 
τήν κατασκευήν όρθογωνίου έκ τοΟ έμβαδου 2ρ 9 καί τής διαφοράς 
α δύο πλευρών του· δυνάμεθα όμως νά κατασκευάσωμεν τό μή¬ 
κος χ έπίσης εύκόλως καί έκ τής μορφής (6). 

Λαμβάνομεν ΟΒ =- — (άρκεΐ νά λάβωμεν, άριστερά τοΟ Ο, 

τό ήμισυ μήκος τοΟ ΟΡ) καί ΟψοΟμεν κάθετον Γθ ΐσην πρός 
ΓΟ = ρ : 

Οθ 9 - 2ρ 9 . 

Μεταφέρομεν τό μήκος Οθ έπί τής ΟΛ, καθέτου έπί τήν διά¬ 
μετρον. Επειδή 

ΒΛ· = -^- + 4ρ*. 

τό μήκος ΒΛ παριστήί τό ριζικόν. Ακολούθως, γράφομεν ήμιπερι- 
φέρειαν μέ κέντρον Β καί άκτΐνα ΒΛ, τέμνουσαν τήν άρχικήν 
διάμετρον εις τά σημεία Ε καί Ε’. θά Ιχωμεν 

ΟΕ = - ΟΒ + ΒΛ = - -|- + ^-+-2ρ» 


ΟΕ'= — ΟΒ — ΒΛ = — + 2ρ 9 . 

312. Υπολογισμός τών ΡΗ. ΔΗ καί ΡΗ', ΔΉ'. 



Ε* 216 


1) ΡΗ = -1-ΡΕ = -1(χ-α) = ^.--^. 

— αγα 9 8 ρ 9 — 2 α _ — 3α-(- ^α’ ~|-8ρ 9 

4 λ 


Δθ ή ΡΗ = 

2) ΔΗ 9 = ΟΗ.ΗΕ = [α+—] [^=^-] = 


4 

χ 9 - α» 


“·= 4 - [(^±^ 1 ± 5 £! )■-*.] = 

— α* 4ρ 9 — α 1 α 9 + 8 ρ* 

“ 8 


(2 
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( 3 ) 


(4) 


3) Ή άπόλυτος τιμή τοΟ μήκους Δ'θ' είναι 

Δ ' θ '= 3° + ί«· + 8 Ρ* 

έκ τής όποίας 

ΛΉ'» = ~ α!1 + 4ρ , + α ία« + 6ρ τ _ 

8 

313. Αιιρεύνηοις. θά διερευνήσωμεν τό πρόβλημα διά τιμάς τοΟ 
α = ΟΡ θετικός μόνον καί ε!ς τό διάστημα ο < α < οο · έπειδή άρ- 
νητικαί τιμαϊ τοΟ α είναι φανερόν δτι δίδουν λύσεις συμμετρικός 
πρός τήν κάθετον διάμετρον έπί τήν δοθεΐσαν. 

1) α=0. 

δηλ. ή κάθετος ΡΖ διέρχεται διά τοΟ κέντρου. 


Ό τύπος (6) ή χ = — -γ ± ^ + 2ρ* 


δίδει δύο ϊσας ρίζας, άφοΟ άνάγεται είς τόν 

X = ± Ρ Ϊ2. 

καί ώς έπόμενον ήτο, άφοΟ αί δύο έφαπτόμεναι γίνονται δύο τών 
πλευρών τοΟ περιγεγραμμένου είς τήν περιφέρειαν τετραγώνου. 

2) ο < α < ρ. 

ΛΙ δύο τιμαί τοΟ χ είναι πραγματικοί καί μεγαλύτεροι άπολύ· 
τως τοΟ ρ- δυνάμεθα έπομένως νά φέρωμεν δύο έφαπτομένας. 

3) α = ρ. 



Ό τύπος δίδει 


χ = — -£. ± 

2 2 


ΐΕ_ί +ρ 

* “ -2ρ 

Τό σημεϊον Ε συμπίπτει 
πρός τό σημεϊον Γ. Τό ση- 
μεϊον Ε’(χ= — 2ρ) είναι 
κορυφή Ισοπλεύρου τριγώ· 
νου, τοΟ όποίου Ε'Γ είναι 
τό ύψος. 

4) α > ρ. 

Ή άρνητική τιμή τοϋ χ, 
ή διδομένη διά τοΟ κάτω· 
τέρου σημείου τοϋ ριζικοΟ, 
είναι μεγαλυτέρα άπολύ- 
τως τοϋ 2ρ, Ή έφαπτομένη, έπομένως, Ε'Ζ' δύναται νά άχθη, δχι 


όμως καί ^ ΕΖ. ά’φοϋ 


ΟΕ = χ > ρ. 


314. Σνψαψις. Άπο γιωμβιρικήί άπόψιως, οΐαδήποτε καί &ν είναι 
ή τιμή τοϋ α, ύπάρχει πάντοτε τουλάχιστον μία ΙφοΛίομίνη άπαν· 
τώσα είς τό πρόβλημα. Υπάρχουν βνο Ιφαπτάμβναι έάν ή άπόλυτος 
τιμή τοϋ α είναι μικροτέρα τοϋ ρ, καί μία μόνον, έάν ή άπόλυτος 
τιμή τοϋ α είναι μεγαλυτέρα τοϋ ρ (Σχ. 217)· έπειδή τότε τό ση- 
μεϊον Ε εύρίσκεται μεταξύ τών Α καί Γ καί δέν δυνάμεθα έξ αύ· 
τοϋ νά φέρωμεν έφαπτομένην τής ήμιπεριφερείας (Ο). 
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Πρόβλημα 

315. Νά άχθή Εφαπτομένη ΔΕΖ τής ήμιπεριφερείας ΑΓ εις τρόπον, 
ώοτε τό τμήμα αυτής ΔΕ νά είναι διπλάσιον τοΰ ΔΖ (Σχ. 218). 

Δηλαδή μ = 2ν. ’Ο τύπος (5) τής παραγράφου 310 γίνεται 
χ = — α±γα*-{- 3ρ' . (8) 

Κατασκευή. Λαμβάνομεν ΟΒ= —α, Γθ = ρ, φέρομεν τήν ΘΚ 
κάθετον έπΐ τήν Οθ καί Τσην πρός ρ. θά είναι 

ΟΚ' = 3ρ». 

Μεταψέρομεν κατόπιν τό τμήμα ΟΚ έπί τής ΟΛ, καθέτου έπί 



τήν ΑΓ, καί μέ κέτρον Β καί άκτϊνα ΒΛ γράφομεν περιφέρειαν 
τέμνουσαν τήν ΑΓ εις τά Ε καί Ε' σημεία; θά Εχωμεν : 

ΟΛ’ = ΟΚ’ = 3ρ·. 

ΒΛ = Υ α* -μ 3ρ*. 

άρα καί _ 

ΟΕ = — αΊ α 1 3ρ* 

ΟΕ'= - α - Υα» 3ρ». 

Παραιηρήαιις. 1) Ή άρνητική τιμή — α — ^α’-Ι^ρ’ είναι πάν¬ 
τοτε μεγαλύτερα άπολύτως τής άκτϊνος. Διά νά λάβωμεν τήν 
όριακήν τιμήν τοΟ α, μέχρι τής όποιας τό μήκος 

ΟΕ = —α {- Τ α 1 -(- 3ρ’ 
παραμένει μεγαλύτερον τής άκτϊνος, θέτομεν 

-α+7α*-{-3ρ» = ρ 
όπότε α = ρ. 

“Ωστε, όπως καί εις τό προηγούμενον παράδειγμα, διά α^ρ 
υπάρχει μία μόνον εφαπτομένη. 

2) Δια α = ρ, λαμβάνομεν 

χ=-ρ±|ίρ» + 3ρ> = -ρ±2ρ=|+Ρ ρ 
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Ή τιμή -|- Ρ Αντιστοιχεί είς τήν κάθετον ΡΖ (Σχ. 220), έφα- 
πτομένην τότε τής περιφερείας. 

816. ΕΙίιχαΐ πβριπτώαίκ. 1η Παρίατβισις (Σχ. 219). "Ας έζετάσω- 
μεν τήν περίπτωσιν καθ' ήν αΐ δύο κάθετοι εύθεϊαι ΟΕ, ΟΖ διέρ¬ 
χονται διά τοΟ κέντρου καί Ας ύπολογίσωμεν τά μήκη ΟΗ, ΟΛ 
συναρτήσει τής άκτϊνος ρ. Χωρίς νά άνατρέξωμεν ε(ς τόν γενικόν 
τύπον, εύρίσκομεν εύκόλως δτι 

ΟΕ’ = 3ρ* (α) 



316 α. 3α Παρίπνωοις. (Σχ. 220). 


α = Ρ· 

ΕΤδομεν Οτι 

*={±ξρ Ι 3 ^· 2 > I 

Ή πρώτη τιμή Αντιστοιχεί είς τό 
σημεΐον Ρ καί ή Αντίστοιχος έφα- 
πτομένη είναι ή ΡΖ. Ή δευτέρα 
τιμή — 3ρ Αντιστοιχεί είς τό σημειον 
Ε καί τήν έψαπτομένην ΕΔΖ. 

θά βχωμεν οΟτω, είς Απολύτους 
τιμάς: 




Σχ. «1 


γη = 4ρ 

(0 

ΔΗ = -|-ρ 1 \ϊ 

(0 

ΡΖ = ρ|Τ. 

(1) 


317. Υπολογισμός τών ΡΗ, 
ΔΗ δχαν ΔΕ = 2ΔΖ. 


ρ Η _ ~ 2α * + + 3ρ’ 

3 


ΔΗ» = 


- 2α» + 6ρ* - 2α |α» + 3ρ» 
9 


(θ) 


(0 
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ΡΗ'=: 


2α 4- 1 <*' + ^Ρ* 


. _ - 2α» -}- 6ρ» + 2« |α» + 3ρ» 

9 


ΡΖ» = 


— 2α' 4- 6ρ* — 2α ^α* 4- 3ρ* 

4 


(κ) 

(λ) 

(μ) 


,. _ — 2α* + 6ρ* + 2α Ία* -|- 3ρ· 
_ _ 


ΡΖ'· = 


317 α. Σημβίαχης. 1) Διά άναπτύξεις κλπ. τών διαφόρων παρα¬ 
στάσεων, δύναταί τις ν' άνατρέξη είς τήν 2αν καί 3ην ΐκδοσιν 
τών Εχ. άβ Ο. 

2) Το πρόβλημα τής εφαπτομένης έλύσαμεν μόνον είς τάς περιπτώ¬ 
σεις καθ’ άς αΐ δύο εύθεΐαι διέρχονται διά τοΟ κέντρου (§ 214) 
ή είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας και τουλάχιστον ή μία διέρχεται διά 
τοΟ κέντρου (§ 310 ίως.317). "Επειδή, είς τήν γενικήν περίπτωσιν, 
αΐ δύο εύθεΐαι όρίζουν έπΐ τής περιφέρειας τέσσαρα διάφορα τόξα, 
τό 6έ πρόβλημα όδηγεΐ ε[ς έξίσωσιν τετάρτου βαθμοΟ πλήρη καί 
τής όποιας ή κατασκευή τών ριζών είναι άδύνατος διά τοΟ γνώ- 
μονος καί τοΟ διαβήτου. 

Τά τέσσαρα σημεία έποψής, τών τεσσάρων έν γένει λύσεων, 
είναι τομαί τής δοθείσης περιφέρειας καί μι&ς υπερβολής. 

Τό πρόβλημα τής εύρέσεως τοΟ άχτινοβόλον οημεΐον, δι’ οδ διέρ¬ 
χονται αΐ άνακλώμεναι έπΐ τής έπιφανείας σφαίρας άκτΐνες δο- 
θείσης φωτεινής πηγής καί δι" ώρι- 
σμένην θέσιν τοΟ όφθαλμοΟ τοΟ πα- 
ρατηρητοΟ, δύναται νά άναχθη είς 
τό προηγούμενον πρόβλημα. (Ν. Α. 

1869, σ. 232. 235). 

Πρόβλημα 

318. Παραβολικόν τμήμα ΑΒΓ έχει 
ώς βάσιν χορδήν ΒΓ κάθετον έπΐ τόν 
άξονα τής καμπύλης. Νά άχθή έφαπτο- 
μένη ΖΕΘ τοιαύτη, ώστε τό σημεΐον 
έποψής Ε νά είναι μέσον τοΟ τμήματος 
Ζθ. τοϋ περατουμένου εις τήν χορδήν 
ΒΓ καί είς τήν έκ τοΰ Γ παςάληλλον 
πρός τόν άξονα τής καμπύλης. 

"Εστω τό πρόβλημα λελυμένον 
ΕΖ = ΕΘ. 

Γνωρίζομεν δτι ή κορυφή Α διαι¬ 
ρεί τήν ύφαπτομένην ΤΛ εις Τσα 
τμήματα (Ο., η· 699)· άς λάέωμεν 
δΓ άγνώστους ΑΛ = χ καί ΛΕ = γ, 

Ιστω δέ ΑΜ = α καί ΜΒ = β. 

Έκ τών όμοιων τριγώνων ΘΡΤ, ΤΛΕ εύρίσκομεν 

ΘΡ ΤΛ Ε α — 3χ _ 2 χ ,,, 

ή - ρ-= ——. (1) 


καί 



ΡΤ 


ΛΕ 
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έπειδή, 

ΘΡ = ΘΗ -ΤΛ 
καί 

ΘΗ ή ΗΓ = ΑΜ — ΑΛ = α — χ, ΤΛ = 2χ, ΘΡ=α-3χ. 

Ή (1) γράφεται καί 

αγ — 3χγ = 2βχ ή 3χγ -{- 2βχ — αγ = Ο, (2) 

έκ δέ τής έζισώσεως ταύτης καί έκείνης της καμπύλης 

-ζ- = ·£ * * = -ηρ- (3) (Ο., η» 708) 

καί δι' άντικαταοτάσεως τοΟ χ λαμβάνομεν 


- αβ ± γα»β'4-3α'β· 

7 -35 

<1 χ =+-§■. V = - 3· 

α ΑΜ 

Ή θετική ρίζα δίδει χ =-^- ή ΑΛ = ——. Διά τοΟ οΟτω 
ό^ιζοιιένου σημείου Λ φέρομεν τήν χορδήν ΕΛΔ παράλληλον 

Ή γ = — β δίδει χ = α καί ή άντίστοιχος χορδή είναι ή- ΒΓ. 
Ή λύσις αΟτη είναι ξένη πρός τό πρόβλημά μας. 

318 α. Παρατηρήαβις. 1) Είς τό κεφάλαιον περί μιγία των καί ΙΙαχΙ- 
οιων (§ 365), θά εΤδομεν δτι είς τήν χορδήν ΔΕ άντιστοιχεί τό 
μέγιοτον τραπέζιο* ΒΓΔΕ, έκ τών έγγραφομένων είς τό παραβολι¬ 
κόν τμήμα ΒΑΓ. 

Τό έμβαδόν τοΟ τραπεζίου τούτου είναι 

(ΜΒ- Γ ΛΕ).ΑΜ=(β + -&-). -|-α=^?£. 
τό δέ έμβαδόν τοΟ παραβολικού τμήματος 

(ΒΑΓ) = ΑΜ . ΒΓ (Ο. η»» 707 καί 982) 


ή 



4αβ _ 36αβ 
3 ~ 27 


0 

Είναι λοιπόν τό έμβαδόν τοΟ "μεγίστου τραπεζίου τά -ψ τοΟ 

έμβαδοΟ του παραβολικοΟ τμήματος. 

2) "Εάν τό τμήμα ίχη βάσιν τυχοΟσαν χορδήν, θά πρέπει νά 
θεωρήσωμεν τήν συζυγή διάμετρον πρός τήν δοθείσαν χορδήν. 
Επειδή δέ ή έξίσωσις τής παραβολής ώς πρός διάμετρον καί 
έφαπτομένην παράλληλον πρός τήν συζυγή διεύθυνσιν τής δια¬ 
μέτρου. είναι τής Ιδίας μορφής μέ τήν έξίσωσιν ώς πρός τόν 
άξονα αύτής καί τήν έφαπτομένην είς τήν κορυφήν, ή άναζήτησις 
του μεγίστου έγγεγραμμένου τραπεζίου γίνεται τελείως όμαίως 
ώς καί προηγουμένως. 

Ή ονζνγης διάμετρος ένός συστήματος παραλλήλων χορδών κω¬ 
νικής τομής είναι ή εύθεϊα—τόπος τών μέσων τών χορδών αύτών. 
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ΙΙΧ^ο; Ινσιων ίνύς προβλήματος 

91Θ. Συμβαίνει πολλάκις, Εν γεωμετρικόν πρόβλημα νά Εχη 
περισσοτέρας ή όλιγωτέρας λύσεις άπό τώς ρίζας τής Αλγεβρικής 
έζισώσεως είς τήν λύσιν τής όποΐας Ανάγεται ή λύσις τοΟ προ¬ 
βλήματος αύτοΟ. Καί τοΟτο, είτε έπειδή ώρισμέναι λύσεις τοΟ 
προβλήματος, ώς έκ τής ψύσεώς των, δέν δύνανται νά άντιστοι- 
χισθοΟν είς ρίζας μιάς ώρισμένης έζισώσεως, εΤτε έπειδή ώρισμέ- 
ναι λύσεις τής έζισώσεως είναι Απαράδεκτοι άπό γεωμετρικής 
άπόψεως. 

Παράδειγμα προβλήματος αέ γεωμετρικός λύσεις περισσοτέρας 
τών ριζών τής Αλγεβρικής έζισώσεως είς ήν, κατά τινα τρόπον. 
Ανάγεται εΤναι τό κατωτέρω. 


Πρόβλημα 


320. Διά τοΟ μέσου χυχλικοΟ τόξου νά άχθή ευθεία τοιαύτη, ώστε 
τό ^ τμήμα αυτής, τό περιεχόμενον μεταξύ τής χορδής τοΟ δοθέντος τόξου 
καί τού έτέρου τόξου τής ιτερίφερείας, νά ϊχη δοθέν μήκος λ. 

(ΡΓεηεοεπΓ, Οοιιγβ άβ ΜαΙδέπιβΙΐςυεΒ, Ιοπιε I) 

ΎποΘέσωμεν τό πρόβλημα λελυμένον καί ΜΝ = λ. 

"Ας λάβωμεν τό μήκος ΟΜ — χ ώς Αγνωστον. "Αν ΟΑ = α, 
εύκόλως εύρίσκομεν 

ΟΜ . ΟΝ = ΟΔ . ΟΒ = α* (68. 2) ) 

ή χ(χ + λ) = α·. (1) 


Τό μήκος χ όρίζεται διά τής κατασκευής όρθογωνίου μέ Εμ¬ 
βαδόν α 1 καί διαφοράν 
πλευρών λ. ή διά τής Χύ¬ 
σεως τής έζισώσεως (1): 


τ*ίτ + “·· 

Καταοκτνή. Έπί εύ- 
θείας παραλλήλου τής 
ΑΓ λαμβάνομεν 

— ΟΕ = ΟΑ = α 

καί ύψοΟμεν κάθετον 
ΕΖ έπ' αύχήν Τσην πρός 

. θά Εχωμεν 


ΟΖ 


= Π+· 



Μεταφέρομεν Ακολούθως τό μήκος ΖΕ έπί τών ΖΗ καί Ζθ. 
Τό μήκος Οθ είναι ή μίας, ρίζα καί τό ΟΗ ή Αλλη. 

Υπάρχουν έν τούτοις τέσσαρες λύσεις· έπειδή έκτός τών θέ¬ 
σεων ΟΜΝ καί ΟΡΠ τής τεμνούσης, λύσιν τοΟ προβλήματος πα¬ 
ρέχουν καί αί θέσεις αύτής ΟΜ’Ν' καί ΟΡ'Π', συμμετρικά! τών 
πρώτων πρός τήν ΟΒ. 

ΓιωμίχρΙα 


12 
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321 . Παρατήρηοις. Τό προηγούμενον πρόβλημα δύναται νά 8ια- 
τυπωθή καί ώς Εξής; 

Νά καταακηασδή τρίγωνον ΑΝΓ 1η τής βάοτως ΑΓ, τής άηΐναντι γω¬ 
νίας Ν καί τον μήκους 1 τής διχοτόμον τής γωνίας Ν. 

Τά τρίγωνα ΑΝΓ, ΑΝ'Γ είναι συρμετρικά άλλήλων πρός τήν ΟΒ. 

Τά τρίγωνα ΑΡΓ, ΑΡ'Γ είναι ξένα πρός τά ζητούμενα άλλά 
Χύσεις τοΟ Επομένου, άναλόγου πρός τό πρώτον, προβλήματος: 

Νά καταοκευαοδή τρίγωνον ΑΡΓ 1κ τής βόοτως ΑΓ, τής άηίναντι γω¬ 
νίας Ρ (παραπληρωματικής τής Ν) καί τον μήκους ΡΠ τής Ιξωττρικής 
διχοτόμου τής γωνίας Ρ, 

321 α. Σημτίωσις. Ή θεώρησις τοΟ άντιστρόφου προβλήματος 
(213) καί τοΟ άνωτέρω (320) δίδουν μίαν πολύ άπλήν λύσιν τοΟ 
προβλήματος τον Πάιατου (309) άλλ’ Εμμεσον. Υπάρχουν πολλαΐ άλ- 
λαι λύσεις κατά τό μάλλον ή ήττον άλγεβρικαί* μία τούτων όφεί- 
λεται είς τόν Τδιον τόν Πάχιον, ό δέ Ντντω* Εδωσε Επίσης λύσεις 
τοΟ προβλήματος. 

Σχετικώς δύναταί τις νά άνατρέξη είς τά Επόμενα άρθρα καί 
συγγράμματα: 

ΝοτιυβΙΙε3 Αηηαίει, 1847, ο. 458, σημείωμα τοΟ Λδεί Τταηβοη. 
Ό συγγραφεύς υποδεικνύει Εξ λύσεις, Ικ τών όποίων μερικαί 
Εφαρμόζονται 6Γ οΐανδήποτε δοθείσαν γωνίαν. 

Είς τά Εχατηεηβ βί οοηιροβίΐχοη» άε ΜαΙΜτηαΙίηηεε τών Μοιηβπ- 
Ηεΐηι καί Ρι-αηο Κ-, εύρίσκονται δέκα διάφοροι λύσεις άλλ’ είς όρ- 
θήν πάσαι γωνίαν άναφερόμεναι. 

Δύο τών λύσεων του Νεύτωνος παραθέτει ό ϋεεδονεβ είς τά 
Οιιβιίΐοηβ άΆΙ^έΙνε (2β εάϊΐϊοη, η 9 231) αύτοΟ καθώς καί πολλάς 
άλλας. Βλέπε έπίσης καί ΕκετοίοεΚ(ΤΑΙκΕδΓβ, 5β έάίίϊοπ, η° 1407, 
Οοιπρίέπΐίηΐβ άβ ΤΓΐκοποτηέίΓΐβ, 3β έάΐΐΐοη, η β 441 τών Κ.Ο.—Μ. 

Είς τό Οοιιη ά’ΑΙρέδτε ίΐότηεηίαίτε τοΟ ΟοτηΙεΙΙε (1893), Εξετά¬ 
ζεται διά μακρών τό Πρόβλημα τοΰ Πάιντου (σ. 486- 501' η° 526). 

Τό ΰοκη άόυείορρέ ά’ΑΙρέΙιτε έΐέτπεηίαίνε ύπό Β. Γ,βίεδντε, 5. 
(ίοιηβ II, ρ. 214, ρτοδΙΕπιε XVII), δίδει διαφόρους λύσεις, ώς καί 
τό Ιστορικόν τοΟ προβλήματος (σ. 277). Βλέπε πρός τοϋτοις καί 
Επ. (§ 1538, Σημτίωοις). 


§ IV. Άρχ&μητίΗαΙ σχέσεις 

322. Άναζήτησις οχέαιων. Διά νά άνεύρωμεν ή άποδείξωμεν 
άριθμητικάς σχέσεις μεταξύ τών διαφόρων στοιχείων Ενός δοθέν- 
τος σχήμοπος, βοηθούμεθα κυρίως 6πό τών όμοίων σχημάτων, τών 
Ιδιοτήτων τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ή βααι όμεθα έπί προγενεστέ- 
ρως άποδειχθεισών σχέσεων. 

Πρόβλημα 

323. Διά δοθέντος σημείου Α άγεται τέμνουσα ΜΑΝ τών πλευρών 
δοθείσης γωνία; ΧΟΥ. Ποία ή σχέσις ή συνδέουσα τά μήχη ΟΜ, ΟΝ; 

ΆφοΟ τό σηιιεϊον Α είναι δεδομένον, είναι ώρισμένα Επί¬ 
σης καί τά παράλληλα πρός τάς πλευράς τής γωνίας τμήματα 
ΑΒ = γ, ΑΓ —β. 



Τά Ομοια τρίγωνα ΑΒΜ, ΝΟΜ δίδουν τήν σχέσιν 

ΑΒ _ ΒΜ γ _ ΟΜ - β 

ΟΝ “Όμ - η 75Η"~ ΟΜ 


ής. 


ΟΜ.ΟΝ = γ.ΟΜ + β.ΟΝ, 

ή 

β I Υ _ 1 

ΙΜ+^Η-- 1, 

ήτις είναι ή ζητουμένη σχέσις. 

324. Παρατήρησα. "Αν τάς ΑποστΑ- 
σεις τών Μ, Ν Από τών γνωστών ση* 
μείων Β καί Γ καλέσωμεν χ, γ, Αντι- 
στοίχως, εύρίσκομεν μίαν πολύ Απλήν 
σχέσιν μεταξύ τών Αριθμών αύτών. 

Επειδή έκ τών Δμοίων τριγώνων 
Αμέσως 



ΑΒΜ, ΝΓΑ λαμβΑνομεν 


"Οθεν: 



χγ = βγ = στθ. 


Πρόβλημα 


326. Μέ κέντρον τό μέσον Ο τής βάσεως ΑΒ Ισοσκελούς τριγώνου 
ΑΒΓ γράφομεν περιφέρειαν έφαπτομέ· 
νην τών Ισων πλευρών αύτοΰ χαΐ φέρο- 
μεν μεταβλητήν έφαπτομένην ΜΗΝ. Νά 
εΰρεθ^ σχέσις μεταξύ τών μηκών ΑΜ 

Ή σόγκρισις τών τριγώνων ΑΟΜ 
καί ΒΟΝ ΑποδεικνΟει αϋτΑ Ισογώνια. 

ΠρΑγματι. 


καί 


Α /\ /\ 

1 = 1, 2 = 2, 3 = 3 

Α Α Α 

1 + 2-4- = όρθή γωνία. 



Α 

Άφ’ έτέρου, ή γωνία Ν είναι συμπληρωματική τής 1, ήτις πά- 

Α Α 

λιν είναι συμπληρωματική τοΟ Αθροίσματος 2 + 3. ΕΙνοη έπομέ- 

νως ΑΟΜ = Ν καί, έπειδή Α = Β, τΑ δύο τρίγωνα ΑΟΜ, ΒΟΝ 
είναι Ομοια. 

"Ωστε: 


ΑΜ ΟΒ 
ΑΟ ~ ΒΝ 


ή ΑΜ . ΒΝ = ΑΟ» = σταθ. ποσότης. 
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Πρόβλημα 


326. Έπί περιφέρειας δίδονται δύο σταθερά σημεία Α καί Β καί 
χορδή ΕΖ. Έκ τυχόντος σημείου Γ τής περιφέρειας φέρομεν τάς χορ- 
8ά; ΓΑ, ΓΒ τεμνούσας τήν σταθερόν χορδήν 
είς τά Μ καί Ν. Να εΰρεθή σχέσις συνδέουσα 
τά μήκη τών τμημάτων ΕΜ, ΜΝ καί ΝΖ. 

Διά τοΟ σημείου Α <5ς Φέρωμεν πα¬ 
ράλληλον ΑΔ πρός τήν Εζ, καθώς καί 
τήν ΔΒ, τέμνουσαν τήν χορδήν ΕΖ είς 
τό Ο. 

Τά τρίγωνα ΜΓΝ, ΝΒΟ είναι βμοια. 
Πράγματι, 



ΜΝΓ = ΒΝΟ 


καί 


α 1 α 1 Γ /—ν /“—Ο 

Γ = -γ (ΑΔΒ), Ο = -γ I ΕΑΔ — ΒΖ] = 

1 Γ -—ν ✓—\ 1 1 ν ά 

= — I ΕΑΔΒ - ΔΖ I = -γ ΑΔΒ — Γ. 

Επομένως, 

= ΚΜΝ.ΝΟ = ™.ΝΒ. 


Αλλά 

ΓΝ.ΝΒ = ΝΕ.ΝΖ, 
&ρα ΕΝ . ΝΖ = ΜΝ . ΝΟ, 

έκ τής όποιας σχέσεως δπεται 


δηλαδή 


ΕΝ ΝΟ Β ΕΝ-ΜΝ ΝΟ - ΝΖ 
ΜΝ — ΝΖ Ά ΜΝ ~ ΝΖ 


ΕΜ _ ΖΟ 
ΜΝ ~ ΝΖ 


καί 


ΕΜ . ΝΖ 
ΜΝ 


= ΖΟ. 


( 1 ) 


Καί έπειδή τό μήκος ΖΟ εΤναι προφανώς συνάρτησις μόνον 
τής θέσεως τών Α, Β καί τής χορδής ΕΖ καί κατά συνέπειαν στα¬ 
θερόν, ή σχέσις (1) είναι ή ζητουμένη. 


θεώρημα τον ΕυΙττ 

327. Μεταξύ τών ακτινών Κ καί ρ, τής περιγεγραμμένης καί τής 
έγγεγραμμενης είς τρίγωνον περιφερεία; καί τής άποστάσεως ά τών κέν¬ 
τρων τών περιφερειών αυτών, υπάρχει ή σχέσις 

(3 1 = Κ. (Κ — 2ρ). 

"Εστωσαν ΟΙ = ά, ΟΔ = Κ, !Κ = ρ. 


"Ενεκα τών διχοτόμων ΑΙΔ ΒΙΕ, ϊχομεν 
ΒΔ = ΓΔ, 
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καί 


άρα 


"Οθεν: 


ΔΓΈ = ΔΒ +α£· 

Α Α 

ΔΒΕ = ΔΙΒ. 
ΔΒ=ΔΙ. 


Ή διάμετρος, έξ άλλου, ΔΟΖ είναι κάθετος είς τό μέσον τής 

ΒΓ· άρα 


ΒΔ» = ΔΙ' = Δθ . ΔΖ 

ή 

ΔΙ’ = 2Κ.. Δθ. 

Έκ τοΟ σημείου 1 φέρομεν τήν κάθετον 
ΙΗ έπί τήν διάμετρον ΔΖ· θά ίχωμεν 

ΔΙ’ = ΙΟ’ + ΟΔ’ — 20Δ. ΟΗ 
ή, άφοϋ ΔΙ' = 2Κ. . Δθ, 

2Κ.. Δθ = ά’ + Κ’ - 2Κ (Οθ - ρ), 
ή καί 



ά· + Κ’ = 2Κ (Δθ + Οθ — ρ) = 2Κ (Κ. - ρ, = 2Κ» - 2Κρ. 
Δηλαδή : 

ό’= Κ. (Κ. - 2ρ). 

ΆΧΙη άπό&ειξις : 

ά’= Κ,’+ ΔΙ’- 2Κ ,ΔΗ 
= Κ’ + 2Κ.. Δθ — 2Κ. ΔΗ 
= Κ’- 2Κ(ΔΗ — Δθ) 

= Κ’ — 2Κρ 
= Κ (Κ - 2ρ). 

327 α. θεώρημα. "Αν παραστήοωμεν διά ρ α τήν αχτίνα τής παρεγ- 
γεγραμμένης είς τό τρίγωνον χαί εις τήν γωνίαν Α περιφερείας καί διά 
<3 α τήν άιτόστααιν τοϋ κέντρου αυτής από τού χέντρου τής περιγβγραμ- 
μένης, δά Ιχωμεν τήν άνάλογον σχέοιν 


ά’α = Κ (Κ + 2 Ρα )· (2) 

Σημείωνες. Τό θεώρημα τον ΕιιΙεε έδημοσιεύθη τό 1747. (Κατά 
τόν )αεο8ϊ, ΙοαεηαΙ άε Οβίίβ, 1628). Βλ. Ν. Α. άε ιηαΐΗ., 1845, 
σ. 377 καί (§§ 1183, Σημ., 1185, β, 1)). 


Έφαρμογα'ι τών άρι&μητιπών σχίσεεοψ 

328. ΕΙς τήν Αλγεβρικήν Μέθοδον, ό ρόλος τών άριθμητικΟν 
σχέσεων είναι άνάλογος πρός έκεϊνον τΟν γεωμετρικών τόπων 
κατά τήν γραφικήν έπίλυσιν τών προβλημάτων. 
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Ό Χαμβανόμενος τύπος Αποτελεί αίαν πρώτην έξίσωσιν μεταξύ 
τών Αγνώστων ποσοτήτων είς Εν πρόβλημα. Ιδού μερικά παρα- 
δείγματα. 

Πρόβλημα 

820. Δίδονται δύο ί (ραπτόμενοι περίφερείας καί ζητείται νά άχθδ 
τρίτη Εφαπτομένη είς τρόπον, ώστε το 
τμήμα αυτής, τό περιεχόιιενον μεταξύ των 
δύο πρώτων να ?χη δοθεν μήκος λ. 

“Ας φέρωμεν τήν διάμετρον τήν κά¬ 
θετον έπΐ τήν εύθείαν ΟΓ, τήν ένοΟ- 
σαν τύ κέντρον μετά τοΟ κοινού ση¬ 
μείου τών δοθεισών έφαπτομένων.Έστω 
δέ ΟΑ-δ, ΑΡ=ΒΠ = β, ΡΙΛ-χ'. 
ΝΠ = γ. 

ΓνωρΙζομεν δτι 

ΜΝ = ΜΡ + ΝΠ ήχ+7=λ (1) 
καί ΑΜ.ΒΝ = δ· (§ 325) 

ή <χ+:Ρ)(Υ + Ρ) = χγ + β(χ + γ) + β’ = &' 

ή καί. λόγφ τής (1). 

χγ = δ* — β' - βλ. (2) 

Επειδή έκ τών σχέσεων (1) καί (2) Αρίζονται τό Αθροισμα καί 
τδ γινόμενον τών άγνώστων μηκών χ, ν, τό πρόβλημα Ανάγεται 
είς τό γνωστόν ήδη τής παραγράφου 296. 


Γ 



Πρόβλημα 


330. Δίδονται περιφέρεια, χορδή ΕΖ καί δύο σημεία Α καί Β έχΐ 
τής περίφερείας. Ζητείται νά εΰρεθή τρίτον 
σημεΐον Γ τής περίφερείας τοιοΟτον, ώστε αΐ 
χορδαί ΓΑ, ΓΒ νά δρίζουν έπί τής σταθερός 
χορδής ΕΖ χαί άπό τοΟ μέσου Θ αύτής τμή¬ 
ματα ΘΜ, ΘΝ, τών όποίων τό γινόμενον νά 
είναι δοθέν κ’. 

"Ας Θέσωμεν ΘΕ = ΘΖ = α, ΖΟ = β, 
Μθ = χ καί ΘΝ = γ. 

Ή γνωστή σχέσις τής παραγράφου 326 

ΜΕΝΖ =ζο, 



γράφεται 


"ΚΪΓ 


(α —ζ) (α—γ) _ β 

—τψϊ - * 

α» — α(χ + 7) + *Ύ = β(* + 7)· 


( 1 ) 


Επειδή δέ, 


χγ = κ·, 


( 2 ) 


ή σχέσις (1) λαμβάνει καί τήν μορφήν 


*Κ 


α·-α(χ + Χ)4-κ* = β(χ + 7). 


* + Γ = 


«' + κ» 
α + β 


( 3 ) 


Άνήχθημεν δηλ. πάλιν είς τό πρόβλημα τής παραγράφου 296 . 


Καταβιανή. Λαμβάνομεν (Σχ. 230), ΗΙ = ΘΖ = α, Ιθ = ΖΟ _ β 
καί φέρομεν τήν κάθετον 
1Κ = κ. θά ίχωμεν 


ΗΚ* = α« + κ·. 

Μεταφέρομεν άκολούθως τό 
τμήμα ΗΚ έπΐ τοΟ ΗΛ, καθέ¬ 
του έπΐ τήν ΗΙ, καί γράφομεν 
περιφέρειαν διερχομένην διά 
τΩν Λ -καί θ καί ίχουσαν τό 
κέντρον της έπΐ τής ΗΙ. θά 
ίχωμεν 



ρη_ ηλ · _Ξΐ+ κ * 
ΡΗ — ΤΓΘΓ ~Τ+Τ 


ή 


ΡΗ=χ + γ. 


Έάν τμήσωιιεν τήν ήμιπεριφέρειαν ΡΗ διά τής παραλλήλου 
πρός τήν ΗΙ, ΚΤ, τά τμήματα ΡΣ καί ΣΗ είναι τά ζητούμενα 
χ και γ. Επειδή 

ΡΣ + ΣΗ = ΡΗ == καί ΡΣ . ΣΗ = ΣΤ» = 1Κ» = κ*. 

α + Ρ 


331. Παρατήρηαις. Έπελύσαμεν ήδη κατά 
τό πρόβλημα είς τό όποιον έζητεΐτο δπως 
ΜΝ = λ ή ΜΘ = ΘΝ (§§ 101, 102. 275 καί 
276, Παραχήρησίς). Παρουσιάζει ούχ' ήττον 
ένδιαφέρον καί ή λόσις τήν όποιαν θά 
λάβωμεν διά τής χρησιμοποιήσεως τής 
σχέσεως τής παραγράφου 326: 


ΜΕ.ΝΖ 

ΜΝ 


= ΖΟ = β. 


( 1 ) 


1) Έατω ίχι ζηηΤται : ΜΝ = λ. 
Έκ τοΟ σχ. 231 λαμβάνομεν 


πολύ άπλοΟν τρόπον 



καί έκ τής (1) 


ΜΕ 4- ΝΖ = 2α — ΜΝ = 2α - λ 


ΜΕ. ΝΖ = (ΜΝ). β = λβ. 


( 2 ) 

( 3 ) 


Έκ τΩν (2) καί (3) Βρίζονται τό άθροισμα καί γινόμενον τΩν 
άγνώστων ποσοτήτων κλπ. 
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2) Έά* Μθ = ΘΝ ή ΕΜ = ΝΖ, 

ή σχέσις (1) γίνεται 

ΜΕ* _ Β 
2α - 2ΜΕ Ρ · 

βηλ. δευτέρου βαθμοΟ έξίσωσις πρός τώ άγνωστον μήκος ΜΕ. 

3) 'Εα* Μθ - ΘΝ = Β 

Ι| ΝΖ — ΕΜ = 8, ΝΖ = ΕΜ + 6, 

θά «(ναι ΜΝ = 2α-ΕΜ-(ΕΜ+δ)=2α- Μ-δ 
καί ή σχέσις (1) γίνεται 

(ΜΕ) (ΜΕ+ 6) 

2α - 2ΜΕ - 5 ~ ρ ' 

ήτις είναι πάλιν έξίσωσις δευτέρου βαθμοΟ πρός τό μήκος ΜΕ. 

4) "Αν ή Μθ = ΘΝ . λαμβάνομεν διαδοχικώς: 

ΜΝ = Μθ 4- ΘΝ = ΘΝ . + ΘΝ = ΘΝ (ϋ±-ϋ.) · 

ΕΜ = α — Μθ = α — ΘΝ.-ί= - ?— ■■ £ - · . ΘΝ ·, 

ν ν 

καί ή αχέσις (1) δίδει τήν, δευτέρου βαθμοΟ πάντοτε, έξίσωσιν 
πρός τό άγνωστον μήκος ΘΝ: 

(να - μθΝ) (α - ΘΝ) ... 

3ν (μ + ν) ρ · 

Προβλήματα τον ΆποΙΙωνίον 

332, ΈπΙ δύο τεμνομένων ευθειών ΟΧ, ΟΥ δίδονται δύο σημεία 

σταθερά Δ καί Ζ. Νά άχθή διά 
σημείου δοθέντος Α τέμνουσα τάς 
ευθείας ΜΑΝ είς τρόπον, ώστε 
νά πληροΰται μία των έπομένων 
συνθηκών. 

α'. Πρόβλημα, Πιρ'ι λίγου 
άχοτομήί. 

Τά τμήματα ΔΜ, ΖΝ όψεί- 
λουν νά εύρίσκωνται είς 6ο- 

Θέντα λόγον πρός άλληλα. 

"Ας θέσωμεν 
ΜΒ = χ, ΝΓ = γ· 
θά Κχωμεν τήν γενικήν πρώτον σχέσιν (§ 324), 

*Υ — Ρυ Ο) 

καί τήν έκ τΟν δεδομένων 

ΔΜ δ + χ μ 
ΖΝ ~ ζ + γ “ ν 
ή νδ + νχ — μζ + μγ. 



( 2 ) 



1Θ5 


Τό πρόβλημα δύναται νά θεωρηθή λελυμένον άφοΟ αΐ Εξισώ¬ 
σεις (2) καί (1) είναι πρώτου καί δευτέρου βαθμοΟ άντιστοίχως. 
β'. Πρόβλημα, Περί χωρίου άποτομής. 

Τό γινόμενον τών μηκών ΔΜ, ΖΝ πρέπει νά (σοΟται πρός δο- 
θέν τετράγωνον κ’, 
θά εχωμεν 

(8+Χ)(ζ + ^) = Βζ + δγ + ζχ + χ =κ» 

ή έκ της (1) 

ζχ + δγ = κ*-βγ-δζ. (3) 

Λ( Εξισώσεις (3) καί ( ) είναι πάλιν πρώτου καί δευτέρου βαθ¬ 
μοΟ άντιστοίχως πρός τά μήκη π, γ. 

333. "Αλλα προβλήματα. Δυνάμεθα έπίσης νά ζητήσωμεν θέσείς 
τής τεμνούσης τοιαότας, ώστε νά Βχωμεν: 

(γ) ΔΜ + ΖΝ = λ 

ή δ-Ι-χ-ρ+Χ^λ. χ + γ = λ—δ —ζ. (4) 

ΑΙ (1) καί (4) όρίζουν τό άθροισμα καί γινόμενον τών μηκών χ, γ. 
(δ) ΔΜ - ΖΝ = λ, 

ή 6 + χ-(ζ + γ) = λ, χ — γ = λ — δ + ζ· (5) 

, χ ΟΔ .ΟΜ μ 

ΟΖ . ΟΝ — V ’ 


ή 


«(» + β) μ 

β θ' + Υ) ν’ 


( 6 ) 


ήτις εΤναι πρώτου βαθμοΟ πρός τά μήκη χ, γ. 

334. ΣημτΙτοαες. θεωροΟμεν χρήσιμον νά παραθέσωμεν κατω¬ 
τέρω (§ 334 α) Εν τρίτον περίφημου πρόβλημα του Άπολλωνίου, &ν 
καί δέν σχετίζεται άμέσως πρός τά δόο πρώτα. 

ΔιατηροΟμεν τάς ύπό τοΟ Άπολλωνίου δοθείσας όνομασίας.— 
Τό πρόβλημα (α) ώνομάσθη περί λόγου άποτομής, έπειδή ό λόγος τών 
τμημάτων πρέπει νά εΐναι ώρισμένος. Τό (β) είναι τό περί χωρίου 
άποτομής, έπειδή τό γινόμενον τών τμημάτω είναι τετράγωνον ή 
μία Επιφάνεια. Τό τρίτον πρόβλημα (§ 334. α) έκλήθη πρόβλημα τής 
ίιωριομίτης άποτομής, έκ τοΟ δτι ό λόγος τών γινομένων είναι ώρι¬ 
σμένος άριθμός. 


Πρόβλημα τής βιωρισμίνης άποτομής 

334 α. Δοθέντων τεσσάρων σημείων έπ’ ευθείας γραμμής (β), ζητεί¬ 
ται νά προσδιορισθη πέμπτον, τοιοϋτον, ώστε τό γινόμενον τών άποστά- 
σεών του άπό δύο έκ τών δοθέντων σημείων νά Ιχη λόγον πρός τό γι¬ 
νόμενον τών αποστάσεων άπό τών δύο άλλων Ισον πρός τόν λόγον δύο 
δσθέντων μηκών μ καί ν. 

Έστωσαν Α, Β. Γ, Δ τά δοθέντα σημεία καί X τό ζητοόμενον. 
θεωρήσωμεν τήν εύθεΐαν (ε) ώς άξονα καί καλέσωμεν α, β ... χ 
τάς άποστάσεις τών σημείων αύτής Α, Β ... X άπό τίνος άρχής Ο. 
Ή σχέσις τής έκφωνήσεως 

ΑΧ.ΒΧ μ 
ΓΧ.ΔΧ — ν ’ 
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γράφεται, δι' άντικαταστάσεως τών ΑΧ διά ζ — α,.., ΔΧ διά 
ζ — δ, ύπό τήν μορφήν τής έξισώσεως 

(ζ — «) (ζ — β) . μ 
(ζ — γ) (ζ — δ) ν’ 

ήτις είναι δευτέρου βαθμοΟ καί τήν όποιαν δυνάμεθα νά λύσωμεν 
καί νά διερευνήσωμεν. 


0 ▲ Β Γ Λ X 

Σχ. η 


Υπάρχουν δύο Χύσεις, μία ή καμμία λύσις, άναλόγως τής 
σχετικής θέσεως τών Α, Β, Γ, Δ. 

Δυνάμεθα έπίσης νά έξετάσωμεν τό πρόβλημα τών μεταβολών 

τοΟ λόγου —. Έάν λόγου χάριν τά τμήματα ΑΒ καί ΓΔ Εχουν 
κοινόν μέρος, ώς δταν τό σημεΐον Β εύρίσκεται μεταξύ Δ καί Γ, ό 
λόγος — δέν Εχει ούτε μέγιστον, ούτε έλάχιστον. 

334β. Σημιίωαις. Ό Απολλώνιος συνέγραψε τρία Εργα: Περί 
λόγον απονομής (Όε 8εεΙίοηε ναΐίοηί}, Περί χωρίον απονομής (ί)ε 8εεΗοηε 
εραΐϋ ) καί Περί διωριομένης απονομής (Βε ίεείίοηε άεΐεηηιηαία). 

Τό τελευταίον τοϋτο περιείχε 81 προτάσεις. 

Ό Ηεΐΐβγ μετέφρασε τό πρώτον τών τριών τούτων Εργων καί 
άπεκατέστησε τό κείμενον τοΟ δευτέρου κατά τάς ύποδείξεις τοΟ 
Πάππου. (Βλ. Οδαβίεε, Λρετςιι ΗίβΙονίηιιε, σ. 24. 41 154 καί Οέο- 
τηέΐτίε 8\ιρέηεανε, η°* 281, 296 καί 298). 

Τά τρία προβλήματα τον Απολλώνιου περίελάμβανον μέγα άριθ- 
μόν προτάσεων, έπειδή οι άρχαϊοι "Ελληνες άπεδείκνυον άπ’ εύ- 
θείας έκάστην περίπτωσιν, έκάστην ποικιλίαν. Εκαστον διάφορον 
σχήμα ένός καί τοΟ αΰτοΟ ζητήματος. Αί άλγεβρικαί καί άναλυ- 
τικαί γενικεύσεις ήσαν άγνωστοι καί άπητεΐτο Ιδιαιτέρα έπίπονος 
σπουδή έκάστης Ιδιομορφίας ένός ώρισμένου προβλήματος ή θεω¬ 
ρήματος. 

Τό πρόβλημα τής διωρισμένης άποτομής άνάγεται είς τό Επόμενον: 
Νά εύρεθή έπί τής διακέντρου δύο περιφερειών σημεΐον διά τό 
όποιον ό λόγος τών δυνάμεων αύτοΰ πρός τάς περίφερείας νά 

είναι δοθείς —· 
ν 

Επειδή (ζ — α) (ζ — β) είναι ή δύναμις τοΟ ζητουμένου ση¬ 
μείου X πρός τήν περιφέρειαν μέ διάμετρον ΑΒ. 




VII 


ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 


338. Όνομάζεται μηαβίητή μία ποσότης έάν δύναται νά βιέλθη 
διαδοχικές διά διαφόρων καταστάσεων μεγέθους. 

Δύο μεταβλητοί λέγονται ανναρτήοεις άλλήλων έάν α! μεταβο- 
λαΐ τής μιάς συνεπάγωνται μεταβολάς τής άλλης. 

Ανεξάρτητος μπαβΧητη είναι έκείνη ε(ς τήν όποιαν προσδίδομεν 
αύθαιρέτους τιμάς· ή άλλη καλείται τότε ή έξηρτημένη μηαβίητή ή 
καί συνάρτηοκς τής πρώτης. 

"Οταν μία μεταβλητή, μεταβαλλομένη κατά συνεχή τρόπον καί 
κατ* άρχάς αυξανομένη, άρχεται έλαττουμένη,· διέρχεται διά τί¬ 
νος τιμής, μεγαλυτέρας άπό τάς άμέσως προηγουμένας καί άμέ- 
σως έπομένας αύτής. *Η τιμή αΰτη καλείται μέγιστο* τής συναρτή- 
σεως. Τούναντίον, έάν μετά προηγουμένην συνεχή έλάττωσιν, άρ- 
χεται αύξανομένη, ή συνάρτησις διέρχεται διά τιμής μικροτέρας 
πασών τών άμέσως γειτονικών αύτής· ή τιμή αΰτη καλείται έλάχι- 
οιον τής συναρτήσεως. 

33Θ. ΆΙγτβρικη μέ&οδος. Ή γενικωτέρα καί μάλλον γόνιμος μέ¬ 
θοδος πρός προσδιορισμόν τών μβγίατων καί έίαχίοτων μιάς συναρ¬ 
τήσεως, συνίσταται είς τόν χειρισμόν τοΟ ζητήματος διά τής Άλ- 
γέβρας καί είς τήν διερεύνησιν τών άποτελεσμάτων κατά τούς 
γνωστούς κανόνας. Είναι δμως προτιμώτερον νά έπιφυλάξωμεν 
τήν μέθοδον αύτήν διά τάς άσκήσεις τής Άλγέβρας. 

Χωρίς νά άνατρέξωμεν είς έξισώοεις, δυνάμεθα νά εύρωμεν κατά 

πολύ άπλοΟν τρόπον τά μέγιστα καί έλάχιστα, τά άναφερόμενα 
είς μέγαν άριθμόν γεωμετρικών ζητημάτων. 


$ I. "Οριακή Ιύσις 

337. Πρός προσδιορισμόν τής όριακής λύσεως τήν όποίαν είναι 
δυνατόν νά έπιδέχεται Εν πρόβλημα, έπιλύομεν τούτο διά μίαν 
Ιδιαιτέραν τιμήν (τής μεταβλητής τής καθοριζούσης τήν λύσιν αύτού) 
καί έξετάζομεν άκολούθως διά ποίαν είδικήν τιμήν (τής έν λόγφ 
μεταβλητής) ή θέσιν παύει τό πρόβλημα νά είναι δυνατόν ή έπι- 
λύσιμον. 

Πρόβλημα 

338. Νά έγγραφή είς δοθέντα κύκλον Ισοσκελές τρίγωνον μέ τό μέ- 
γιστον άθροισμα βάσεως καί ύφους. 
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"Ας έξετάσωμεν κατά πρώτον έάν τό πρόβλημα έπιδέχεται 
μέγιστον. 

Διά τό τρίγωνον μέ βάσιν άπείρως έγνύς τής κορυφής Β, τό 
άθροισμα βασεως καί ϋψους είναι μηδέν. Τό άθροισμα τοΟτο γί¬ 
νεται 3κ όταν ή βάσις διέρχεται διά τοΟ 
κέντρου* πέραν όμως τούτου έλαττοΟται, 
άφοΟ ή τιμή του γίνεται 2Κ. διά βάσιν πε- 
ριοριζομένην είς τό άλλο άκρον τής διά 
τοΟ Β διαμέτρου. Επομένως (*»), μεταξύ 
τών δύο τούτων θέσεων τό άθροισμα λαμ¬ 
βάνει μίαν μεγίοτην τιμήν. 

Κατασκευή. Διά μίαν ώρισμένην τιμήν λ 
τοΟ άθροίσματος, έκτελοΟμεν τήν γνω¬ 
στήν ήδη κατασκευήν (§ 211). Λαμβάνομεν 

ΒΛ = λ, ΒΕ = -^- καί όρίζομεν τά κοινά 

σημεία, Α καί Α', τής περιφερείας καί τής 
εύθείας ΕΛ. ΤαΟτα καθορίζουν Βϋο τρί¬ 
γωνα άντίστοιχα τοΟ μήκους λ. 

Το μέγιστο* Ιπομίκος μήκος λ δίδεται νπο τής εύύείας ΖΜΘ, παραλλή¬ 
λου προς τήν ΛΕ. 

Τό άθροισμα είναι ΒΗ-)-ΜΝ = ΒΘ. 

Τιμή τοΰ μεγίστου. Έκ τών όμοιων τριγώνων ΟΝΘ, ΒΖΘ, λαμ¬ 
βάνομεν : 

ΝΘ = 2.ΝΟ = 2Κ. έπειδή ΒΘ=2.ΒΖ, 
καί ΟΘ = Κ^ Βθ = *(1 15). 



\Ε 


Πρόβλημα 

339. Είς κύκλον νά έγγραφή τό μεγίστης περιμέτρου ορθογώνιον ή 
καί: Δοθείσης έλλείψεως, νά άχθοϋν δύο παράλληλοι πρός δοϋεϊσαν 

διάμετρον, Ισον άπέχουσαι αυτής 
καί τοιαϋται, ώστε τό είς αϋτάς 
άντιστοιχοϋν έγγεγραμμένον πα¬ 
ραλληλόγραμμον νά Ιχη τήν με- 
γίστην περίμετρον. 

Γνωρίζομεν δτι αί πλευραί 
παραλληλογράμμου έγγεγραμ- 
μένου είς Ελλειψιν είναι πα¬ 
ράλληλοι πρός δύο συζυγείς 
διαμέτρους αύτής. Φέρομεν 
έπομένως τήν διάμετρον ΔΓ, 
συζυγή τής δοθείσης ΑΒ, καί 
έφαπτομένην ΕΜΖ τοιαύτην, 
ώστε ΟΕ = ΟΖ. Τό σημεϊον Μ 
είναι ή ζητουμένη κορυφή. 

Πράγματι, κατά γνωστήν Ιδιότητα τοΟ Ισοσκελούς τριγώνου 
(§ 19). ϊχομεν ΜΠ + ΜΡ = ΘΗ -(- ΘΚ· 
άρα ΜΡ + ΜΠ > ΙΙ'+ΙΗ κλπ. 



29. 2 η μ. μετ. Είς πολλά προβλήματα τοΰ κεφαλαίου τούτου, ώρι- 
σμίνα συμπεράσματα θά πρέπει νά θεωρΟντσι Βάνεια έχ τής σπουΒής Βιά 
τής ΆναΧύαεως τδ>ν προβλημάτων αΰτδν. 
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Παραχήρηοιι. Τό προηγούμενου ζήτημα δύναται νά θεωρηθή ώς 
ειδική περίπτωσις τοΟ έπομένου. 


Πρόβλημα 

840. Δίδονται δύο εύθεϊαι καί μία καμπύλη. Δι’ έκαστου σημείου 
τής καμπύλης άγονται παράλληλοι πρός τάς ευθείας καί τερματιζόμενοι 
είς αυτός. Νά σπουβασθοΟν αΐ μεταβολαί τοΰ αθροίσματος τών ευ¬ 
θειών τούτων. 

"Ας λάβωμεν δύο Τσα μήκη ΟΑ, ΟΒ έπί τών δοθειοών εύθειών- 
έκ τοΰ (σοσκελοΟς τρι¬ 
γώνου ΑΟΒ καί διά τό 
κοινόν οημείον Δ τής 
βάσεώς του καί τής 
καμπύλης, εύρίσκομεν 

ΔΕ + ΔΖ = ΟΑ = ΟΒ. 

Διά τό μέγιστον ή 
έλάχιστον τοΰ άθροίσμα- 
τος αύτοΰ θά πρέπει νά 
φέρωμεν τάς, παραλλή¬ 
λους πρός τήν ΑΒ, έφα- 
πτομένας τής καμπύλης. 

Τό σημεϊον Μ άντι- 
στοιχεΐ ε(ς τό μέγιστον 

ΜΡ + ΜΠ = ΟΣ. 

καί τό Ν είς τό έλά- 
χιστον. 

Διά τό σημεϊον Γ 
ίχομεν 

ΙΓ — ΓΛ = ΟΚ. 



Διά τά κοινά σημεία τής καμπύλης καί τών άξόνων, ώς τό Η, 
τό Εν τών μηκών είναι μηδέν. 

Παρατήρηαις. Κατ’ άνάλογον τρόπον έργαζόμεθα διά τά άκρό- 
τατα τοΰ άθροΐσματος τών έκ τών σημείων τής καμπύλης άγομέ- 
νων καθέτων έπί τάς εύθείας ΟΧ, ΟΥ. 


Πρόβλημα 

341. Δίδονται περιφέρεια καί εύθύγραμμον τμήμα ΓΔ. Διά ποιον 
σημεϊον Α τής περιφερείας ή γωνία ΓΑΔ γίνεται μεγίστη ή έλαχίσιη ; 

Διά νά σχηματίσωμεν γωνίαν ΓΑΔ δοθέντος μεγέθους φ, θά 
πρέπει νά γράψωμεν έπί τής ΓΔ κ. τόξον δεχόμενον γωνίαν ΐσην 
πρός φ. Είναι δέ φανερόν δει έκ τών τόξων τών διερχομένων διά 
τών Γ καί Δ, τό έφαπτόμενον τής δοθείσης περιφερείας καί ίχον 
τήν μεγαλυτέραν άκτΐνα, άντιστοιχεϊ είς τήν μικροτέραν έγγε- 
γραμμένην γωνίαν, είς τήν μεγαλυτέραν δέ, τό έφαπτόμενον τής 
δοθείσης καί Βχον τήν μικροτέραν άκτΐνα. 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει ή έζέτασις τών διαφόρων περιπτώ¬ 
σεων τοΟ γενικού ζητήματος. 

1) Τό τμήμα ΓΔ εϊναι έξωτερικόν καί ή προέκτασίς του τέμνει 
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Σχ. 23Π. 


τήν περιφέρειαν έπί τής όποίας θά πρέπει νά εύρίσκεται ή κορυφή 
του (Σχ. 237). 

Διά τΩν Γ και Δ γράφομεν περιφέρειας ΓΔΟ, ΓΔΟ', έφαπτο- 
μένας τής βοθείσης. 

Είς τό σημεϊον Α, ή γωνία είναι μηδέν* άπό τοΟ Α μέχρι τοΟ 

Ο ή γωνία αύξάνει καί γίνεται με- 
γίστη είς τό Ο, άπό τοΟ σημείου Βέ 
τούτου μέχρι τοΟ Β ή γωνία έλατ- 
τοΟται μέχρι νέου μηδενισμοΟ της 
είς τό Β. Άπό τοΟ σημείου Β πάλιν 
μέχρι τοΟ Ο’, ή γωνία αύξάνει, λαμ¬ 
βάνει μίαν Βευτέραν μεγίστην τιμήν 
είς τό Ο’ καί κατόπιν άρχεται έλατ- 
τουμένη μέχρι μηδενισμού είς τό Α. 

2) Έάν η προέκταοις τοΟΓΔ Βέν 
τέμνη τήν περιφέρειαν (Σχ. 238), τό 
μέγιστον άντιστοιχεϊ είς τό Ο* άπό 
τοΟ Ο μέχρι τοΟ Ο', ή γωνία έλατ- 
τοΟται, γίνεται έλαχίστη είς τό Ο' 
καί κατόπιν αύξάνει πάλιν μέχρι τοΟ Ο. 

3) Έάν ή προέκταοις τής εύθείας ΓΔ έφάπτεται τής περιφε- 
ρείας, τό σημεϊον έπαφής Ο' άντιστοιχεϊ είς τό έλάχιστον άπό 
τοΟ σημείου αύτοΟ μέχρι ταΟ σημείου Ο τής Βιά τΩν Γ, Δ περι- 
φερείας, τής έφαπτομένης τής Βοθείσης. ή γωνία αύξάνει, γίνεται 

μεγίστη είς Ο καί κατόπιν έλαττοΟ- 
ται πάλιν μέχρι τοΟ Ο'. 

4) Είς τήν (Βίαν περίπτωσιν, έάν τό 
σημεϊον έπαφής Ο τής ΓΔ καί τής 
περιφερείας εύρίσκεται μεταξύ τΩν 
Γ καί Δ, τό μέγιστον τής γωνίας 
συμβαίνει είς τό Ο καί ή τιμή του 
είναι δύο όρθαί γωνίαι. ΈλαττοΟ- 
ται κατόπιν καί γίνεται έλαχίστη είς 
τό Ο', σημεϊον έσωτερικής έπαφής 
τής βοθείσης περιφερείας καί τής Βιά 
τΩν Γ καί Δ γραφομένης. 

5) Έάν τά σημεία τομής τής Γ Δ καί τής περιφερείας εύρίσκων- 
ται τό 6ν, Α, μεταξύ τΩν Γ καί Δ καί τό άλλο, Β, έκτός τοΟ τμή¬ 
ματος ΓΔ, ή γωνία είναι μηδέν είς τό Β καί αύξάνει άπό τοΟ 
σημείου αύτοΟ μέχρι τοΟ Α,,δπου λαμβάνει τήν μεγίστην τιμήν 
της. 6ύο όρθαί γωνίαι. ΈλαττοΟται κατόπιν καί μηδενίζεται πά¬ 
λιν είς τό Β. 

6) Έάν, τέλος, τά σημεϊα Α καί Β είναι έσωτερικά τοΟ τμή¬ 
ματος ΓΔ, ύπάρχουν δύο έλάχιστα καί, είς τά Α καί Β, Βύο μέ¬ 
γιστα, ίσα πρός Βύο όρθάς γωνίας. 



§ II. Χφήαις τό&ν άοχών 

348. "Οπως είς τήν Άλγεβραν, ούτω καί είς τήν Γεωμετρίαν 
Βυνάμεθα νά βασιζώμεθα, κατά τήν άναζήτησιν τΩν μεγίστων καί 
έλαχίστων τΩν γεωμετρικΩν συναρτήσεων, έπί μερικΩν αρχών. 

Ή άπόδειξις ή τουλάχιστον ή Βικαίωσις τΩν άρχΩν αύτΩν Βι’ 
όδΩν καθαρΩν γεωμετρικΩν είναι εύκολος* έπειΒή άρκεΐ νά σπου· 
ΒασθοΟν α( μεταβολαί μερικών άπλΩν καί γνωστΩν σχημάτων. 
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Πρώτη &ρχί) 


343. Τό γινόμενον δύο παραγόντων ( ,0 ) τών οποίων τό άθροισμα 
είναι σταθερόν, γίνεται μέγιστον όταν οΐ παράγοντες αυτοί καταστούν 
Ισοι μεταξύ των. 


Αρκεί πράγματι έπΐ τοΟ άθροίοματος ΒΓ τών δύο γραμμικών 
παραγόντων μ, ν νά γράψωμεν ήμιπερι- 
φέρειαν. Γνωρίζομε ν βτι 

μν = υ* 

καί τό μέγιστον τοΟ γινομένου αύτοΟ λαμ- 
βάνεται διά παράγοντας μ = ΒΟ, ν —ΟΓ 
ίσους. Επειδή τότε 

ΒΟ .ΟΓ =Μ0' 
καί ΜΟ > ΑΔ. 



343 α. Σημτίΰοαιτ. θά πρέπει ΰπως ο( δύο παράγοντες νά δν- 
ναχτα» νά καταστώσιν Τσοι, ώς ύπέδειξεν καί Εδωσε καί παράδειγμα 
ό ΒυτβΙί - ΚοΓίί είς τό ΕηιβίςηετηεηΙ ΜαΙΗέ>ηα(ί>/αβ (1910, σ. 512). 

Ή αύτή παρατήρησις Ισχύει καί δΓ δλας τάς άναλόγους περι¬ 
πτώσεις. 

Αηιτίρα άρχτ) 


344. Τό άθροισμα βύο παραγόντων, τών όποιων τό γινόμενον είναι 
σταθερόν, γίνεται έλάχιστσν όταν οΐ παράγοντες οδτοι καταστούν Ισοι 
μεταξύ των. 

"Η άρχή αΟτη είναι συνέπεια τής προηγουμένης. Έστω πράγ¬ 
ματι ΜΟ* τό σταθερόν γινόμενον καί ΒΓ ή 2ΜΟ χό άθροισμα τών 
παραγόντων, δταν είναι ίσοι. Έάν είναι άνισοι, δυνάμεθα νά 
τούς θεωρήσωμεν ώς τά μήκη τών δύο τρημάτων ΕΟ, ΟΖ τής δια¬ 
μέτρου ήμιπεριφερείας ΕΜΝΖ, διερχομένης διά τοΟ Μ· έΐτειδή 
θά είναι 

Εθ.ΟΖ = ΟΜ». 

Άλλ’ έκ τοΟ σχήματος Εχομεν : 

ΕΖ — 2ΡΝ, ΡΝ 6έ > ΟΜ· 

Δρα ΒΓ < ΕΖ. 

Τρίτη άρχή 


345. Τό γινόμενον βύο παραγόντων, τών όποιων τό άθροισμα τών 
τετραγώνων είναι σταθερόν, γίνεται μέγιστον 
όταν οΐ παράγοντες οδτοι καταστούν ίσοι με¬ 
ταξύ των. 

Δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν τούς δύο πα¬ 
ράγοντας ΑΒ, ΑΓ ώς τάς καθέτους πλευράς 
ένός όρθογωνίου τριγώνου μέ ύποτείνουσαν 
ΒΓ Ισην πρός τήν τετραγωνικήν ρίζαν τής 
σταθεράς ποσότητος κ*. θά Εχωμεν 

ΑΒ* + ΑΓ* = ΒΓ* = ΜΒ* + ΜΓ* 



Γ*. 240- 


80. 2 η μ. μετ. ΘΑ ήτο προτιμώτερον : Τό όρθογώνιον δύο (ιόθυ- 
γρΑμμων) τμημάτων. 
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καί ΑΒ.ΑΓ = ΒΓ.ΑΔ. 

Άλλ’ είναι ΜΒ . ΜΓ = ΒΓ . ΜΟ 

καί ΜΟ > ΑΔ, 

έάν ώς Μ ληψθή τό μέσον τοΟ τόξου ΒΑΓ καί ΜΒ = ΜΓ. Είναι, 
κατά συνέπειαν, τό γινόμενον ΜΒ . ΜΓ μεγαλύτερον του ΑΒ.ΑΓ. 

Έκ τής άνωτέρω άρχής ϊπεται ή έπομένη άντίστροφος αύτής. 

Τηάρτη αρχή 

346. Τό άθροισμα τών τετραγώνων δύο παραγόντων, ιών όποιων 
τό γινόμενον είναι σταθερόν, γίνεται έλάχιστον, όταν οι παράγοντες 
χαταστοΟν Ισοι. 

Ή άπ' εύθείας άπόδειξις τής άρχής ταύτης είναι πολύ άπλή: 
Διά τοΟ σημείου Μ (Σχ. 240) φέρομεν παράλληλον πρός τήν βά- 
σιν ΒΓ, προεκτείνομεν τήν ΓΑ μέχρι τοΟ Ν καί φέρομεν τήν ΒΝ. 

Τά τρίγωνα ΒΜΓ, ΒΝΓ 
είναι Ισοδύναμα, ώς έχοντα 
τήν αύτήν βάσιν καί τό αύτό 
ύψος, δρα 

ΒΜ . ΜΓ = ΒΑ . ΝΓ. 
Αλλά 

ΒΜ» + ΜΓ» = ΒΑ» + ΑΓ»· 
δθεν 

ΒΜ» 4-ΜΓ» < ΒΑ» 4-ΝΓ». 
άφοΟ ΝΓ > ΑΓ. 

Παραχήρηοκ. Ή ύποτείνουσα όρθογωνίου τριγώνου, του όποιου 
τό Αθροισμα τών καθέτων πλευρών είναι σταθερόν λ, γίνεται έλα- 
χίστη, 8ταν αί κάθετοι πλευραί καταστοΟν Τσάι. 

“Έστω ΒΓΑ Εν έκ τών τριγώνων τούτων (Σχ. 241)· δν λάβω- 
μεν ΑΔ = ΑΓ, ή γωνία ΒΔΓ θά είναι 45» καί ό τόπος τοΟ σημείου 
Γ είναι ή εύθεϊα ΔΜ, σχηματίζουσα τήν γωνίαν αύτήν μετά τοΟ 
τμήματος ΒΔ = λ. Ή δέ έλαχίστη ύποτείνουσα ΒΓ θά είναι προ¬ 
φανώς ή έκ τοΟ σημείου Β κάθετος ΒΜ έπί τήν εύθεΐαν ΔΜ. 

θά Εχωμεν τότε 

ΝΜ=ΝΒ, 

έκ τοΟ ΙοοσκελοΟς όρθογωνίου τριγώνου ΒΝΜ. 

Πέμπτη αρχή 

346 α. Τό άθροισμα δύο εύθυγράμμων 
τμημάτων, τών οποίων τό άθροισμα τών τε¬ 
τραγώνων είναι σταθερόν, γίνεται μέγιστον, 
όταν τά τμήματα καταστούν ίσα. 

“Εστω ΑΒ»4-ΑΓ» = α». 

Έάν λάβωμεν ΑΔ = ΑΒ, τό άθροισμα 
Γ Δ τών τμημάτων είναι χορδή κ, τό¬ 
ξου διερχομένου διά τών Β καί Γ καί δε- 
χομένου γωνίαν 45». “Επειδή τό κέντρον του τόξου τούτου είναι 
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τό μέσον Μ τής ήμιπεριφερείας ΒΑΓ, τό μέγιστον άθροισμα Αντι¬ 
στοιχεί είς τήν διάμετρον ΓΜΝ, δηλ. δτσν τά τμήματα ΜΒ καί 
ΜΓ είναι Τσα. 


Εκτη αρχή 


346 β. Τό άθροισμα των τετραγώνων δύο εύϋ «γραμμών τμημάτων, 
τών όποιων τό άθροισμα τών μηκών είναι σταθερόν, γίνεται έλάχιστον 
όταν τά τμήματα καταστούν (σα. 

Έστω 2λ τό σταθερόν μήκος τοΟ Αθροίσματος τών τμημάτων* 
Αν τά μήκη αυτών παρασταθοόν διά λ-(-κ καί λ — χ, τό Αθροι¬ 
σμα τών τετραγώνων των είναι 2(λ.’4-κ 4 ). Τό έλΑχιστον δέ τής 
ποσότητος αύτής λαμβάνεται διά χ =. 0, δηλ. δταν τά μήκη τών 
τμημάτων εΓναι Τσα. 

Έβόόμη άρχή 


347. “Εάν δύο μεταβλητοί ποσότητες, πολλαπλασιασμέναι έπΐ στα¬ 
θερούς συντελεστάς, έχουν άθροισμα σταθερόν, τό μέγιστον τού γινο¬ 
μένου αυτών λαμβάνεται, όταν αΐ ποσότητες καταστούν άντιοτρόφως ανά¬ 
λογοι τών οΐχείων συντελεστών αϋιών. 


Έστω 


αχ + βγ =λ. 


( 1 ) 


X Υ 

Τό μέγιστον τοΟ γινομένου χγ συμβαίνει δταν — = -ώ-. 


"Ας Θέσωμεν πράγματι χγ = κ’ καί Ας ΑπαλεΙψωμεν ^ιίαν τών 
Αγνώστων ποσοτήτων, τήν γ χ.χ.. μεταξύ τής σχέσεως αυτής καί 
τής (1). Εύρίσκομεν 

λ ± Ι^λΤ-^~4αβκ> 

2α 


X = 


όπότε 


καί 


Ή ύπόρριζος ποσότης μηδενίζεται διά 

λ» 

4αβ ’ 


κ' = 


λ 

2α 


λ 

ΙΓ’ 


χγ: 


λ* 


^ = Ι_ ή = 

γ α Π β α 
'ΕπαΧή&ενοις. Έάν θέσωμεν 

λ +Υ λ —γ 

ν = -ζΓ 

ή σχέσις (1) πληροϋται, τό δέ γινόμενον 

λ’ — γ» 


4αβ 

(*>) 


( 2 ) 


(γ παράμετρος) 


χγ 


4αβ 


91. Σημ. μ«τ. Ή άπόίειξις είναι συνέπεια έκ τής σπουδής ένός 
τριωνύμου 6’ βαθμού. 

Γ ιωμττρία 


13 
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γίνεται προφανώς μέγιστον διά γ — 0. " Ωστε : 

χ» 

Μεγ· χοΟ χγ «= " 4 ^· 
κατά τά εύρεθέντα (2). 

Παραιήρησις. Διά τάς έφαφμογάς τάς όποΐας θά συναντήσωμεν 
άργότερον, θέτομεν X = 25 καί 


8 

Χ = Τ· 




’Ογϋη Αρχή 

348. “Εάν δύο μεταβλητοί ποσότητες, πολλαπλασιασμό ναι έπΐ στα· 
θέρους συντελεστάς, Ιχουν σταθερόν Αθροισμα, τό Αθροισμα των τετρα¬ 
γώνων αύτών γίνεται έλάχιστον, όταν α( ποσότητες καταστούν Ανάλογοι 
τών οΐχείων συντελεστών αύτών. 

Έστω αχ-|-βγ = λ. 0) 

Τό έλάχιστον τοΟ Αθροίσματος χ·-|-γ* συμβαίνει όταν 

* _ Υ 
α β ’ 

"Ας θέσωμεν πράγματι χ» -)- γ· = κ' καί άς άπαλείψωμεν αίαν 
τών Αγνώστων ποσοτήτων, τήν γ λ.χ., μεταξύ τής σχέσεως αότής 
καί τής (1). Άναγόμεθα, όπως καί προηγουμένως, ε(ς δευτεροβάθ¬ 
μιον έξίσωσιν πρός χ, έκ μηδενισμοΟ τής διακρινούσης τής όπο(ας 
εύρίσκομεν 

... _ λ* _ αλ „ βλ 

Κ α* + β·' * α· + β»’ ν ~ α* + β·' 

καί έπομένως 


χ γ . . * λ 1 

τ=Τ' χ+ν «ΤΡ' 

Έχαίή&ηοις. Έάν θέσωμεν: 

αλ + βγ βλ αγ 

α·+β> α’ -|-β' 

ή σχέσις (1) πληροΟται, τό δέ άθροισμα 


(γ παράμετρος) 


χ . + γ. = λΐ±ν! 
χ α·+^ϊ 


γίνεται προφανώς έλάχιστον διά γ = 0. Ώστε 


Έλαχ. τοΟ χ· + γ* = —_ 


ι * <Χ 

καί — = 

Ύ Ρ 


κατά τά εύρεθέντα (2). 

Παρατήρηοκ. Διά τάς έφαρμογάς, θέτομεν λ = 23 καί 


_ 2αδ_2β3 

* — α· + β·’ 7 ~ γγ· 4- 0· 


(3) 
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Πρόβλημα 


349. ΕΙς Ισοσκελές όρθογώνιον τρίγωνον νά έγγραφή τό μέγισιον 
όρθογώνιον. 

1) ΓνωρΙζομεν βτι τό Αθροισμα τών Αποστάσεων τυχόντος ση¬ 
μείου τής βάσεως Ισοσκελούς τριγώνου 

άπό τών ίσων πλευρών του είναι σταθερόν, 

μρ + μπ = δε + δζ. 

Κατά τήν πρώτην άρα άρχήν, τό γινό¬ 
μενον ΜΡ.ΜΠ, δπερ έκφράζει τό έμβα- 
δόν τοΟ όρθογωνίου ΜΡΑΠ, θά είναι μέ- 
γιστον έάν ΜΡ = ΜΠ, δηλ. δταν τό Μ 
είναι τό μέσον τής ύποτεινούσης. 

2) Δυνάμεθα έπίσης νά παρατηρήσω- 
μεν βτι : 

Τά όρθογώνια ΜΡΑΠ, ΔΕΑΖ έχουν 
κοινόν μέρος· άς συγκρίνωμεν τά μή κοινά 
αύτών μέρη ΜΡΕΛ καί ΔΛΠΖ. 

Τά όψη ΜΛ, ΔΛ τών όρθογωνίων τούτων είναι ίσα (ΜΔΛ Ισο¬ 
σκελές όρθογώνιον), ένφ 

ΜΡ ή ΜΠ> ΛΠ. 

Άρα ΜΡΕΛ > ΔΛΠΖ 

καί τό τετράγωνον ΜΡΑΠ είναι τό μέγιστον όρθογώνιον. 



Πρόβλημα 


350. ΕΙς δοθένια κύκλον νά-έγγραφή ιό μέγιστον ορθογώνιον. 


1) Κατά τό προηγοΰμενον πρόβλημα, 
δυνάμεθα νά ψέρωμεν έφαπτομένην ΒΓ, 
ώστε ΑΒ = ΑΓ. Τό μέσον Μ τής ύποτει- 
νούσης είναι καί τό σημεϊον έπαψής. 

θεωροϋντες τό τέταρτον τής έπιψα- 
νείας, θά Εχωμεν 

έπιφ. ΑΡΜΠ > ΑΕΔΖ, 
όπότε, κατά μείζονα λόγον, 

ΑΡΜΠ > ΑΕΙ Γ, 

2 Επειδή 

ΙΕ» + ΙΓ» = Κ» = ΜΡ» + ΜΠ», 

κατά τήν τρίτην άρχήν, τό μέγιστον [τοΟ 
γινομένου ΜΡ.ΜΠ λαμβάνεται δταν ΜΡ 



ΜΠ. 


Παραιήρηοις. Διά τό Ισοσκελές όρθογώνιον τρίγωνον, Οπως καί 
διά τήν περιφέρειαν, τό μέγιστον έγγεγραμμένον όρθογώνιον εί¬ 
ναι τετράγωνον. 


Πρόβλημα 


361.' Διά τής κορυφή; Μ Λοθέντος παραλληλογράμμου ΑΡΜΠ, νά 
άχθή ευθεία ΒΜΓ τοιαύτη, ώστε τό τρίγωνον ΒΑΓ νά είναι ιό έλά- 
χιστον. 
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Χην θ 


θ -νήσωμεν δύο τεμνούσας, μίαν τυχοΟοαν ΔΜΕ καί τήν δλ- 



Ιχουσαν μέσον τό σημεϊον Μ. Λέγω δτι ή δεοτέρα εύ- 
θεία καθορίζει τό ζητούμενον τρί¬ 
γωνον. 

Φέρομεν πράγματι τήν ΓΖ πα¬ 
ράλληλον πρός τήν ΒΔ. 

Επειδή ΒΜ = ΜΓ, τά τρίγωνα 
ΜΒΔ καί ΜΓΖ είναι Τοα καί 

τριγ. ΑΒΓ = ΑΔΖΓ <τριγ. ΑΔΕ. 
Άρα τριγ. ΑΒΓ <τριγ. ΑΔΕ. 

361 α. Τά άνωτέρω διατυποΟνται 
καί ώς έξης : Τό περιγεγραμμένον είς 
τό παραλληλόγραμμον τρίγωνον ΑΒΓ 
γίνεται έλάχιοτον, δταν τό μέσον τής 
βάβεώς του ΒΓ είναι κορυφή τοΰ πα- 
ρα λλη λσγράμμον. 

Παρατήρηοι: . Επειδή είς πάν πρόβλημα μεγίστου Αντιστοιχεί Εν 
πρόβλημα έλαχίοτου καί άντιστρόφως, θά ήδονάμεθα έκ τών προτέ- 
ρων νά συμπεράνωμεν δτι : 

361 β. θεώρημα. Τό έγγεγραμμένον είς τό τρίγωνον ΑΒΓ παραλλη¬ 
λόγραμμον ΑΡΜΠ γίνεται μέγιστον όταν ή κορυφή του Μ είναι τό 
μέσον τής βάσεως ΒΓ. 

Τό θεώρημα τούτο έδόθη ήδη ώς έφαρμογή τής μεθόδου τής 
άναγωγήΐ τών χπαγμένων (§ 201) καί συνάγεται έπίσης έξ ένός προ¬ 
βλήματος (203, δ, Παρ/οις), λυθέντος διά τής άΐγτβρτκής μτ/Μ&σν. 

Επειδή τήν πρόταοιν αυτήν θά χρηοιοοποιήσωμεν πολύ συχνά, 
θά άναφέρωμεν Ακόμη μερικός παρατηρήσεις έπ’ αύτής. 

Πρόβλημα 


362. ΕΙς τυχόν τρίγωνον νά έγγραφή τό μέγιστον όρθογώνιον. 

Δύο τών κορυφών τού όρθογωνίου όφείλουν νά εύρίσχωνται έπΐ τής 
βάσεως τού τριγώνου καί αΐ άλλαι δύο έπί τών άλλων πλευρών του. 

1) Σχήμα (α). Διά τό δρθογώνιον τρίγωνον ΒΑΓ, τοΟ άποίου 
δύο πλευραί ΑΒ, ΑΓ δύνανται νά είναι Δνισοι, τό μέγιστον Αρθο· 
γώνιον όρίζεται διά τοΟ μέσου Μ τής ύποτεινοϋσης. Τό έμβαδόν 
αότοΟ είναι 

(ΑΡΜΠ) — (ΑΒΓ). 

2) Σχήμα (β). Κατά τό θεώρημα τό άναφερύμενον είς ιήν Ανα¬ 
γωγήν τών τεταγμένων (β 201), τό μέγιστον παραλληλόγραμμον 
ΑΛΜΠ όρίζεται διά τοΟ μέσου Μ τής ΒΓ. Δυνάμεθα άλλωστ* 
καί άπ' ευθείας νά έπαληθεύσωμεν δτι 

(ΑΑΜΠ) = -Ι-(ΑΒΓ), 


ώς συνάγεται καί έκ τής προτάσεως τής β 201. Επειδή δέ τά όρ- 
θογώνιον ΡΜΠΣ εΤναι Ισοδύναμον πρός τό παραλληλόγραμμον 
αύτό, Ιπεται δτι. όιά ιό τυχόν τρίγωνον, τό μέγιστον όρθογώνιον 
(χει ώς δύο κορυφάς τά μέσα δύο πλευρών τοΟ τριγώνου. 
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Ή έπιψάνειά του είναι τό ήμισυ τής τοΟ τριγώνου. 

Φέροντες τό Οψος ΒΗ, θά ήδυνάμεθα νά παρατηρήσωμεν 6τι, 
σύμφωνα μέ τήν πρώτην περίπτωσιν, τό όρθογώνιον ΗΣΠΙ είναι 
τό μέγιοτον διά τό τρίγωνον ΑΗΒ καί ίσον πρός τό ήμισυ αύτοΟ. 

Άναλόγως, τό ΗΡΜΙ είναι τό μέγιστον διά τό τρίγωνον ΗΓΒ 
καί Τσον πρός ήμισυ πάλιν αύτοΰ· Επομένως, τό όρθογώνιον 
ΡΜΠΣ είναι τό μέγιοτον διά τό ΑΒΓ καί ίσον πρός τό ήμισυ τοΟ 
τριγώνου αύτοΟ. 

3) Σχήμα (γ). ΕΙς τό αύτό άπατέλεσμα καταλήγομεν καί δι' άλ¬ 
λης μεθόδου, πολύ χρησίμου διά τά σχήματα τά έγγεγραμμένα 



είς καυπύλας μέ εύθυγράμμους διαμέτρους. Φέρομεν τήν διάμε¬ 
σον ΒΝ (Σχ. (γ)) καί τάς παραλλήλους ΜΕ καί ΠΖ. "Εκαστον 
τών παραλληλογράμμων ΝΕΜΘ, ΖΝΘΠ, τά όποια είναι ίσα με¬ 
ταξύ των, είναι τό μέγιοτον διά τό άντίστοιχον τρίγωνον· καί 
έπειδή τό όρθογώνιον ΡΜΠΣ είναι Ισοδύναμον πρός τό παραλ¬ 
ληλόγραμμον ΖΕΜΠ, έπεται ότι τό όρθογώνιον τοϋτο είναι τό 
μέγιστον. 

Παρατηρηθείς. 1) θεωροΟντες διαδοχικώς ώς βάσει τών όρθο- 
γωνίων τάς τρεις πλευράς τοΟ τριγώνου ΑΒΓ, λαμβάνομεν τρία 
μέγιστα όρθογώνια έγγεγραμμένα είς αυτό. ΤαΟτα είναι Ισοδύ¬ 
ναμα· έπειδή τό έμβαδόν έκάστου είναι Τσον μέ τό ήμισυ τοΰ έμ- 
βαδοΟ τοΟ τριγώνου. 

2) Τά τρίγωνα τά περιγεγραμμένα είς τό όρθογώνιον (Σχ. α) 
καί Ιχοντα τό αύτό Οψος, έχουν έπίσης καί τήν αυτήν βάσιν, ίσην 
πρός 2ΜΠ. ΤαΟτα είναι Ισοδύναμα μεταξύ των καί άντιστοιχοΟν 
είς τό έλάχιστον περιγεγραμμένον τρίγωνον (§ 351). 

$ III. Μεταβλητή Φεωρονμέγη ώς στα&ερά 

353. Κατά τήν άναζήτησιν τοΟ μεγίστου ή έλαχίστου ένός με- 
ταβλητοΟ μεγέθους είναι δυνατόν, δπως τοΟτο έμψανίζεται ώς συ¬ 
νάρτησες περισσοτέρων τής μιας άνεξαρτήτων μεταβλητών. Εις 
τήν περίπτωσιν αύτήν δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν πρός στιγμήν τό 
μέγεθος ώς συνάρτησιν μιας μόνον έκ τών μεταβλητών τούτων 
καί τάς άλλας ώς έχούσας σταθερός τιμάς [ώς παραμέτρους!· 
ΖητοΟμεν άκολούθως τά σχετικά πρός τήν μεταβλητήν ταύτην, 
μόνον, άκρότατα τοΟ μεγέθους καί προσπαθούμεν κατόπιν νά 
συναγάγωμεν συμπεράσματα έπΐ τοΟ μεγίστου ή έλαχίστου αύτοΟ. 
θεωροομένοο πλέον ώς συναρτήσεως τοΟ συνόλου τών μεταβλητών’ 
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Πρόβλημα 

364. Νά έγγραφή *Ι? ημικύκλιον τετράπλευρον, εχον ώς μίαν πλευ¬ 
ράν την διάμετρον τον ημικυκλίου καί έπιφάνειαν μεγίστην. 

Έστω ΑΕΓΒ τυχόν έχ τών τετράπλευρων τούτων. "Αν ύποθέ- 
σωμεν τήν πλευράν αύτοΟ ΒΓ ώς σταθερόν, αΐ μεταβολαΙ τής 

έπιφανείας του θά έξαρτώνται έκ τών 
θέσεων μόνον τής κορυφής Ε έπΐ τού 
τόξου ΑΕΔΓ. 

Τό μέγιστον δμως του έμβαδού του 
τριγώνου ΑΕΓ λαμβάνεται διά θέσιν 
τοΟ Ε συμπίπτουσαν πρός τό μέσον Δ 
τού τόξου ΑΓ, έπειδή τότε τό ϋψος ΕΖ 
γίνεται Τσον πρός τό βέλος ΔΗ τοΟ 
τόξου τούτου καί 

ΕΖ < ΔΗ. 

Τό αχετιχότ, έπομένως, μέγιστο ν απαιτεί 
όπως όνο ιών πλευρών τοΰ τετράπλευρου, αΐ ΑΔ καί ΔΓ, είναι Γσαι πρός 
άλλήλας. 

Διά τόν Τδιον λόγον, θά πρέπει δπως ή κορυφή Γ είναι τό μέ¬ 
σον τοΟ ΔΓΒ' το μέγιατοτ κατά συνέπειαν ιειράπλενρον Φά πρέπει νά Ιχη 
τάς τρεις μεταβλητός πλευράς τον Γ σας. 

Παρατηρήαεις. 1) Τό μέγιστον τετράπλευρον ΑΔΓΒ είναι τό 
ήμισυ τοΟ κανονικού έγγεγραμμένου εξαγώνου. 

2) ΟΙαδήποτε καί άν είναι ή σταθερά χορδή ΑΒ, τό μέγιστον 
τετράπλευρον ϊχει τάς τρεις μεταβλητός πλευράς ΐσας. 

3) Κατά τόν Τδιον τρόπον άποδεικνύεται, ότι, έκ τών έγγεγραμ- 
μένων είς περιφέρειαν τριγώνων, τό Ισόπλευρον είναι τό μέγιστον. 

θεώρημα 

366. Έκ τών πολυγώνων, τών έγγεγραμμένων είς δοθεΐσαν περιφέ¬ 
ρειαν καί τοΰ αύτοϋ πλήθους πλευρών, τό κανονικόν είναι τό μεγίστης 
έπιφανείας. 

Επειδή, άν δύο διαδοχικοί τών πλευρών του, αΙ ΑΒ καί ΒΓ; 
δέν ήσαν Τσάι, Θά ήδυνάμεθα νά αύξήσωμεν τήν έπιφάνειαν τοΟ 
πολυγώνου, λαμβάνοντες διά κορυφήν Β αυτού τό μέσον τού τό¬ 
ξου ΑΓ.' ΕΤναι, έπομένως, Τσάι δύο τυχοΰσαι 
διαδοχικοί πλευραί τού μεγίστου πολυγώ¬ 
νου καί τούτο κανονικόν. 

Θεώρημα 

366. Έκ δύο χανονικών πολυγώνων έγγεγραμ¬ 
μένων είς τόν αυτόν κύκλον, τό εχον μεγαλύτερου 
πλήθος πλευρών είναι τό μεγαλύτερος έπιφανείας. 

Έστω, πράγματι, τετράγωνον ΑΒΓΔ. 

Τό πεντάγωνον ΑΕΒΓΔ είναι μεγαλύτερον τού τετραγώνου, 
ώς δέ άπεδείχθη προηγουμένως, τό κανονικόν πεντάγωνον είναι 
μεγαλύτερον τού πενταγώνου τούτου. ΕΤναι έπομένως τό κανονι¬ 
κόν πεντάγωνον μεγαλύτερον τού τετραγώνου κλπ. 
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ΠρόβΙημα 

357. Νά έγγραφή είς ημιπεριφέρειαν τετράπλευρον, Ιχον ώς μίαν 
πλευράν τήν διάμετρον τής ήμιχεριφερείας χαΐ περίμετρον μεγίστην. 

θεωροΟντες, ώς καί προηγουμένως, τήν πλευράν ΒΓ ώς στα¬ 
θερών, παρατηροΟμεν άτι αΐ μεταβολαί τής περιμέτρου τοΟ σχήμα¬ 
τος έξαρτώνται έκ τοΟ Αθροίσμα¬ 
τος Αε -1- ΕΓ τών δύο Αλλων 
πλευρών αύτοΟ ή τοΟ ήμίσεος 
αύτοΰ ΕΖ -(- Εθ. 

’Άς φέρωμεν τήν έφαπτομένην 
ΙΔΓ είς τό μέσον Δ τοΟ τόξου 
ΑΝ. Γνωρίζομεν Ατι, δι’ έκαστον 
σημεΐον τής βάσεως ΙΓ τοΰ ίσο- 
σκελοΟς τριγώνου ΙΟΓ, τό Αθροι¬ 
σμα τών καθέτων έπΐ τάς Τσας 
πλευράς αύτοΟ είναι σταθερόν. 

"Αρα 

ΔΗ + ΔΛ> ΕΖ + Εθ, 

άφοΰ τό σημεΐον Ε είναι έσωτερι- 
κόν τοΟ τριγώνου ΙΟΓ (§§ 339,34ο). 

Επομένως ΔΜ-|-ΔΝ > ΑΕ-(-ΕΓ. 

Αλλά τά τόξα ΑΕΓ, ΜΔΝ είναι ίσα· διά 6ύο τόξα, λοιπόν, 
τών όποιων τό Αθροισμα είναι σταθερόν, τό Αθροισμα τών χορ¬ 
δών των γίνεται μέγιστον όταν ταΟτα καταστοΟν ίσα. 

Καί κατά συνέπειαν, τό ίγγεγραμμενον τετράπλενρον ίχει μεγι'ατήν τήν 
περίμετρον δίαν αί τρεις μεταβΙητα'ι πίενραί του ιίνοι ίσαι, δηλ. όταν 
τοΟτο είναι πάλιν τό ήμισυ τοΟ έγγεγραμμένου κανονικού έξα- 
γώνου (§ 354). 

Παραχήρηοις. Κατ' άνάλογον τρόπον άποδεικνύεται, ότι, έκ τών 
έγγεγραμμένων είς περιφέρειαν κανονικών πολυγώνων, τοΰ αύτοΟ 
πλήθους πλευρών, τό μεγίστης περιμέτρου είναι τό κανονικόν. 

Πρόβλημα 

358. Νά ευρεθή σημεΐον είς τό έσωτεριχόν τριγώνου τοιοϋτον, ώστε 
τό άθροισμα Σ, τών τετραγώνων τών αποστάσεων του από τών τριών 
κορυφών τοΰ τριγώνου, νά είναι έλάχιστον. 

ΎποΘέσωμεν ότι τό Αθροισμα τών τετραγώνων τών τμημάτων 
ΘΑ καί ΘΓ είναι σταθερόν. 

Γνωρίζομεν ότι ό τόπος τών σημείων 
θ είναι περιφέρεια, ίχουσα ώς κέν- 
τρον τό μέσον Δ τής πλευράς ΑΓ’ 
έπειδή έκ τοΟ θεωρήματος τοΟ τετρα¬ 
γώνου τής διαμέσου έχομεν 

Αθ* + Γθ’ = 2 . ΑΔ» + 2 . Δθ*. 

ΑΙ μεταβολαί τοΟ Αθροίσματος Σ 
έξαρτώνται έκ τής θέσεως τοΰ σημείου 
θ έπί τής περιφέρειας ταύτης. Επειδή 
δέ ή μικροτέρα άπόστασις τής κορυφής 
Β Από τής περιφέρειας Αντιστοιχεί είς 
θέσιν τοΟ σημείου θ έπί τής διακέντρου ΒΔ, ϊπεται ότι, διά τό 
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έλάχιστον τοΟ άθροίσματος Σ, τώ σημεϊον Θ θά πρέπει νά εύρί- 
βκεται έπί τής διαμέσου ΒΔ. 

Όμοιοι συλλογισμοί μάς πείθουν δτι τό σημεϊον θ διά τό έλά¬ 
χιστον Σ θά πρέπει νά εΰρίσκεται καί έπί τής διαμέσου ΑΕ. “Ητοι, 
τό αημοΧον τομής των διαμέσων τον τριγώνου ίίόιι το έΐαχιοτο* άθροισμα Σ. 

Παρατήρησα. Δι* ένός εύκόλου ύπολογισμοΰ λαμβάνομεν: 

ΘΑ* 4- ΘΒ* + ΘΓ* = ΑΒ ' + Β Γ ] + ΓΑ« 


§ IV. Σκήτης τής έφαπτομένης 

369. Δοθεισών δύο εύθειών ΟΧ, ΟΥ καί τυχούσης καμπύλης 
(σχ. 290), δυνάμεθα νά ζητήσωμεν τό μέγιστον ή έλάχιστον παραλλη¬ 
λόγραμμον, έκ τΟν σχηματιζομένων δι’ άγωγής έκ τΟν διαφόρων 
σημείων τής καμπύλης εύθειών παραλλήλων πρός τάς ΟΧ, ΟΥ ή, 
βπερ τό αύτό, τό μέγιστον ή έλάχιστον έκ τών τριγώνων ΜΟΝ, 
τών όριζομένων ύπό έφαπτομένης ΜΝ τής καμπύλης. 

Εις πάσας τάς δννατάς περιπτώσεις, τό μέγιστον ή έλάχιστον παρέ¬ 
χεται V έφαπτομένης ΜΓΝ, διαιρουμένης εις δύο Ισα μέρη ΰπύ τού 
σημείου έπαφής Γ. 

Παρατήρησα. Ή άνωτέρω ύποδεικνυομένη λύσις είναι γενική* 
θά πρέπει έν τούτοις νά Ιχωμεν ύπ’ βψιν δτι τό πρόβλημα τής 
άγωγής τής έν λόγω έφαπτομένης δέν είναι πάντοτε έπιλύσιμον 
διά τοΟ γνώμονος καί διαβήτου (§ 317, β). 

Πρόβλημα 

360. Δίδονται καμπύλη καί δύο εΰθείαι' ποιον τό μέγιστον έγγε- 
γραμμένον παραλληλόγραμμον; 

Φέρομεν έφαπτομένην ΜΓΝ, ώστε τό σημεϊον έπαφής Γ νά 

είναι τό μέσον τΗς ΜΝ* τό παραλ¬ 
ληλόγραμμον ΟΡΓΠ είναι τό μέγι¬ 
στον. Πράγματι: 

1η Άττό&τιζα· Διά πάν άλλο ση- 
μεϊον θ, ίχομεν 

ΟΣΘΛ < ΟΚΗΛ* 

άλλά είναι 

ΟΚΗΛ < ΟΡΓΠ, (§351) 

άρα 

ΟΣΘΛ < ΟΡΓΠ. 

σημείου θ φέρομεν παράλληλον ΕΖ 
ΔΕ = ΔΖ, άφου τό Δ είναι μέσον τής 

ΟΣΘΛ < ΟΙΔΓ. (§351) 

Αλλά ΟΙΔΓ<ΟΡΓΠ· 

άρα ΟΣΘΛ<ΟΡΓΠ. 



2α ΆχΟτιξα. Διά τοϋ 
πρός τήν ΜΝ* θά Ιχωμεν 
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Παρατήρηοις. ΑΙ Ανωτέρω Αποδείξεις Ισχύουν ύπό τήν προϋπό- 
θεσιν βτι, ή καμπύλη είς τήν γειτονιάν τοΟ σημείου Γ περιέχεται 
μεταξύ τής έφαπτομένης καί τών Αξόνων ΟΧ, ΟΥ. 

θεώρημα 

361. Έάν δύο καμπύλοι ΑΒ, ΓΔ στρέφουν τά κοίλα των πρός εν 
καί τό αύτό σημεΐον Ο τού εϋθυγράμ- 
μου τμήματος ΑΓ, ιού συνδέοντος δύο 
σημεία τών καμπύλων, ιό μέγιστον έγ- 
γεγραμμένον όρθογώνιον ΡΜΝΠ είναι 
τό όριζόμενον ΰπό έφαπτομένων ΕΜΖ, 

ΖΝΣ, βιαιρουμένων είς δύο μέρη Ισα 
διά τών σημείων έπαφής Μ καί Ν. 

Τό όρθογώνιον πράγματι ΡΜΝΠ 
είναι τό μέγιστον έκ τών έγγραφο- 
μένων ε(ς τό τρίγωνον ΕΖΣ' διά 
πάν άλλο, έπομένως, έγγεγραμμέ- 
νον είς τάς καμπύλος όρθογώνιον, 

ΘΑ συμβαίνη 

ΙΘΚΛ < ΓΘ'Κ’Λ'< ΝΜΡΠ. 

Πρόβλημα χοΰ Νιύτωνος 

362. ΕΙς δοθέν τμήμα δοθείσης καμπύλης νά έγγραφή ιό μεγίστου 
έμβαδοΟ όρθογώνιον. 

θά πρέπει νά περιγράψωμεν είς τήν δοθεϊσαν καμπύλην γω¬ 
νίαν ΕΖΣ ούτως, ώστε τά σημεία έπαφής. Μ, Ν νά είναι μέσα 
τών πλευρών ΕΖ, ΖΣ. 

Παρατηρήοιις. 1) Δυνάμεθα νά άχθώμεν είς τήν λύσιν τοΟ προ¬ 
βλήματος τούτου καί διά μεθόδων Αρκετά στοιχειωδών. τοΟ Άπει- 
ροστικοΟ Λογισμού. 

(Βλ. Ρ. δβΓΓβί, ϋββ ΜέΙΗοάΐ β βη ΟέοιηέΐΓΪε, σ. 105). 

2) “Ιδού μερικαί έφαρμογαί έπί τής χρήοεως τής έφαπτομένης : 

Πρόβλημα 

363. Είς δοθεϊσαν περιφέρειαν νά έγγραφή τό μέγιστον Ισοσκελές 
τρίγωνον. 

Γνωρίζομεν ήδη (§ 354, παρ/σις 3)), 
δτι τό μέγιστον τρίγωνον είναι τό Ισό¬ 
πλευρον. Είς τό αύτό συμπέρασμα φθά- 
νομεν καί διά τής χρησιμοποιήσεως τής 
έφαπτομένης. 

Αρκεί νά θεωρήσωμεν τό ήμισυ τοΟ 
σχήματος, τό περιεχόμενον μεταξύ τής 
έφαπτομένης Αλ καί τής καθέτου ΑΥ. 

Ή έφαπτομένη ΜΓΝ; τοιαύτη ώστε 
ΜΓ = ΓΝ, άπαντφ είς τό πρόβλημα. 

Επειδή τό όρθογώνιον ΑΡΓΠ είναι μέ- 
νιστον (§ 360), αΙ δέ έφαπτόμεναι ΜΑ, Στ.242. 

ΜΓ Τσάι, ώς άγόμεναι έκ τοΟ αύτοΟ 
σημείου πρός τήν περιφέρειαν. Άρα ΛΜ = ΜΝ. 




Σχ 251. 
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Πρός τούτοις, τό τρίγωνον ΑΒΓ γίνεται μέγιστον συγχρόνως, 
προφανώς, μετά τοΟ διπλάσιου του οθογωνίου ΡΓΒΣ' ή 6έ διά¬ 
μεσος ΑΓ τοΟ όρθογωνίου τριγώνου ΜΑΝ είναι ίση πρός 

ΓΜ = ΑΜ = ΒΓ. 

Επομένως, έκ τών έγγεγραμμένων τριγώνων είς τήν περιφέ¬ 
ρειαν, τό Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ εΤναι τό μέγιστον. 

Παρατήρηαις. Ή έφαπτομένη ΜΓΝ, ή δισιρουμένη είς δύο Τσα 
μέρη ύπό τοΟ σημείου έπαφής Γ, όρίζει έπίσης καί τό έλάχιστον 
περιγεγραμμένον τρίγωνον, ώς θά άποδείξωμεν μετ' όλίγον (§ 367). 

Πρόβλημα 


364. ΕΙς κυκλικόν τομέα ΑΟΒ, ή τμήμα ΕΘΖ, νά έγγραφή τό μέ¬ 
γιστον όρθογώνιον. 

Είναι φανερόν ότι άρκε! νά έπιληφθώμεν του ήμίσεος τοΟ 
σχήματος. 

1) Διά τόν τομέα, φέρομεν τήν ΜΓΝ, έφαπτομένην τοΟ τόξου 

ΑΔ είς τό μέσον του Γ καί 
διαιρουμένην ύπ’ αύτοΟ είς 
δύο Τσα μέρη. 

Τό όρθογώνιον ΠΡΓΓΤ εί¬ 
ναι μέγιστον διά τό τρίγω¬ 
νον ΠΜΝ. 

Τό ΠΡΗΛ είναι μέγιστον 
διά τό ΠΜΟ τρίγωνον. 

Επομένως, τό ΛΗΓΓΓ είναι 
μέγιστον διά τό τρίγωνον 
ΟΜΝ· έπειδή δέ τό σημεϊον 
Γ εΤναι τό μόνον σημεϊον 
τής περιμέτρου τοΟ τριγώ¬ 
νου τούτου τό άνήκον καί είς 
τό τόξον ΑΔ, είναι φανερόν 
δτι, χατά μοίζονα λόγον πδν 
άλλο όρθογώνιον. μέ δύο κο- 
ρυφάς έπί τοΟ τόξου καί τής 
ΟΑ, θά είναι μικρότερου τοΰ 
ΛΗΓΠ'. 

2) Διά τό κ. τμήμα, θά πρέπει νά φέρωμεν έφαπτομένην ΙΗΖ 
είς τρόπον, ώστε τό σημεϊον έπαφής Η νά είναι τό μέσον τοΟ 
τμήματος 1Ζ Ό ύπολογισμός τοΟ έμβαδοΟ τοΟ όρθογωνίου έξαρ- 
τδται έκ τοΰ μήκους ΟΖ του όρίζοντος τήν έφαπτομένην (§ 312). 

"Εστω ΟΑ = ρ καί ΟΣ = α. θά Εχωμβν : 



ΗΚ=-2 α -+1?' + *£. 

4 

— α* + έρ* — α Υα’ 4- 8ρ· 

- I 


(§ 312, τύπος 1) 
(τύπος 2) 


Ε = 2ΤΗ ΗΚ — — 3α 4~ Ϋα 8 4-βρ» 1 / — «* 4" 4 Ρ* ~ 01 ί α * 4~ °Ρ* 
2 ' \ θ 
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Πρόβλημα 

365. ΕΙς δοθέν τμήμα νά έγγραφή χά μέγιστον τραπέζιον. 

Τό τραπέζιον θά Εχη ώς βάσεις τήν χορδήν τής καμπύλης 
— βάσιν τοΟ τμήματος καί χορδήν αύτοΟ παράλληλον πράς τήν 
βάσιν του. 

*Η πολύ άπλή λύσις τήν όποιαν θά δώσωμεν, εύκόλως έφαρμό- 
ζεται καί εις πάσας τάς καμ¬ 
πύλος, αΐτινες Εχουν εύθύ- 
γραμμον διάμετρον ώς γεωμ. 
τόπον τών μέσων χορδών αύ- 
τών παραλλήλων πρός τήν βά- 
σιν τοΟ τμήματος. 

Έστω τό πρόβλημα λελυ- 
μένον, ΟΛ ή διάμετρος, ή 
διαιρούσα εις δύο μέρη Τσα 
τάς παραλλήλους πρός τήν 
ΑΒ χορδάς καί ΑΘΝ παράλ¬ 
ληλος πρός τήν Ο Λ. θά εχω- 
μεν ΑΟ = ΟΒ, ΔΗ=ΗΓ καί 
Επομένως ΑΖ = ΕΒ. 

Τά τρίγωνα άρα ΑΘΔ, 

ΓΒΕ, είναι Ισοδύναμα, ώς Εχοντα Τσας βάσεις καί Τσα ύψη, τό 6έ 
τραπέζιον ΑΒΓΔ ισοδύναμον πρός τό παραλληλόγραμμον ΑΕΓΘ. 
Επειδή δέ τό τελευταΐον τούτο γίνεται μέγιστον, ώς εΐδομεν, διά 
κορυφήν Γ συμπίπτουσαν πρός τό μέσον τού έφαπτομένου τμήμα¬ 
τος ΜΓΝ, συνάγομεν δτι καί τό τραπέζιον γίνεται μέγιστον διά 
τήν ίδιαν θέσιν τής κορυφής του Γ. 

Σημιίωαις. Διά τήν Αναλυτικήν λύσιν τού ζητήματος, όταν τό 
δοθέν τμήμα εΤναι παραβολικόν, βλ. ΝοιιυεΙΙββ Αηπ. άβί ΜαΙΗέτηα- 
ΗηηβΒ, 1879, ρ. 379· λύσις ύπό Ι,βζ καί ΜογεΙ - Βίεηο. 

Πρόβλημα 

366. Δίδεται χαμπύλη έχουσα χέντρον καί διαμέτρους εΰθυγράμ- 
μους. Νά άχθη χορδή 
αΰχής ΒΓ, παράλληλος 
πρός δοθεΐσαν διεύάυν- 
σιν χγ, εις τρόπον, 
ώστε τό τετράπλευρον 
ΑΒΓΔ, τό εχον απέ¬ 
ναντι πλευράς τήν χορ¬ 
δήν ΒΓ χαί δοάεϊσαν 
διάμετρον ΔΑ, νά έχη 
τό μέγιστον Εμβαδόν. 



Ύποθέσωμεν τό 
πρόβλημα λελυμένον. 

Διά τού κέντρου 
Ο φέρομεν τήν διά¬ 
μετρον ΟΜ, παράλ¬ 
ληλον πρός τήν χγ, 
καί προβάλλομεν έπ’ 
αύτής τάς κορυφάς Α καί Δ, παραλλήλως πρός τήν συζυγή τής 
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ΕΖ, διάμετρον ΛΟΛ', κατά τά σημεία ε καί Ζ. θά (χωμεν 

Ακολούθως, φέρομεν τάς διαμέτρους ΒΟΒ', ΓΟΓ'· α( χορδαί 
ΒΓ’, ΓΒ’ είναι παράλληλοι πρός τάς προβαλλούσας ΑΒ, ΔΖ, τά 
δέ σχήμα ΑΒΓΔΒ’ΓΆ Ισοδύναμον πρός τό εΒΓΖΒ'Γ'Β· έπειδή τά 
τρίγωνα, ώς τά ΓΖΒ' καί ΓΔΒ , είναι Ισοδύναμα. 

Γίνεται λοιπόν τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ μέγιστον Οταν γίνη μέ- 
γιστον τό Ισοδύναμον πρός αύτό τραπέζιον ΕΒΓΖ. Καί έπειδή, 
κατά τήν προηγουμένην άσκησιν, τό μέγιστον τοΟ τραπεζίου τού¬ 
του λαμβάνεται 6Γ Αγωγής έφαπτομένης ΝΓΜ τοιαύτης, ώστε 
ΜΓ — ΓΝ, έπεται ότι τό σημεΐον έπαφής Γ μιβς τοιαύτης έφα- 
πτομένης είναι μία τών κορυφών τοΟ ζητουμένου τετραπλεύ- 
ρου ΑΒΓΔ. 

ΣημιΙωοις. Διά τήν άναλυτικήν λύσιν, βλ. Ν. Α., 1Θ79, σ. 425. 

ΑΙ άναλυτικαί λύσεις, αΐ όφειλόμεναι είς τούς Ι,βζ καί Μοτεί - 
ΒΙαπο, είναι άπό πολλών άπόψεων ένδιαφέρουσαι. Άλλ’ είναι Ικ- 
Βηλος ή άπλυτης χαί χομψότης τής γεωμετρικής λύσεως τήν όποΐαν 
έδώσαμεν άνωτέρω. 

Πρόβλημα 

307. Δίδονται δύο Αξονες ΑΧ, ΔΥ καί καμπύλη τής όποιας ή χοι- 
Χότης στρέφεται πρός τό μέρος όπου εύρίσχεται ή αρχή Δ τών Αξόνων. 

Ζητείται νά αχθή έφαπτομένη 
ΜΝ, όρίζουσα μετά τών Αξόνων 
τό έλαχίστου έμβαδού τρίγωνον. 

Φέρομεν έφαπτομένην ΜΓΝ 
τοιαύτην, ώστε ΜΓ=ΓΝ· λέγω 
Οτι τό ζητούμενου τρίγωνον 
είναι τό ΜΔΝ. 

Πράγματι, ή καμπύλη πε- 
ριέχεται (”) μεταξύ τής έφα- 
πτομένης καί τής Αργής Δ, 
πάσα δέ άλλη εύθεϊα ΙΓΚ διά 
τοΟ Γ θά είναι τέμνουσα τής 
καμπύλης καί μικροτέρα τής 
παραλλήλου πρός αύτην έφα- 
πτοιιένης εθΖ. Έπειδή δέ τό 
τρίγωνον ΜΔΝ είναι μικρότερου τοΟ ΙΔΚ (§ 351) καί, κατά μεί- 
ζονα λόγον, τοΟ ΔΕΖ, Επεται Οτι τό τρίγωνον ΜΔΝ είναι τό 
έλάχιστον. 

Πρόβλημα 

308. Δίδονται δύο Αξονες ΟΧ, ΟΥ χαί καμπύλη έφαπτομένη αυτών· 
Νά μελετηθούν κατά γενικόν τρόπον τά μέγιστα καί έλάχιστα τών έμ- 
βαδών τών παραλληλογράμμων τού σχήματος (μέ μίαν κορυφήν έπί τής 
καμπύλης), ώς καί τών τριγώνων τών σχηματιζομένων υπό μιας έφα- 
πτομένης καί τών Αξόνων. 

1) ’ΥχΜρβολη άψαφτρομίνη ιΐς τά; Λανμχτώτονς της. 

Γνωρίζομεν Οτι πάσα έφαπτομένη τής καμπύλης ταύτης διαιρείται 



32. Σ η μ. μ · τ. Κατά τήν παρατήρησιν τής § 360. 
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ϊίς δύο μέρη Τσα ύπό τοΟ σημείου έπαφής (§175),ώς καί άτι τά τρίγωνα 
ΜΟΝ, ΜΌΝ' κλπ. είναι Ισοδύναμα (§ 78)· έπειδή δέ ή καμπύλη 
αΟτη έφάπτεται ιών άσυμπτώ- 
των κατά σημεία εις άπειρον 
άπόστασιν άπό τής άρχής, ίπβ- 
ται άτι διά τά έμβαδά τών έν 
τή έκφωνήσει σχημάτων δέν 
θά ύπάρχουν οοτε μέγιστον 
ούτε έλάχιστον. Πράγμαιι. 

(ΜΟΝ) = (ΜΌΝ'), 

(ΟΡΓΠ) = (ΟΡΤ'Π') (··) 

Διά πάσαν άλλην καμπύ¬ 
λην, θά ύπάρχρ μέγιστον καί 
έλάχιστον, άναλόγως τής δι- 
ευθύνσεως τών κοίλων τοΟ 
θεωρουμένου τμήματος αύτής. 

3βθ. 2) Τυχοΰβα καμπύλη (κ), έφαπτομένη των αξόνων ή τέμνοοσα 
αύτούς. 



1) Ή έφαπτομένη ΜΓΝ (Σχ. 258), ή τοιαύτη ώστε ΜΓ = ΓΝ, 

δίδει τό μίγιστον παραλληλόγραμμον ΟΡ'ΓΠ' καί τά ϋάχιοχον τρίγωνον 
ΜΟΝ (§§ 360 καί 367), δταν ή καμπύλη, είς τήν γειτονιάν τοΟ ση¬ 
μείου Γ, στρέψη τά κοίλα της πρός τούς άξονας. 

2) Ή έφαπτομένη ΕΘΖ, ή άγομένη έπί τό τμήμα τής καμπύλης 



τό στρέφον τά κυρτά αύτοΟ πρός τούς άξονας καί τοιαύτη ώστε 
Εθ ΘΖ, δίδει τό μέχτοτον τρίγωνον ΟΕΖ. 

θεωρήσωμεν πράγματι τήν ϋπερβολήν, τήν έφαπτουένην τής 
ΖΕ είς τό σηοεΐον θ (Σχ. 259) καί τής όποιας ΟΧ, ΟΥ είναι αΐ 
άσύμπτωτοι. Επειδή τά σημεία έπαφής αύτής μετά τών άσυμπτώ- 
των εύρίσκονται εις άπειρον, ή καμπύλη αϋτη θά εύρίσκεται όλό- 


». Ζημ. μ«τ. (ΟΡΓΠ) = */> (ΜΟΝ) = «/» (ΜΌΝ') = (ΟΡΤ'Π'). 
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κλήρος πρός τά δεξιά χοΰ κυρτού πρός τούς άξονας τμήματος 
ΣΙΘΤ. 

Άλλ’ ώς εΐδομεν διά τήν ύττερβολήν, τά τρίγωνον ΟΕ'Ζ', τά 
όριζόμενον ύπό τής ιυχούσης Εφαπτομένης αύτής, είναι Ισοδύνα¬ 
μον πάντοτε πρός τό τρίγωνον 
ΟΕΖ. "Αν λοιπόν ΗΙΛ είναι τυ- 
χοΟσα άλλη Εφαπτομένη τής καμ¬ 
πύλης (κ), είναι φανερόν ότι θά 
Εχωμεν 

ΟΗΛ < ΟΕΖ. 

δηλ. δτι τό τρίγωνον ΟΕΖ είναι 
τό ιιέγιστον. 

! Αλλά καί τό παραλληλόγραμ¬ 
μον ΟΡΘΠ είναι Επίσης τό μίγι- 
ατον Επειδή είναι Ισοδύναμον 
πρός τό ΟΡ'Θ'Π' (§ 78), τό τε- 
λεοταΐον 66 τούτο είναι μεγαλύ- 
τερον έκείνου τοΟ όποίου ή κο¬ 
ρυφή είναι τό μέσον τη ΗΛ. 
Κατά μείζονα έπομένως λόγον 
είναι μεγαλύτερον τοΟ παραλλη- 
λογράμμου μέ κορυφήν τό ση· 
μεϊον I. 



370. Παρατηρηαις. Αί προηγούμενοι άσκήσεις (§§ 367, 368. 369), 
λύουν κατά πολύ άπλοΰν τρόπον τά προβλήματα έπί τΟν διαφό¬ 
ρων περιπτώσεων Εγγραφής είς μίαν καμπύλην όρθογωνίου, πα¬ 
ραλληλογράμμου ή τριγώνου, ώς καί τό πρόβλημα τοΟ έλαχίστου 
περιγεγραμμένου τριγώνου. 

Ή μόνη δυσκολία Εγκειται ιΐς την δυνατότητα τής Αγωγής Ιφαπτο- 
μϊνης διαιρούμενης ιΐς δύο ΐαα μέρη υπό τοϋ αημείον Ιπαφής. 

ΔΓ άρκετά ιιέγα άριθυόν περιπτώσεων γνωρίζομεν ήδη τήν λύ- 
σιν τοΟ προβλήματος αοτοΟ (§ 310 Εως 319)· δι’ έκείνας 66 διά 
τάς όποίας ή χρήσις τοΟ κανόνος καί διαβήτου δέν άρκεϊ διά τήν 
γεωμετρικήν λύσιν τοϋ προβλήματος ή Αλγεβρική, ώς καί ή τριγω¬ 
νομετρική μέδοδος παύει νά είναι στοιχειώδης. 

'Έν άλλο πλεονέκτημα τής γεωμετρικής μεθόδου είναι νά κα- 
θιστφ Εκδηλον τήν άναλογίαν πρός άλληλα Ενός μεγάλου πλήθους 
ζητημάτων, τά όποια άλλως θά άπήτουν Εξισώσεις καί άνάλυσιν 
διαφόρους. 

Τέλος, μέ Ελαφράς τροποποιήσεις, ή μέδοδος τής ίφαπτομένης 
δφαρμύζεται καί είς ζητήματα Αναφερόμενα είς όγκους. 


§ V. Μέγιστα καί έλάχιατα όγκων 

371. Διά τήν λύσιν προβλημάτων άναφερομένων είς μέγιστα 
και Ελάχιστα όγκων, καταφεύγομεν είς τάς γνωστάς άλγεβρικάς 
Αργός καί διά τών όποιων δυνάμεθα πολλάκις νά όδηγηθώμεν είς 
πολύ άπλδς γεωμετρικάς άποδείξεις. 

Δυνάμεθα Επίσης νά χρησιμοποιώμεν κατασκευάς άναλόγους 
τών τής Επιπεδομετρίας. 
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Πρόβλημα 

372. Νά εύρεθή ιό μεγίστου όγκου όρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, 
έχ των έχόντων Αθροισμα τριών άχμών δοθέν μήκος λ. 

"Εστωσαν χ, γ, ζ αί τρείς άκμαί τοΟ τυχόντος Εζ αύτών. Ύπο- 
Θέτοντες τήν άκι ήν ζ σταθερόν, θά Εχωμεν ώς άθροισμα τών δύο 
άλλων τό σταθερόν μήκος 

χ + γ=\ — ζ. 

Αλλά τό όρθογώνιον (χ, γ) γίνεται μέγιστον βταν χ = γ. θά 
πρέπει λοιπόν τό μέγιστον παραλληλεπίπεδον νά Εχη βάσιν τετρά¬ 
γωνον· καί Επειδή ε(ς τό αώτό άποτέλεσμα φθάνομεν οίανδήποτε 
Εδραν άν λάβωμεν ώς Βάσιν, Επεται Οτι το ζητούμενο* μέγιστο* πα- 
ραΠηλίπίπιδο* είναι Λ κύβος. 

Παραχήρηοις. Τό άνωτέρω ζήτημα δύναται νά θεωρηθή ώς γεω¬ 
μετρική άπόδειξις τής Επομένης αρχής: 

373. Ποώνη Αρχή. Τό γινόμενον τριών θετικών παραγόντων, τών 
Οποίων τό άθροισμά είναι σταθερόν, γίνεται μέγιστον όταν οΐ τρείς πα¬ 
ράγοντες καταστούν Ισοι μεταξύ των, ύπό τήν προΰπόθεσιν Οτι ή ίσό- 
της αΟτη είναι δυνατόν νά ύπάρζη ( Μ ). 

Έκ τής άρχής ταύτης Επεται ή Επομένη, Αντίστροφος αύτής: 

374. Δουτόρα Αρχή. Αιά δοθεΐσαν τιμήν α' τού γινομένου τριών 
θετικών παραγόντων, τό άθροισμα αυτών γίνεται έλάχιστον όταν οδτοι 
καταστούν Ισοι μεταξύ των, χ = γ = ζ = α. 

Πρόβλημα 

37Β. Έχ πάντων τών όρθών ιρραλληλεπιπέβων, τών έχόντων ώς 
βάσιν τετράγωνον καί άθροισμα τής πλευ¬ 
ράς τού τετραγώνου καί τού ύφους σταθε¬ 
ρόν, ποίον τό μέγιστον κατ' όγκον; 

"Εστω χ· τό έαβαδόν τής βάσεως, 
γ τό ϋψος καί χ + γ = λ τό σταθερόν 
άθροισμα. 

Ό Ογκος Εκφράζεται διά τοΟ γινο¬ 
μένου χ 3 γ. 

"Αν προεκτείνωμεν τό Οψος / = ΒΔ 
κατά Ισον μήκος ΔΕ, λαμβάνομεν στε¬ 
ρεόν ΒΖ διπλάσιου τοΟ άρχικοό Βθ. 

Είς τό μέγιστον τοΟ στερεοΟ ΑΓΕΖ 
Αντιστοιχεί καί τό μέγιστον τοΟ ΑΓΔΘ· ^ 

Επειδή δέ τό άθροισμα τών άκμών τοΟ Α ° 

πρώτου στερεοΟ είναι σταθερόν, Σ *· 26 °· 

ΑΒ + ΒΓ + ΒΕ = 2 (χ + 7 ) = 2λ, 

Επεται δη τό στερεόν ΒΖ γίνεται μέγιστον, δταν αί τρεις άκμαί 
του καταστοΟν Τσάι· κατά συνέπειαν τό στερεόν Βθ γίνεται μέ- 



Α ·** Β 

Σι. 260 . 


84. Ζημ. μετ. Νικ. Μ. Ζ. Α.. § 325. 
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γισίον 6ιαψ ή πλευρά τής βάσεως τον ιι'ηι &ι πλαοία τσϋ ύψους. Ό Ογ¬ 
κος τοΟ μεγίστου τούτου στερεοΟ είναι 

27 


Έκ τής άσκήσβως ταύτης ποριζόμεθα τήν άκώλουθον Αρχήν : 

378. Τρίτη Αρχή. 'Εάν τό άθροισμα δύο θετικών αριθμών χ, }· 
είναι σταθερόν λ, τό γινόμενον χ’γ γίνεται μέγιστον διά τιμάς τών ζ 
καί γ (σας πρός τά μήκη τών τμημάτων, τά ανάλογα τών έκθετών 2 
καί 1 αντιστοιχίας, ε(ς & διαιρείται τό μήκος λ. 

377. Τοχάρτη Αρχή. Άντιστρόφως, έάν ζ*γ=α*, τό άθροισμα χ-(-)· 
γίνεται ίλάχιστον, δταν τό ζ ληφθή διπλάσιαν τοΟ γ. 

ΕΙς τήν περίπτωσιν αύτήν, τό γινόμενον 


όπότε: 


χ·γ = α’, γίνεται 4γ· = α· 



καί ζ 



Πρόβλημα 

378. Έκ τών όρθογωνίων παραλληλεπιπέδων τών έχόντων βοθεΐσαν 
όλιχήν Επιφάνειαν 2α 1 , ποίον τό μέγιστον κατ’ δγχον; 

"Εστιασαν ζ, γ, ζαΐ Ακμαί καί ζγζ ό βγκος τοΟ τυχόντος έξ αύτών. 

Τό Αθροισμα ζγ -}- γζ ζζ = α* είναι τό ήμισυ τής όλικής έπι- 
φανείας τοΟ στερεοΟ καί, λαμβΑνοντες ώς βΑσιν τήν Εδραν (ζ, γ), 
ζ (ζ 4- γ) εΤναι τό ήμισυ τής παραπλεύρου έπιψανεΐας αύτοΟ. 

Ύποθέσωμεν Αμετάβλητον τό έμβαδόν τής βάσεως- θά εΤναι 
τότε καί τό ήμισυ τής παραπλεύρου έπιψανεΐας σταθερόν, Επειδή 
ή τιμή αύτοΟ α’ — ζγ θά εΐναι σταθερός Αριθμός. 

Τό ί)ψος ζ ΙσοΟται πρός τό πηλίκον τοΟ ήμίσεος τής παρα¬ 
πλεύρου Επιψανείας διά τής ήμιπεριμέτρου τής βάσεως, 

α' — ζγ σταθ. 

ζ — --- ——,- 

*ΤΥ 

τό μήκος δΕ αύτό θά είναι Επί τοσοΟτον μεγαλύτερον, Αρα καί ό 
Αγχος τοΟ στερεοΟ μεγαλύτερος, Ασον ό διαιρέτης ζ -(-γ θά είναι 
μικρότερος. Επειδή δέ τό γινόμενον ζγ ύπετέθη σταθερόν, τό 
Ελάχιστου τοΟ χ γ ΘΑ συμβαΐνη διά ζ = γ. Ή βάοις Επομένως τον 
μεγίστου στιριοϋ πρέπει νά είναι τετράγωνον. 

ΕΙς τό αύτό συμπέρασμα καταλήγομεν καί Αν θεωρήσωμεν ώς 
βασιν τοΟ μεγίστου στερεοΟ οΐανδήποτε άλλην Εδραν αύτοΟ. Επο¬ 
μένως : 

Έκ τών όρόο γωνίων παραλληλεπιπέδων, τών Εχόντων δοόεΓσαν όλιχήν 
Επιφάνειαν, μέγιστον είναι ό κύβος. 

Πρόβλημα 

370. Ποία Λ μεγίστη χωρητιχότης Ενός ανοιχτού όρθογωνιαχοΟ κι¬ 
βωτίου, διά τό όποιον τό άθροισμα τών έμβαδών τών πέντε έδρών^τον 
είναι δοθέν α*; 
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"Ας διπλασιάσωμεν τόν πρός σπουδήν Ογκον, λαμβάνοντες τό 
μήκος ΑΕ Τσον πρός τό βάθος τοΟ κιβωτίου. 

Ή Ολική έπιφάνεια τοΟ οϋτω σχηματιζομένου παραλληλεπίπε¬ 
δου είναι σταθερά, Τση πρός 2α», καί, 
κατά συνέπειαν τής προηγούμενης άσκή· 2 

σεως, ό όγκος του γίνεται μέγιστος έάν ,ι-- 

τούτο είναι κύβος. Τό μέγιστον κατ' / ί _ / ! 

δγκον, έπομένως, κιβώτιον θά πρέπει τ-- ΐ 

νά είναι τό ήμισυ κύβου, με ΰψος ν Γσον 
πρός τό ήμιαν τής πλευράς τον τετραγώνου 
τής βάσεως. 

Ή δοθεϊσα έπιφάνεια τών πέντε 
έδραν, 

α 8 = χ 8 4χ χ 

γίνεται τότε 


■+4Χ.-1-: 


έπομένως : 



α 

χ = 3= . 

Ρ 


2ίΤ 


καΐ V -- 

3 


2 1(Τ 6|3 


Σημείωσις. Χρήσιμος θά ήτο ή σύγκρισις τής τόσον άπλής καί 
κομψής αύτής λύσεως, ώς καί πολλών Αλλων τάς όποίας ήδη έζε- 
θέσαμεν, πρός τάς λύσεις τάς όποίας παρέχει ή "Αλγεβρα τών 
Ιδίων προβλημάτων. (Βλ. Εχ. ά’ Αΐκέδτε, Ρ. Ο.-Μ, 5β έά.. η° 984). 


Πρόβλημα 

380 .”Εκ τών ορθογωνίων παραλληλεπιπέδων, μέ βάοιν τετράγωνον 
καί διά τά όποια τό άθροισμα τών έπιφανειών τής βάσεως καί μιας 
παραπλεύρου έδρας είναι δοθέν α’, ποιον τό μέγιστον κατ’ όγκον; 

Έστωσαν χ ή πλευρά τής βάσεως, γ τό Οψος. 'Ο Ογκος είναι 
χ’γ καί ή σταθερά έπιφάνεια 

χ 3 4- χγ = α 1 . 

Διά νά άναχθώμεν είς τήν προη- 
γουμένην περίπτωσιν, άρκεΐ νά πολ- 
λαπλασιάσωμεν τήν δοθεϊσαν έπι- 
φάνειαν έπί 16, ή νά θέσωμεν 

(4χ)’ -(- 4.4χγ = 16α*. 

Επειδή τότε ό πρώτος 6ρος τοϋ 
Αθροίσματος παριστάνει τό έμβαδόν 
τετραγώνου μέ πλευράν 4χ, ό δέ 
δεύτερος είναι τό άθροισμα τών 
έμβαδών τεσσάρων παραπλεύρων 
έδρών, έχουσών 4χ ώς βάσιν καί 
Οψος γ. 

Ώς εΤδομεν, ό μέγιστος Ογκος τοΰ νέου στερεοΟ λαμβάνεται 
διά πλευράν τής βάσεως διπλασίαν τοΟ ΰψους (§ 379), 

4χ = 2γ ή γ = 2χ. 

έπομένως: 

Γεωμετρία 14 
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Τό μίγιαχον τώψ &βωρονμέ*ων παρίδωτ Ιαμβάηταχ Λα*> τό όψοτ /, 
«Γναι βίχΧάοιον τής πλευράς ζ τής βάοιώς τον. 


Ή σχέσις 
γίνεται τότε 
άρα: 

χ 


α 



χ’-)-χχ = α’ 
ζ*4-2ζ* = ο*. 



2α· 

καί V = χ'χ = —· 

3/Τ 


Πρόβλημα 

381. Έχ τυχόντος σημείου Λ τής βάσεως τετραέδρου, τοΟ όποίου ή 
είς τήν κορυφήν Ο στερεά γωνία είναι τρισορθογώνιος και α( έξ αυτής 
άχμαί Ισαι, φέρομεν έπίπεδα παράλληλα πρός τάς έδρας τής τριέδρου 
Ο. Διά ποιαν θέσιν τοϋ σημείου Δ έπϊ τής βάσεως τό χατά τόν τρό¬ 
πον αυτόν σχηματιζόμενον παραλληλεπίπεδον έχει μέγιστον δγχον; 

1) Έστω ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ = λ καί ΑΒΓ τό Ισόπλευρον τρίγω¬ 
νον τής βάσεως. 

"Αν παραστήσωμεν διά χ, γ, ι τάς άποστάσεις τυχόντος ση¬ 
μείου τής βάσεως ΑΒΓ άπό τών τριών έδρών, γνωρίζομεν δτι τό 



άθροισμα τών τριών τούτων μηκών είναι σταθερόν καί ίσον πρός 
λ (§ 278). Ό μέγιστος έπομένως δγκος λαμβάνεται δταν 

λ 



_2λ* 

~ 54 ' 


καί είναι Τσος πρός 
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Ό όγκος τοΟ τετραέδρου, έκφραζόμενος συναρτήσει τοΟ λ, εί¬ 
ναι τότε 


ν' 




_λ· _ 9λ· 
~ 6 — 54 


2 

Είναι δηλ. τό μέγιστον παρ/δον τά τοΟ τετραέδρου. 

Παραιήρηοκ. Τό σημεΐον Δ διά τόν μέγιστον όγκον είναι τό 
σημεϊον τομής τών διαμέσων τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 

Α( προβολαί Ε, Ζ, θ τοΟ σημείου Δ έπί τών έδρών είναι τά 
σημεία τομής τών διαμέσων αώτών. 

382. 2) Τυχόν τρίείρον. Βασιζόμενοι έπί τής προτάσεως τής 
παρ/φου 204, περιοριζόμεθα ε(ς τήν διατόπωσιν μόνον τοΟ έπομέ- 
νου θεωρήματος: 

θεώρημα. Έχ τυχόντος σημείου Δ τής βάσεως ΑΒΓ τετραέδρου τυ¬ 
χόντος Ο—ΑΒΓ, φέρομεν έπίπεδα παράλληλα πρός τάς έδρας τής χο¬ 
ροφής Ο. Έχ τών σχηματιζομένων παραλληλεπιπέδων, τό έχον τόν μέ¬ 
γιστον όγκον είναι τό αντιστοιχούν εις σημεΐον Δ, συμπίπτον πρός τό 
σημεΐον τομής τών διαμέσων τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 

2 

Είναι 6έ δ μέγιστος οδτος δγχος τά τοϋ όγχου τοΰ τετραέδρου. 


Πρόβλημα 


383. Διά τής κορυφής Δ παραλληλεπιπέδου νά άχθη έπίπεδον 
ΑΒΓ, τέμνον τάς άχμάς ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ τής απέναντι τής Δ κορυφής Ο 
είς τρόπον, ώστε τό τετράεδρον Ο—ΑΒΓ νά είναι τό έλάχιστον (Σχ. 263). 

Είναι τό άντίστροφον τοΰ προηγουμένου προβλήματος· θά πρέ¬ 
πει αΐ άκμαί ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ νά είναι τριπλάσιοι τών Αντιστοίχων 
άκμών τοΰ παρ/δου, Τό έπίπεδον ΑΒΓ θά διέρχεται διά τής κο¬ 
ρυφής Δ καί τό τετράεδρον Ο—ΑΒΓ θά είναι τό ζητοϋμενον έλά- 

9 

χιστον, μέ όγκον ίσον πρός τά — τοΰ όγκου τοΰ παρ/δου. 

Πρόβλημα 


384. Δοθείσης πυραμίδος, νά άχθη 
έπίπεδον παράλληλον πρός τήν βάσιν 
αυτής είς τρόπον, ώστε τό πρίσμα, μέ 
βάσιν τήν τομήν τής πυραμίδος υπό 
τοΰ έπιπέδου καί ύψος ΘΗ (Σχ. 264), 
νά έχρ τόν μέγιστον όγκον. 

1η ΠερΙηταχης. Ή πυραμΐς Ιχιι βά- 
αιψ τετράγωνον καί ύψος ϊαον Λρός την 
πλευράν α αντοΰ. 

Διά πάσαν, παράλληλον πρός 
τήν βάσιν, τομήν θά Εχωμεν 
ΙΚ = ΖΘ 



ή ΙΚ+ΘΗ = ΖΗ = α. 

Έστω ΙΚ = χ καί ΘΗ - γ· θά Εχωμεν 
χ-(-γ = α. 
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Ό βγκος τοΟ πρίσματος είναι χ 5 γ, γίνεται δέ μέγιστος 6ταν 
χ = 2γ (§ 76, 3η 'Αρχή). Άρα: 

2α , α 

χ = - 3 - καί 7 = -γ ■ 

Ή τομή, Επομένως, &α πρέπει νά άχ&ή είς τά τρίτο» τον υψονς άπό 
2 

τής βάσεως, ή εις τά -γ αύτοΟ άπό τής κορυφής, Ό δγκος του με¬ 
γίστου πρίσματος είναι 

4α' 

V = χ*γ = ψτ' 


384 α. 2α Περέεττωστς. Κατά τούς μετασχηματισμούς, τούς ύπο- 
6ειχθέντας εις τάς παρ/φους 202, 203 καί 204, δυνάμεθα νά εΤπω- 
μεν άπ' εύβείας Οτι: 

Δ <ά τνχονοαν πυραμίδα, τό μέγιστο» πρίσμα αντιστοιχεί είς τομήν άγο- 
2 , 

μένην είς τά -γ τοΰ υψονς άπο τής κορυφής. 

Άλλη λύσις. θεωρήσωμεν κατά πρώτον τριγωνικήν πυραμίδα ίχουααν 
ώς βάσιν τρίγωνον ΑΟΒ. 

Φέρομεν τομήν αύτής ΡΚΣ παράλληλον πρός τήν βάσιν καί 



του Δ εύρίσκεται εις τό τρίτον ■ 
ΑΒ (§ 381), Επεται Οτι καί τό 

τομή ΡΚΣ τής πυραμίδος άχθη ι 


είς τό τυχόν ϋψος καί κατασκευά¬ 
ζουν τό άντίστοιχον εις αύτήν 
πρίσμα, ώς καί τό παραλληλεπί¬ 
πεδον ΔΖΚΕ — ΘΗΟΙ, τοΟ όποιου 
ή κορυφή Δ εΤναι τό μέσον τής 
ΡΣ καί εύρίσκεται έπομένως έπϊ 
τής διαμέσου ΓΔΛ τής έδρας ΑΒΓ. 

1) Τό παραλληλεπίπεδον εί¬ 
ναι τό ήμισυ του πρίσματος- έπει- 
δή τά στερεά αύτά Εχουν τό αύτό 
ϋψος, βάσιν δέ τό πρώτον Τσην 
πρός τό ήμισυ τής βάσεως τοΟ 
δευτέρου. 

2) Είς τό μέγιστον παραλλη¬ 
λεπίπεδον άντιστοιχεϊ διπλάσιον 
αύτοΟ πρίσμα καί, κατά συνέ¬ 
πειαν, τό μέγιστον πρίσμα. Ε¬ 
πειδή δέ τό παραλληλεπίπεδον 
γίνεται μέγιστον Οταν ή κορυφή 
ής διαμέσου ΛΓ άπό τής βάσεως 

πρίσμα γίνεται μέγιστον όταν ή 
2 

(ς τά -γ τοΟ ϋψους άπό τής κο¬ 


ρυφής Γ. 

3) Ή κορυφή Δ του μεγίστου παραλληλεπιπέδου εύρίσκεται, ώς 
2 2 
εϊδομεν, εις τά -γ τής διαμέσου Γ'Λ καί ή κορυφή Κ είς τά -γ 


τής ΓΟ. Γίνεται, λοιπόν, ιό τριγωνικόν πρίσμα μέγιστον δταν ή τομή ΡΚΣ 

, . . 2 . . ,1 

α Ι"Π *<ί τα των ακμών απο τής κορυφής η είς το — τοϋ ΰψονς απο 


τής βάσεως. 
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386. “Ογκος τον μεγίστου χρίσματος. "Ας είναι Β ή βάσις καί υ τό 
Οψος τής δοθείσης πυραμίδος* ύ βγκος αυτής είναι ·γ Βυ. 

2 

Επειδή ή τομή ΡΚΣ γίνεται είς τά του ϋψους, θά ίχωμβν 


(ΡΚΣ) ( 3 ) α (ΡΚΣ)_ 4 

(ΑΟΒ) “ 1 η Β _ 9 


καί 


(ΡΚΣ) = ^· 


Τό ϋψος τοΟ πρίσματος = -γ- · έπομένως, δ βγκος του είναι 
Τσος πρός 

V = 4- Β ■ — = — Βυ. 

9 3 27 

4 

Είναι δηλαδή τό μέγισχον πρίσμα τά — τής πυραμίδος. 

Παρατήρησα. Τό Αποτέλεσμα τοΟτο εΤναι σύμφωνον πρός έκεΐνο 
τό όποιον έλάβομεν δι' Αλλης μεθόδου (§ 384). Διό τήν πυραμίδα 
πράγματι Ζ, ΑΒΓΔ (Σχ. 264), είναι 

ν(Ζ, ΑΒΓΔ) = γ- = ~^Γ~’ 

4α 9 4 

καί τό πρίσμα μέ όγκον εΐ ναι τά γ- τής δοθείσης πυραμίδος. 


386. Έπέκτασις. Τό άνωτέρω θεώρημα διά μίαν τριγωνικήν πυ¬ 
ραμίδα, έπεκτείνεται είς μίαν τυχουσαν πυραμίδα καί Ιδιαιτέρως 
είς τόν κώνον. Δυνάμεθα, έπομένως, νά διατυπώσωμεν τό έπομε- 
νον θεώρημα. 

θεώρημα. Ό μέγιστος έγγεγραμμένος είς δοθέντα κώνον κύλινδρος 

2 

είναι ό έχων άνω βάαιν τήν τομήν τοϋ κώνον είς τά — τον υφονς τον άπό 

Ο 

τής κορυφής. 

Όγκος κώνου = γ πρ’υ, βγκος μεγίστου κυλίνδρου = 

4 1 4 

= - 9 - · — *Ρ’ υ = 57 π Ρ’ υ · 


387, Άντι στρόφος. Ή ιλαχίστου δγχου περίξεγραμμένη πυραμίς ιίς 
δούεν πρίσμα, ίχει ύψος ΖΗ τριπλάσιο* τον ύψους τον πρίσματος. 

Όμοιος. (5 Ιλάχιατος περιγεγραμμένος πάτος ιίς όο&έττα κύλινδρον 
εχει ύψος τριπλάσιοτ τον ύψους τού κυλίνδρου. 


Πρόβλημα 

388. Νά έγγραφή είς σφαίραν τό μέγιστον παραλληλεπίπεδον (**). 
"Ας είναι χ, γ, ζ αί διαστάσεις τυχόντος έγγεγραμμένου είς 
τήν σφαίραν παραλληλεπιπέδου καί δ ή διάμετρος αύτής. 


36. Σημ. μ ε τ. ΌρΘογώνιον, φυσικά. 
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Ύποθέσωμεν Αμετάβλητον τό ϋψος ζ.Ή Εδρα χ, γ είναι Εγγεγραμ¬ 
μένη είς τόν κύκλον, τομήν τής σφαίρας ύπό Επιπέδου άπέχοντος 

τοΟ κέντρου άπόστασιν γ · Επειδή δέ τό ϋψος ζ τοϋ στερεοΟ εί¬ 
ναι σταθερόν, ό Λγκος του γίνεται μέγιστος διά μεγίστην χήν βά- 
σιν του. θά πρέπει λοιπόν ή έδρα (χ. γ) νά είναι τετράγωνον. 

Άναλόγως σκεπτόμενοι, εύρίσκομεν ότι καί πάσα άλλη έδρα 
τοΟ μεγίστου παραλληλεπιπέδου πρέπει νά είναι τετράγωνον καί. 
Επομένως, δτι τό στερεόν τοΟτο πρέπει νά εΐναι κύβος. 

Παρατηρήαεα. 1) Ό έγγεγραμμένος κύβος Εχει ώς διαγώνιον τήν 
διάμετρον τής σφαίρας. "Αρα 

*’ + Υ' + *’ = 6 ’. 3χ*=δ», χ =.-5_ καί V 

1(Τ 3 Υ3 

2 ) Επειδή τό άθροισμα τών τετραγώνων τών τριών διαστά¬ 
σεων εΐναι σταθερόν, δυνάμεθα νά διατυπώσωμεν τήν Ακόλουθον 
άρχήν. 

338 α. ΠΙμητη όρχή. ’Εάν ιό άϋροιομα ίων τετραγώνων τριών ΰετι- 
χών άρι&μών είναι οταόερόν, ιό γινόμενον ανιών γίνεται μέγιοτον όταν ον- 
το ι καταστούν ϊοοι μεταξύ των. 


§ VI. Χρήβίς τής ίφαηχομένης 
Πρόβλημα 

389. Δίδονται τρία Επίπεδα τεμνόμενα άνά δύο κατά τρείς ενόείας, 
ΟΧ, ΟΥ, ΟΖ, μία δέ καμπύλη Επιφάνεια (Ε) περιέχεται μεταξύ αύτών. 
Νά όρισθή Επί τής έπιφανείας ταύιης αημεΐον Δ τοιοΰταν, ώστε τά έχ 
τοϋ αημείοο αΰτοϋ, παραλληλίας πρός τάς έδρας τοϋ τριέδρου, Αγόμενα 
έπίπεδα νά σχηματίζουν μετά τών Ιδρών αΰτοϋ τό μέγιοτον παραλληλε¬ 
πίπεδον. 

Σύμφωνα μέ τά γνωστά Θεωρήματα, τά σχετικά πρός τό τε¬ 
τράεδρον καί τό έγγεγραμμένον εις αύτό πρίσμα (§§ 381, 382), τό 
πρόβλημα λύεται, Εάν φέρωμεν έφαπτόμενον τής έπιφανείας Επί- 
πεδον ΑΒΓ τοιοΟτον, ώστε τό σημεϊον έπαφής Δ νά είναι τό 
κοινόν σημεϊον τών διαμέσων τοϋ τριγώνου ΑΒΓ. 

Πράγματι, τό παραλληλεπίπεδον τοΟτο (Δ) — καί τοϋ όποίου ό 
2 

όγκος είναι τά -γ τοϋ όγκου τοϋ τετραέδρου — είναι μεγαλύτερον 

παντός άλλου (Δ') Εχοντος τήν κορυφήν του Δ' είς τυχόν άλλο 
σημεϊον τοΟ τριγώνου ΑΒΓ (§ 382). Επειδή δέ ή Επιφάνεια (Ε) 
ύποτίθεται κοίλη πρός τό σημεϊον Ο καί περιεχομένη, Επομένως, 
έντός χοΰ τετραέδρου Ο —ΑΒΓ, είναι φανερόν, ότι τό παραλληλε¬ 
πίπεδον τό άντιστοιχοΟν εις τυχόν, διάφορον τοϋ Δ, σημεϊον αύ- 
τής Δ, θά είναι μικρότερου τοΟ παραλληλεπιπέδου τοΟ Εχοντος 
κορυφήν τό Αντίστοιχον (*·) τοϋ Δ, σημεϊον Δ,' τοΟ Επιπέδου ΑΒΓ. 

Επομένως: 


8 ·. Σημ. μ ε τ. Τό σημεϊον Δ', είναι τό σημεϊον καθ’ δ ή εδθεϊα ΟΔ,. 
τέμνει τό Επίπεδον ΑΒΓ. 
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θιώρημ :, Τό μέγισιον παραλληλεπίπεδον Εχει κορυφήν τό οημεΐον 
επαφής Επιπέδου ΑΒΓ, έφαπχομένου τής έπιφανείας είς σημεϊον χοιοΟ- 
τον, ώστε νά είναι τοΰιο τό κοινόν σημεϊον χών διαμέσων χοΟ λαμβανο- 
μενου τριγώνου ΑΒΓ. 

389 α. Παρατηρήοεες. 1) θά ύποδείξωμεν τόν τρόπον εύρέσεως 
χοΟ σημείου έπαφης διά τάς περιπτώσεις μόνον τάς όποιας θά 
συναντήσωμεν Αργότερου. 

Ή χαμπνΧη εχιφάηια είναι ίχ χεριοτροφής' συνήθως είναι σφαι¬ 
ρική ζώνη. 

Έστω ΟΓ ό άξων περιστροφής τής ζώνης, ΧΟΥ έπίπεδον κά¬ 
θετον έπΐ τόν άξονα. 

Διά νά έννράψωμεν 
είς τήν ζώνην (ή είς 
σφαιρικόν τμήμα) τό 
μέγιστον παραλληλε¬ 
πίπεδον, άρκεϊ νά 
θεωρήσωμεν τό τέταρ¬ 
τον τής ζώνης, φέρον- 
τες διά τού άξονος 
ΟΖ δύο έπίπεδα κά¬ 
θετα έπ' άλληλα. Ε¬ 
πειδή διά έγγεγραμ· 
μένα παραλληλεπί¬ 
πεδα τοΟ αύτοΰ ΰ- 
ψους, τό μέγιστον ϊ- 
χει ώς βάσιν τετρά¬ 
γωνον (§ 372). 

Τό τέταρτον τοΟτο 
τής ζώνης είναι συμ¬ 
μετρικόν πρός τό δι¬ 
χοτομούν έπίπεδον 
ΓΟΛ τήν δίεδρον ΟΓ καί τέμνον τήν έπιφάνειαν τής ζώνης κατά 
τό τόξον γΔι· έφαπτόμενον δέ έπίπεδον τής έπιφανείας είς ση· 
μεΐον τι τοΟ τόξου τούτου είναι φανερόν ότι θά τμήση τό τρίεδρον 
κατά τρίγωνον ΑΒΓ Ισοσκελές, καί ή Ιδιότης αΟτη παραμένει 
Αναλλοίωτος διά πάσαν έκ περιστροφής επιφάνειαν. Επομένως: 

Άρχει νά άχ&ϋ Ιφαχτομένη ΓΔΛ τοΰ τόξου γΔΐ ιοιαΰτη, ώοτε 
ΔΓ = 2ΔΛ (§ 315), διότι θά είναι τότε τό σημεϊον Δ κοινόν ση¬ 
μείου τών διαμέσων τοΟ Ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

2) Ή έφαπτομένη ΓΔΛ τού τόξου γΔι, ή τοιαύτη ώστε ΔΓ=2ΔΛ 
όρίζει τήν κορυφήν τοΰ παραλληλεπιπέδου (Δ, Ο). Τά μήκη Δθ καί 
ΔΚ δίν Εχουν τήν αύτήν σχέσιν πρός άλληλα· τό Εν είναι ή άκμή 
τού στερεού καί τό άλλο ή διαγώνιος τού τετραγώνου της βάσεως. 

Είς τήν είδικήν περίπτωσιν καθ’ ήν τό παρ/δον (Δ, Ο) θά ήτο 
κύβος, θά εΤχομεν 

ΔΚ>= 2(ΔΘ)·. 

3) Διά τήν έγγραφήν τού μεγίστου τριγωνικού πρίσματος, θά 
φέρωμεν διά τής εύθείας ΟΖ τρία έπίπεδα κεκλιμένα πρός άλ¬ 
ληλα κατά 120». Επειδή ή βάσις τού τριγωνικού μεγίστου πρίσμα¬ 
τος θά είναι τότε Εγγεγραμμένη είς περιφέρειαν καί κατ’ άνάγ- 
κην (§ 355) Ισόπλευρον τρίγωνον. 
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ΠφίβΙημα 

390. Νά έγγραφή τό μέγιστον παραλληλεπίπεδον ε(ς ιό τμήμα ιό 
όριζόμενον ύπό έπιπέδου καθέτου έπί ιόν άξονα δοθείσης έπιφανείας 
έκ περιοτροφής. Μία τών βάσεων τοΟ παραλληλεπιπέδου Θά πρέ¬ 
πει νά εύρίσχεται έπί τοΟ έπιπέδου τής βάσεως τοΟ πρίσματος. 

Αρκεί νά Θεωρήσωμεν τό τέταρτον πάλιν τοΟ τμήματος, δηλ. 

τό τμήμα τοΟ δνυχος τό περιεχόμενον μεταξύ 
τής βάσεως τοΟ τμήματος καί δύο καθέτων 
έπ’ άλληλα έπιπέδων διά τοΟ άξονος. 

Το μέγιστον στερεόν θά πρέπει νά Ιχη ώς 
κορυφήν έπί τής έπιφανείας του άντιστοίχου 
εις ιόν δνυχα άτράκτου, τό σημεϊον έπαφής 
τοΟ έφαπτομένου έπιπέδομ τής έπιφανείας, 
τοΟ τοιούτου, ώστε τό σημεϊον αύτό νά είναι 
τό κοινόν σηαεΐον ιών διαμέσων του τριγώ¬ 
νου καθ' δ τό επίπεδον τοΟτο τέμνει τάς έδρας 
τοΟ τρισορθογωνίου τριέδρου (§ 381). Έάν 
λοιπόν ΑΒ είναι ό μέσος μεσημβρινός του 
£ι. !67. άτράκτου, θά πρέπει νά άχθη ή έφαπτομένη 

ΜΓΝ εις τρόπον, ώστε 

ΓΜ = 2.ΓΝ. (§315) 

Τό όρθογώνιον παραλληλεπίπεδον, τό βχον ΓΡ ώς άκμήν καί 
ΓΠ ώς διαγώνιον τής άνω βάσεως, είναι τό μέγιστον. Πράγματι, 
διά πάν άλλο σημεϊον θ τής καμπύλης ΑΒ, τό παρ/δον τό άντι- 
στοιχοΟν είς τά τμήματα ΘΕ καί ΘΗ είναι μικρότερον του παρ/- 
δου τών ΔΕ, ΔΖ- τοΟτο δέ είναι μικρότερον τού παρ/δου ιών ΓΡ 
καί ΓΠ. Τό τελευταϊον άρα παρ/δον είναι τό ζητούμενον μέγι¬ 
στον παραλληλεπίπεδον. 

391. Παρατήρησα. Διά τό ήμισφαίριον, ή έφαπτομένη, ή διαιρομ- 

2 

μένη ε(ς τά -ς- τοΟ μήκους της άπό τής κορυφής Μ, δίδει 

ΓΡ> = ^-, ΓΠ« = -Η^~ (§ 316 α, τύπο* (γ) καί (δ)) 

Τό μέγιστον έγγεγραμμένον εις όλόκληρον τήν σφαίραν παραλ¬ 
ληλεπίπεδον είναι έπομένως κύβος. Πράγματι, ΓΡ είναι ή πλευρά 
καί ΓΠ ή διαγώνιος τοΟ τετραγώνου τό όποιον περατώνει τό στε¬ 
ρεόν (§ 389, 2), τό δέ σχήμα ΟΑΓΒ είναι ή τομή του σφαιρικού 
δνυχος, τοΟ έγγεγραμμένου παραλληλεπιπέδου καί τοΰ περιγε- 
γραμμένου τετραέδρου ύπό τοΟ διαγώνιου έπιπέδου τοΰ άγομένου 
διά τής ΟΒ καί τής άπέναντι αύτής διαμέσου ΜΝ. 

392. Μϊγιατο* τον χ’γ. Τό προηγούμενον πρόβλημα όδηγεΐ κατά 
πολύ άπλοΰν τρόπον εις τήν εΟρεσιν τοΟ μεγίστου του γινομένου 
χ’γ· βταν τό άθροισμα τών τετραγώνων τών χ καί γ είναι στα¬ 
θερόν. 

"Ας είναι χ» γ· = α’. 

Διά τό μέγιστον έγγεγραμμένον όρθογώνιον παραλληλεπίπε¬ 
δον χ; ή ΓΠ, είναι τό ήμισυ τής διαγώνιου τοΟ τετραγώνου τής 
βάσεως καί γ, ή ΓΡ, τό ήμισυ τοΟ όλικοΟ ύψους τοΟ ζητουμένου 
παραλληλεπιπέδου. 

Αρκεί νά θεωρήσωμεν τό άγδοον τοΟ στερεού τούτου, δηλ. τό 
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τμήμα αύτοΟ τό περιεχόμενον είς μίαν τών όκτώ τριέδρων τρισορ- 
θογωνίων στερεών γωνιών, τών όριζομένων ύπό τριών έπιπέδων 
καθέτων άνά δύο καί άγομένων διά τοΟ κέντρου της σφαίρας. 

Επειδή τό μέγιστον παρ/δον είναι ό έγγεγραμμένος είς τήν 
σφαίραν κύβος, τό όγδοον τοΟ στερεού τούτου είναι έπίσης κύ¬ 
βος (κ), Ιχων χ ώς μήκος τής διαγώνιου τής βάσεως καί γ ώς μή¬ 
κος τής πλευράς του. 

Επομένως (§ 389, 2), χ* θά είναι Τσον πρός 2γ*. 

"Η ίσότης χ’ -(- γ* =: α* γίνεται 3γ* = α*· 

άρα γ’= ^ρ καίχ* = -|-α*. 

Ό βγκος τοΟ κύβου (κ) είναι ~ χ*. γ καί τό γινόμενον χ*γ 

— τό έκφράζον τό διπλάσιον τοΟ Ογκου τούτου — γίνεται μέγι¬ 
στον δταν 





καί ν’ = ·γ ή γ- 3 

Άρα: ν<«) =-^-χ·γ = ^- /3, 

καί ό βγκος τοΟ έγγεγραμμένου είς τήν σφαίραν κύβου είναι 

β „ 8 α* 

V =8 V («) =—£-*-■ 

Πρόβλημα 

303. Είς σφαιρικόν τομέα, ή σφαιρικόν τμήμα μέ μίαν βάσιν, νά 
έγγραφή ό μέγιστος κύλινδρος. 

Αρκεί νά θεωρήσωμεν τήν 
τομήν τοΟ στερεού ύπό έπιπέ- 
δου άγομένου διά τοΟ άζονος. 

1) Διά τόν τομέα, πρέπει 
νά άχθή έφαπτομένη ΗΓΝ, 
περατουμένη είς τάς άκτίνας 
Ολ, ΟΒ και τοιαύτη, ώστε 


ΗΓ = -ί-ΗΝ 


(§ 315) 


2) Διά τό τμήμα, ή έφα¬ 
πτομένη ΕΔΖ θά είναι πάλιν 
τοιαύτη, ώστε 

ΕΔ=2.ΔΖ. 

Διά τόν κώνον μέ κορυφήν 
Ε καί γενέτειραν ΕΔΖ, ό έγ- 
γεγραμμένος κύλινδρος γίνε¬ 
ται μέγιστος βταν ή τομή ΔΔ' 

είναι είς τά τοΟ Οψους άπό τής κορυφής (5 386). 
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Πρόβλημα 

304. Είς σφαιρικόν τμήμα μέ δύο βάσεις ΑΓΓΆ' νά περιγραφή & 
έλάχιστος κώνος. 

θά πρέπει νά άχθη ή έφαπτομένη ΜΓΝ ε!ς τρόπον, ώστε 

ΜΓ=2.ΓΝ 
(§§ 387, 390). 

Πρέπει νά δειχθή. 8τι 
ό κώνος μέ κορυφήν Μ 
καί γενέτειραν ΜΓΝ εί¬ 
ναι μικρότερος παντός 
άλλου, Ιχοντος γενέτει¬ 
ραν τυχουσαν άλλην έ- 
φαπτομένην Ηθ. 

Ό κύλινδρος ΓΡΟΠ, 
ό ίχων ΓΡ ύψος κα( 
άχτίνα βάσεως ΓΠ, εΤ- 
4 

ναι τά τοΟ κώνου τοΟ 


Άρα Κώνος ΜΟΝ = Κυλίνδρου ΓΡΟΠ. (1) 

Διά τοΟ σημείου Γ φέρομεν παράλληλον ΕΖ πρός τήν έφαπτο¬ 
μένη ν ΘΗ, άς είναι δέ 1, Γ δύο σημεία έπΐ τών εύθειών αύτών 
2 

είς τά — τών μηκών των άπό τών Ζ καί Η άντιστοίχως. 

ΕΙς τόν κώνον ΖΟΕ, ό κύλινδρος ΓΡΟΠ είναι μικρότερος τοΟ 
κυλίνδρου ΙΚΟΛ, τοΟ άντιστοιχόΟντος είς τό πρώτον τρίτον τής 
γενετείρας άπό τής βάσεως (§ 386). 

4 

Επειδή δέ. ώς καί είς (1), ό κύλινδρος ΙΚΟΛ είναι τά 
τοΟ κώνου ΖΟΕ, θά ίχωμεν τήν άνισότητα 

κύλ. ΓΡΟΠ <κυλ. ΙΚΟΛ = -^- κώνου ΖΟΕ, 

9 

έξ ής κώνος ΖΟΕ > — κυλίνδρου ΓΡΟΠ 

ή κώνος ΖΟΕ > κώνου ΜΟΝ. 

Κατά μιίζονα έπομένως λόγον, ώς έκ τοΟ σχήματος: 

κώνος ΗΟΘ> κώνου ΜΟΝ. 

Πρόβλημα 

305. Είς τμήμα παραβολοειδούς έχ περιστροφής μέ μίαν βάσιν ("), 
να έγγραφή & μέγιστος κύλινδρος. 

θά πρέπει νά φέρωμεν τήν έφαπτομένην ΔΕΖ είς τρόπον, ώστε 
ΔΕ = 2. ΕΖ (§ 390). 



παραγομένου ύπό τής ΜΟΝ (§ 386). 


87. 2 η μ. μ·τ. Κάθετον έπί τόν ίζονά τον. 
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Πρός τούτο άρκεΐ νά διαιρεθή ή ΑΗ είς δύο Τσα μέρη- Απειδή 
ή όφαπτομΑνη τής παραβολής διαιρείται ε(ς δύο Τσα μέρη Οπό 
τής ΑφαπτομΑνης είς τήν κο¬ 
ρυφήν (Ο. η· 699), καί έπομέ- 
νως ΑΔ = ΑΟ. 

Ό μέγιστος, βρα, κύλιν¬ 
δρος Ιχει Δς μίαν βάσιν τήν 
τομήν τήν Τσον άπΑχοοσαν τής 
κορυφής Λ καί τής βάσεως ΒΓ 
τού τμήματος τού παραβο- 
λοειδοΟς. 

"Αν ΑΗ==α, ΒΗ = β, δ 
Ογκος τοΟ τμήματος είναι 

παβ» 

2 ' 


(Ο.. η· 953). 



Ή βάσις τοΟ κυλίνδρου έχει Αμβαδύν π(ΟΕ)*· καί Απειδή 


Ιπεται 


ΟΕ· = -ί- ΗΒ’, 


V κυλ. = 


ΟΗ = 


παβ* 


α 

Τ 


Είναι δηλ. ό Ογκος τοΟ μεγίστου κυλίνδρου τδ ήμισυ τοΟ Ογ¬ 
κου τοΟ τμήματος τοΟ παραβολοειδοΟς. 

909. Παρατηρήσεις. 1) Διά τό τμήμα Αλλειπτικού παραβολοει- 
δοΟς, τό προκύπτον έκ τομής αύτοο διά τυχόντος ΑπιπΑδου, ό μέ·. 
γιστος ΑγγεγραμμΑνος κύλινδρος Ιχει πάλιν Δς μίαν βάσιν τήν 
τομήν τοΟ στερεού ύπό ΑπιπΑδου Τσον άπέχοντος της βάσεως αύ· 
τού καί τοΟ παραλλήλου πρός αύτήν ΑφαπτοιιΑνου ΑπιπΑδου. 

2) Διά τό παραβολοειδΑς Ακ περιστροφής, η Αφαπτομένη ΔΖ εί¬ 
ναι ή γενέτειρα τοΟ Αλαχίστου περιγεγραμμένου κΔνου (§ 394). Διά 
τόν Ογκον τοΟ κώνου τούτου, άρκεί νά παρατηρήσωμεν Οτι τό ύψος 


ΔΗ=-^-α 


καί 


ΗΖ' 

ΟΕ· 


_ΔΗ* 

~ Δ0· “ 


ΗΖ' 


άρα: 


ΗΖ·- τ β.· 

9 (X 9 

ν = Τ "β* · Τ = ΪΤ παΡ ’· 


ΠρόβΧημα 

997. Νά έγγραφή «Ις δσθεΐοαν σφαίραν τό μέγτστον κανονικόν κρΓ 
ομα. Α. χ. τό μέγιστον τριγωνικόν. 

Πρώτη Χίας.· ΚαλοΟντες 2γ τό ύφος κανονικού Αγγεγραμμένου 
τριγωνικού πρίσματος, * τήν άκτίνα τής περιγενραμμένης περιφε- 
ρείας είς τό Ισόπλευρον τρίγωνον — βάσιν του πρίσματος καί α 
τήν άκτίνα τής σφαίρας, θά Ιχωμεν τήν σχέσιν 

χ* + γ* = α*. 
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Ή Επιφάνεια δ τής βάσεως τού πρίσματος συναρτήσει τοΟ μή¬ 
κους χ είναι: 


καί ό όγκος του: 




Διό τό μέγιστον τοΟ άριθμοΟ αύτοΟ, 6ηλ. τό μέγιστον τοΟ γι¬ 
νομένου χ’γ, παρατηροΟμεν ότι, άφοΟ 

χ’ 4- γ* = α*, 

τούτο λαμβάνεται διό (§ 392) : 

χ' — 2γ*. 

Άρα: 

, , , α , 2α» 

3γ’ = α’, γ — — , χ’ = — 

|3 3 

κα ϊ 


398. Δευτέρα Ινσις. "Εστω τό πρόβλημα Χελυμένον καί ΑΒΓΑ 
τό ήμισυ του μεγίστου κανονικοΟ τριγωνικοί) πρίσματος (Συ. 271). 

"Ας έκλέξωμεν διό μεσημβρινόν τομής τόν διερχόμενον διό της 

όκμής ΑΛ καί Εστω ΣΟΣ' 
μέγιστος κύκλος τής σφαί¬ 
ρας, κάθετος έπί τάς παρα¬ 
πλεύρους άκμός. 

Διό νά όναγόγωμεν ιό 
πρόβλημα είς . δλλο γνω¬ 
στόν, φέρομεν Βιό τής ΡΟ 
έπίπεδα ΡΘΙ, ΡΖΓ, κάθετα 
όντιστοίχως έπί τάς Εδρας 
ΑΛΓ, ΒΑΛ τοΟ πρίσματος. 
Τό τρίτον τοΰ πρίσματος 
θό περιέχεται μεταξύ τΩν 
οϋτω άχθέντων έπιπέδων 
(§ 389, Παρ/σις). 

θεωρήσωμεν τό πρίσμα 
τούτο τό Εχον βάσιν ΑΔΗΕ 
καί ύψος ΑΛ. "Η ΑΔ είναι 
κάθετος έπί τήν ΗΔ, ή ΑΕ 
έπί τήν ΗΕ καί τό πρίσμα 
(ΑΛ, ΑΔΗΕ) είναι έγγεγραμμένον είς τό τρίεδρον τό σχηματιζό- 
μενον ύπό τοΟ Επιπέδου τοΟ μεγίστου κύκλου ΣΟΣ' καί τΩν με¬ 
σημβρινών Επιπέδων τΩν άγομένων διό τΩν ΗΖ καί Ηθ. Γίνεται 
Επομένως μέγιστον όταν ή κορυφή Α είναι τό σημεϊον έπαφής 
Εφαπτομένης διαιρουμένης είς τό σημείον αύτό είς τό τρίτον τοΟ 
μήκους της όπό τοΟ Μ. (§ 389, Παρατήρησες 1) (·*). 

Συμπίπτει Ιοιπόν ή κορυφή Α τον μεγίστου πρίσματος προς τήν κορυ¬ 
φήν τοΰ ίγγεγραμμένου είς τήν σφαίραν κύβου (§ 390). 



38. Σημ. μ * τ. Κατ’ Επέχταοιν 
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399. Έηίχταακ. Τά αύτά Ισχύουν καί διά παν έγγεγραμμένον 
πρίσμα, Εχον τήν βάσιν Αμοΐαν πρός δοθέν έγγράψιμον πολύγω¬ 
νον. Έν όλίγοις: 

Ή έφαπτομένη ΜΑΝ, ή χοιαντη, ώστε ΑΝ = 2ΑΜ, ορίζει τον μέγι¬ 
στο* έγγεγραμμένον κύλινδρον καί πδν πρϊομα μεγίστου Ογκου, Εχον 
βάσιν όμοΐαν δοθέντος έγγραψίμου πολυγώνου, είναι έγγεγραμμέ- 
νον είς τόν μέγιστον τοΟτον κύλινδρον. 

Όγκοι τών έγγεγραμμένων στερεών. Έστω α ή άκτίς τής σφαίρας* 
γνωρίζομεν Οτι Εχομεν τάς έπομένας σχέσεις (§ 316, γ καί δ): 

ΛΛ’ = — , άρα ΑΑ'= ■?£, · ΑΗ» = — α». ΑΗ = α]/|-. 

3 Ρ 3 »3 


ΑΑ'= 2ΑΛ είναι τό κοινόν Οψος Ολων τών, μεγίστου Ογκου, 
πρισματικών στερεών τών Εγγραφομένων ε(ς τήν σφαίραν καί ΑΗ 
ή άκτΐς τής περιγεγραμμένης είς τήν βάσιν τών πρισμάτων τού¬ 
των περιφέρειας. 


(α) Κύλινδρος. 
(β) Κύβος. 




2α _ 4 

ί3 


πα·. 


(γ) Τριγωνικόν πρϊομα. Ή πλευρά τοΟ Ισοπλεύρου τριγώνου τοΟ 
Εγγεγραμμένου είς κύκλον άκτίνος ΑΗ είναι ΑΗΐΤ, τό 6έ Οψος 
"Αρα 


~2 ΗΑ. 


καί 


Εμβ. ΑΒΓ = 




V = (ΑΒΓ). ΑΑ'= α*. 


Ήτοι: Τό μέγιστον έγγεγραμμένον είς τήν σφαίραν τριγωνικόν 
πρίσμα είναι Ισοδύναμον πρός τόν κύβον μέ άκμήν τήν άκτίνα 
αύτής. 

Πρόβλημα 


400. Δίδονται σφαίρα, είς μέγιστος κύκλος αυτής ΑΟΒ καί Επίπε¬ 
δον ΝΤ. Νά άχθή Επίπεδον (Π) παράλ¬ 
ληλον πρός τό Επίπεδον ΝΤ καί τοιοΰ- 
τον, ώστε ό κύλινδρος, ό προβάλλων 
Επί τό Επίπεδον τοΰ μεγίστου κύκλου 
τήν τομήν τοΰ (Π) καί τής σφαίρας νά 
έχη τόν μέγιστον όγκον. 

’Εκ τοΟ κέντρου Ο τής σφαίρας 
φέρομεν κάθετον ΟΜΝ έπΐ τό Επί¬ 
πεδον ΝΤ, διερχομένην διά τοΟ κέν¬ 
τρου Μ τής τομής ΓΙΔΙ', καί τήν 
κάθετον ΝΠ Επί τό Επίπεδον τοΰ 
μεγίστου κύκλου. 

Α1 γωνίαι ΟΝΠ, ΟΘΜ είναι Τσάι 

καί ό λόγος γνωστός, άφοϋ ή 



γωνία α είναι ώρισμένη. "Ας θέσωμεν ΓΜ = ΜΓ=.τ, ΟΜ = γ. 
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Ή προβολή ΕΛΖΚ τής περίφερείας ΓΔ είναι ίλλειψις, τής 
όποΙας ό μικρός ήμιάξων ΗΛ = ΜΙ'=ι, ό 56 μέγας ήμιάξων 

ΗΖ = ΗΕ = ΓΜ . ουν α = ι συν α, 

(συν α= · Επομένως (Ο., η° 520, 637) 

ν*«λ. γαεζ = π .ΗΕ . ΗΛ . ΗΜ 
δπΐΌ ΗΜ = γ συν α. Άρα 

V = πχ*γ αυν’α. 

Τό μέγιστον τής ποσότητος αύτής έξαρτάται έκ τΟν μεταβολΟν 
τοΟ χ*γ· καί έπειδή χ* 4- γ· = ΓΜ* + ΟΜ' = ΟΓ* = ρ·, έπεται 
(δ 392) βτι τό μέγιστον λαμβανεται όταν 

2 ρ* 

** = -3-ρ’ καιγ 8 =^-· 

Διά τήν κατασκευήν, λαμβάνομεν έπΐ τής άκτίνος ΟΡ’ τμήμα 
ΟΡ — -γ- , όψοΟμεν τήν κάθετον ΡΣ μέχρι τής περίφερείας μέ διά¬ 
μετρον ΟΡ' καί γράφομεν τήν σφαίραν μέ άκτϊνα ΟΣ. Τό ζητού- 
μενον έπίπεδον (Π) είναι τό έφαπτόμενον τής σφαίρας αύτής καί 
παράλληλον πρός τό δοθέν ΝΤ. 

Επειδή : 

ΟΣ* = ΟΡ . ΟΡ'= ρ . = £1. 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 


Ή Εκλογή τών Άβκήββων 


401. "Επειδή αΐ περισσότεροι ιών γραφικών κατασκευών Απαι¬ 
τούν τήν χρήσιν καί τών δύο όρχάνων τών Στοιχείων τής Γεωμετρίας, 
τοΟ χανάνος καί τού διαβήτου, δέν δυνάμεθα νά έπιληφθώμεν τών 
προβλημάτων ή θεωρημάτων τοΰ είδους αϋτοΰ παρά μετά τήν 
σπουδήν τών Ιδιοτήτων τής περιφερείας. 

Τά προτιθέμενα ζητήματα είναι συγκεντρωμένα είς όμάδας, 
κατά φυσικήν συγγένειαν—καί έφ" δσον τό τελευταίον τούτο εΤναι 
έκάστοτε έφικτάν ή σκόπιμον. 

Τά θέματα μιάς ώρισμένης όμάδος δύναται ό Αναγνώστης νά 
έπεξεργασθή στηριζάμενος έπΐ τών Αντιστοίχων προτάσεων τών 
Στοιχείων καί, φυσικά, έπΐ τών προηγουμένως άποδειχθεισών Ασκή¬ 
σεων. Έν τούτοις, πάσα Ικανοποιητική άπόδειξις είναι παραδεκτία, ίιτ'ι 
οίωνδήποτε Αποδεδειγμένα>ν προτάσεων καί αν στηρίζεται. 

Τέλος, θά πρέπει 6 διδάσκων νά Εχη ύπ" δψιν δτι, τού μέοου 
Αρχαρίου μαθητου, ή είς τήν Γεωμετρίαν άπόδοσις καί Ιδιαιτέρως 
ή εύχέρεια ταύτης δέν Αποκτάται παρά μετά τήν πλήρη κατοχήν 
ύπ’ αύτοΰ τών πρώτων δύο ή τριών Βιβλίων τών Στοιχείων. 

402. Σημείωσες. Είς τήν παρούσαν πέμπτην Εκδοσιν τών Ασκή¬ 
σεων Γεωμετρίας, Εχομεν Απλοποιήσει ή καί παραλείψει πολλάς 
τών στοιχειωδών Αποδείξεων τών προηγουμένων έκδόσεων. "Ηδυ- 
νήθημεν οϋτω νά συμπληρώσωμεν μερικά Ενδιαφέροντα θέματα 
καί νά προσθέσωμεν μέγαν Αριθμόν σημειώσεων, χωρίς υπερβολι¬ 
κήν αΟξησιν τοΰ Ογκου τού δλου συγγράμματος. 




ΒΙΒΑΙΟΝ I 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


Γωνία ι 

ΕΙς τό χεφάλαιον τοϋτο θά γίνη λόγος περί τών όρθών μόνον 
γωνιών καί συμπληρωματικών ή παραπληρωματικών γωνιών. 

θιώρημα 1 

403. ’Εάν δυο έφεξής γωνίαι είναι παραπληρωματιχαί, αΐ διχοτόμοι 
των είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας' καί άνχιστρόφως. 

Τό Αντίστροφον άποδεικνύεται εύκόλως. 

Θεώρημα 2 

404. Έάν ή γωνία τών διχοτόμων δύο έφεξής γωνιών βέν είναι 
ορθή, αί μή κοινοί πλευραί αυτών δέν κείνται έπ* ευθείας. 

Άντιστρόφως, έάν αί μή χοιναϊ πλευραί δύο έφεξής γωνιών βέν 
κείνται έπ’ ευθείας, αί διχοτόμοι αύτών δέν είναι χάθβτοι έπ' άλλήλας. 

Θεώρημα 3 

405. Έάν δύο γωνίαι έχουν διαφοράν μίαν όρθήν γωνίαν χαί τοπο¬ 
θετηθούν ή μία έπί τής άλλης, ώστε νά 
αποκτήσουν κοινήν πλευράν, ή γωνία τών 
διχοτόμων των είναι τό ήμισυ τής όρθής 
γωνίας. 

“Εστω ΒΑΔ — ΒΑΓ = ΓΑΔ = 1 όρθή 
γωνία. 

"Εχομεν: 2μ—2ν=1 όρθή γωνία. 

1 Σ*. 273. 

άρα : μ—-ν = — όρθής γωνίας 

^ 1 

ή ΕΑΖ = μ — ν = -γ όρθής γωνίας. 

θεώρημα 4 

406. Αί διχοτόμοι δύο χατά κορυφήν γωνιών κείνται έπ* ευθείας 
γραμμής. 

407. Έάν αί διχοτόμοι δύο ίσων χαί μέ κοινήν κορυφήν γωνιών 
κείνται έπ* ευθείας, αί γωνίαι αδται είναι χατά κορυφήν. 

Θεώρημα 4—1 

408. Έάν δύο εύθεΐαι τέμνωνται, αί διχοτόμοι τών σχηματιζομένων 
τεσσάρων γωνιών είναι χάθετοι έπ’ άλλήλας. 
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θιώρημα 5 


409. Ή άπόστασις τοΰ μέσου ενδυγράμμου τμήματος άπό τυχόντος 
σημείου τής προεκιάσεαις του, είναι Ιση πρός τό ήμκί θρόισμα τών απο¬ 
στάσεων τού σημείου άπό τών άκρων τοΰ τμήματος. 

"Εστω Ο τό μέσον κσΐ Μ τό τυχόν σημεΐον. Επειδή 


ΜΑ = ΜΟ + ΟΑ 

1 » 

καί ΜΒ = ΜΟ — ΒΟ, —- 

διά προσθέσεως κατά μέλη, λαμβά- 
νομεν 

ΜΑ + ΜΒ = 2.ΜΟ, 
ή ΜΟ=-ί-(ΜΑ + ΜΒ). 


θ κόρη μα 6—1 

410. Ή άπόστασι; τοΰ μέσου εϋδιτγράμμου τμήματος άπό τυχόντος 
σημείου αύιοΰ,είναι Ιση πρός τήν ήμιδιαφοράν τών αποστάσεων τοΰ ση¬ 
μείου άπό τών άκρων τοΰ τμήματος. 

Επειδή πάλιν *_° ^_! 

ΜΑ = ΜΟ + ΟΑ χι ^ 

καί ΜΒ = ΟΒ-ΟΜ, 
δι’ άφαιρέσεως κατά μέλη, λαμβάνομεν 

ΜΑ - ΜΒ = 2.ΜΟ 

ή ΜΟ = -ί- (ΜΑ — ΜΒ). 


Παρατήρηοις. Έάν τό σημεΐον Μ εύρίσκεται είς τό Ο, ή άπόστα- 
σις ΜΟ είναι μηδέν καί ή διαφορά ΜΑ — ΜΒ έπίσης μηδέν. Έάν 
τό Μ Ελθη είς τό Β, ή άπόστασις ΜΒ είναι έκείνη ήτις μηδενίζε¬ 
ται καί θά εΤναι πάλιν ΜΟ = -^-(ΜΑ — ΜΒ). 


Διιρίύνηαις. Διά νά διατυπώσωμεν τ' άνωτέρω είς γενικόν 
άς παραστήσω- 


411. 
τύπον, 

μεν διά τών α καί β τάς 
άποστάσεις ΑΜ, ΒΜ καί 
διά μ τήν άπόστασιν Ο Μ. 

"Αν λ είναι τό μήκος 
τοΰ τμήματος ΑΒ, θά 
Εχωμεν τάς σχέσεις: 

μ = α — λ 
μ = -)-λ 

καί διά προσθέσεως κατά μέλη τήν 

2 μ= α + β, 

. α + Ρ 

ή μ = . 


Σχ. 276. 


Γεωμετρία 


15 
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'Ο τύπος αότός είναι γενικός καί Εφαρμόζεται διά πάσαν θέ- 
σιν τοΟ Μ έπί τής εύθείας ΑΒ, όπό τήν προϋπώθεσιν βμως τής 
παραδοχής τής έπομένης συμφωνίας: 


412. Σνμψαψία. ίιά νά αημχία χών άηοστάσχωψ. “Εν κινητόν 
οημεϊον δύναται νά διαγράψη μίαν εύθεΐαν κινούμενον κατά δύο 
διαφόρους διευθύνσεις, ή φοράς, Απ' αύτής. Τά μήκη τμημάτων έπί 
τής ευθείας, τά όποια δύνανται νά θεωρηθούν διαγραφόμενα κατά 
μίαν ώρισμένην έκ τών δύο αότών διευθύνσεων, X. χ. τήν ΐξ άριοχιρών 
χρύς χά δεξιά, θά θεωρούνται ώς θετικά, άρνητικά δέ έάν θεωρη¬ 
θούν διαγραφόμενα κατά τήν άντίθετον διεύθυνσιν. 

ΟΟτω, έάν αΐ άποστάσεις ΑΜ, ΟΜ, ΒΜ (Σχ. 276) θεωρηθούν 

ώς θετικοί, έπειδή αΐ διευθύνσεις έκ 
μ τού Α πρός Μ κλπ. εΤναι έξ άριστε- 

· « ρών πρός τά δεξιά, θά πρέπει νά 
θεωρήσωμεν ώς άρνητικάς τάς άπο- 
στάσεις ΜΑ, ΜΒ, ΜΟ. 

Κατά τήν συμφωνίαν αύτήν θά 
γράψωμεν : 

ΑΜ = —ΜΑ, 


λ ο 


ϊ*. 777- 


άφοΟ τά βύο αύτά μήκη Εχουν τήν Ιδίαν άπόλυτον τιμήν άλλά 
θεωρούνται διαγραφόμενα κατ' άντιθέτους φοράς. 

άτντέ&ι ηχρίπιωοκ. Έάν τό οημεϊον Μ εύρίσκεται έπί τού τμή¬ 
ματος ΑΒ, δυνάμβθα πάλιν νά γράψωμεν 

μ = 4· (α + β) · 


Πράγματι, ώς εΤδομεν (§ 410), είναι 


ΟΜ = — (ΑΜ - ΒΜ). 

Άλλ' άν θεωρήσωμεν τάς άποστάσεις ΟΜ. ΑΜ ώς θετικά 
ποσά, τό ΒΜ, άντιθέτου φοράς πρός τά δύο πρώτα, θά πρέπει νά 
ληφθή ώς άρνητικόν. Ό τύπος, Επομένως 

μ = \ (« + Ρ). 

Εξακολουθεί νά Ισχύη καί είς Τήν περίπτωσιν αύτήν, λογιζομένου 
δμως τού άριθμοΟ β ώς άρνητικοΰ. 

ΟΟτω φθάνομεν είς τό άκόλουθον γενιχόν θεώρημα: 


θχύρημα 6—II 

413. "Οταν τρία σημεία Α, Β, Μ, εύρίαχωνται έπ' εύθείας γραμμής, 
ή άπόοτασις τού ένός έξ αύιών από τού μέσον τοΟ τμήματος, τό όποιον 
δρίζεται άπό τά δύο άλλα σημεία, είναι ό μέσος άριθμιτικός των αποστά¬ 
σεων τοΰ αΰτοϋ σημείου άπό ιών δύο άλλων σημείων. 

Παραχήρηαις. Διά νά συμπίπτουν τά δύο άπό τά τρία σημεία, 
θά πρέπει οΐ άριθμοί α ή β νά είναι μηδέν. 

'Ο άριθμός μ μηδενίζεται δταν τό οημεϊον Μ είναι τό μέσον 
Ο τοΟ τμήματος ΑΒ' είς τήν περίπτωσιν αύτήν τό άλγεβρικόν 
άθροισμα α β είναι έπίσης μηδέν. 
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Επειδή τ6τε 

ΟΜ = 0= (ΟΛ + ΟΒ) 

καί τά δύο μήκη ΟΑ, ΟΒ Εχουν τήν αύτήν άπόλυτον τιμήν άλλ' 
άντίθετα σημεία. 

Ή άνωτέρω διερεύνησις Εφαρμόζεται καί ε(ς τήν έπομένην 
δσκησιν. 

θεώρ *]μα 6 



414. Ή γωνία τής διχοτόμου μιας γωνίας πρός τυχοϋσαν ευθείαν, διά 
τής κορυφής τής γωνίας αγόμενης καί. έχτός αυ¬ 
τής χειμένης, είναι Ιση πρός ιό ήμιάθρόισμα ιών 
γωνιών, τών σχηματιζομενων υπό τής εύθείας αύ- 
τής καί τών πλευρών τής δοθείαης γωνίας. 

"Εστωσαν ΓΟ ή διχοτόμος τής γωνίας 
ΑΓΒ καί ΓΜ τυχοΟσα εύβεϊα Εκτός τής γω¬ 
νίας αύτής κειμένη. θά Εχωμεν 

ΜΓΑ + ΜΓΒ = 2.ΜΓΟ 

/Α 1 χν ✓'ν £]. 278. 

ή ΜΓΟ = -γ (ΜΓΑ 4- ΜΓΒ). 

θεώρημα 6 — I 

416. Ή γωνία τής διχοτόμου μιας γωνίας πρός τυχοϋσαν ευθείαν, 
διά τής κορυφής τής γωνίας άγομένης καί Εντός αυτής χειμένης, είναι 
Ιση πρός τήν ήμιδιαφοράν τών γωνιών, τών σχηματιζομενων υπό τής 
ευθείας αύτής καί τών πλευρών τής δοθείσης γωνίας. 

Έστωσαν ΓΟ ή διχοτόμος τής γωνίας ΑΓΒ καί ΓΜ τυχοΟσα 
ευθεία Εντός τής γωνίας αύτής κειμΕνη. 
θά Εχωμεν 

ΜΓΑ — ΜΓΒ = 2.ΜΓΟ 

α 1 /\ /\ 

ΜΓΟ = -γ (ΜΓΑ - ΜΓΒ). 

Επεκτάσεις. Ανάλογα θεωρήματα εύρί- 
σκομεν διά κυκλικά τόξα καί κυκλικούς 
τομείς. Επίσης διά σφαιρικούς άτράκτους 
καί σφαιρικούς όνυχας περί τήν αυτήν 
διάμετρον καθώς καί διά ζώνας μιάς 
σφαίρας, τάς όριζομένας Επ' αύτής ύπό παραλλήλων Επιπέδων. 

Εις όλας τάς περιπτώσεις αύτάς, ή άπόδειζις γίνεται κατά τόν 
ίδιον άκριβώς τρόπον, όπως καί εις τάς άσκήσεις τών παραγρά¬ 
φων 409, 410 καί 413. 



ΚάΦετο* καί ηλάγιαι 

416. θά άρκεσθώμεν εις Ενα μικρόν άριθμόν σχετικών άσκή- 
σεων. Επειδή τάς περισσοτέρας τών συνεπειών τοΟ θεωρήματος 
Επί τών καθέτων καί πλοτγίων είναι προτιμώτερον νά ποριζόμεθα 
Εκ τών θεωρημάτων Επί τής Ισότητος τών τριγώνων. 
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417. Μέ& οδος άγαστρ αφής. Διά νά άποδείξωμεν δτι όνο ηίάγιαι 
ιών όποιων οΐ πόόις άνιαον απέχουν άπό τον ποόος τής καθέτου ι'ναι ΐοαι, 
έφαρμόζομεν τήν μέθοδον τής Αναστροφής (Ο., η° 38, 2)). Ή πολύ 
άπλή σύτή μέθοδος δύναται νά θεωρηθή ώς είδική περίπτωσις τής 
έπιθέαεω;, τήν όποίαν χρησιμοποιοϋμεν, συνήθως, διά τήν άπόδει- 
ζιν τών δύο πρώτων περιπτώσεων Ισότητος δύο τριγώνων. 

θσώρημα 7 

418. Δυο πλάγιοι, ιών όποιων οΐ πόδες απέχουν Ισον τού ποδός τής 
καθέτου, σχηματίζουν Ισος γωνίας μετά τής καθέτου και τής ευθείας 
έφ’ ής οί πόδες των. 

θτώρημα 7—I 

418. Δυο πλάγιοι είναι ίσαι: 

1) Έάν ή χάόετος είναι διχοτόμοι τής γωνίας των. 

2) 'Εάν οί ηό&τς των ίσον Απέχουν τον ποδός τής καθέτου. 

3) Έαν σχηματίζουν ΐσας γωνίας μετά τής ευθείας ίφ' ής οί πόόις των. 

θτώρημα 7—II 

420. Πάσα κάθετος έπί τήν διχοτόμον μιας γωνίας τέμνει τάς πλευ¬ 
ράς αυτής είς (σας άποστάσεις άπό τής κορυφής. Τό μέσον 6έ τοΰ με¬ 
ταξύ των πλευρών τμήματος τής καθέτου κεΐται έπί τής διχοτόμου. 


Οαύρτ/μα 8 


421. Νά δειχθή άπ’ ευθείας ότι, α( αποστάσεις άπό τών άχρων τμή¬ 
ματος παντός σημείου ευρισκομένου έκτος τής 
χαθέτου είς τό μέσον τοΟ τμήματος τούτου, 
είναι άνισοι. 

Ή έπομένη άπόδειξις είναι πολύ άπλή. 
Έστω Ζ τό σημεΐον έκτός τής καθέτου 
ΑΒ είς τό μέσον τής ΓΔ. 

Έάν ίκ τοΟ Ζ φέρωμεν κάθετον ΖΕ 
_ ^ έπί τήν ΓΔ, ό πούς Ε είναι διάφορος τοϋ 

" σημείου Β· έπειδή, άλλως, θά ύπήρχον 66ο 

κάθετοι έπί τήν Ιδίαν εύθεϊαν είς τό αϋτό 
σημεΐον Β=Ε. Α1 άποστάσεις λοιπόν ΓΕ, ΔΕ είναι άνισοι, άρα 
καί αί πλάγιαι ΖΓ, ΖΔ είναι έπίσης άνισοι. 



θαώρημα θ 

422. Έάν έκ σημείου Λ, έκτός ευθείας ΜΝ κειμένου, φέρωμεν έπ' 
αυτήν τήν κάθετον ΑΒ καί πλαγίας ΑΓ, ΑΔ, ΑΕ τών όποιων (πλα¬ 
γίων) τά μήκη νά εύρίσχωνται κατ' αριθμητικήν πρόοδον, ή άπόστασις 
ΓΔ θά είναι μεγαλυτέρα τής άποστάσεως ΔΕ. (Ν. Α. 1846, σ. 448, Ηαεί, 
σ. 47' , ϋοΓίηογ). 

Κατά τά δεδομένα είναι; 

ΑΕ - ΑΔ = ΑΔ - ΑΓ 
ΑΕ + ΑΓ= 2ΑΔ. 


ή 
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Προεκτείνομεν τήν ΑΔ είς ίσον μήκος Δθ, λαμβάνομεν έπί τής 
ΜΝ τμήμα ΔΗ = ΓΔ καί φέρομεν τήν ΘΗ. 

Αρκεί νά δειχθή βτι ΑΗ> ΑΕ· έπειδή τότε θά είναι ΒΗ>ΒΕ ή 

ΒΗ = ΒΔ4-ΔΗ = ΒΔ+ΔΓ> ΒΕ = ΒΔ + ΔΕ 


βηλ. ΔΓ > ΔΕ. 

Έκ τών ίσων τριγώνων ΑΔΓ, ΗΔΘ, 
θά βγωμεν: 

ΗΘ = ΑΓ· 

•Αλλά 

ΑΗ +ΗΘ > Αθ· 

ή 

ΑΗ -|- ΑΓ > Αθ· 

καί έπειδή 

ΑΕ+ΑΓ = 2ΑΔ= Αθ, 

ϊπεται: 

ΑΗ > ΑΕ. 



Τχ. <Μ. 


Παράλληλοι 


423. Ή θεωρία τών παραλλήλων παρέχει τά έπόμενα δύο θεμε- 
λειώδη θεωρήματα, χρηοιμεύοντα διά τήν λύσιν πολλών άσκήσεων: 

Δύο παράλληλοι εΰόιϊαι, τεμνόμεναι υπό τρίτης εύ&είας, σχηματίζουν μετ' 
αυτής γωνίας έντός εναλλάξ καί εντός, έκτος καί επί ιά αχιχά μέρη Ιοας. 

Παράλληλα τμήματα μεταξύ παραλλήλων εν&ειών είναι Γαα’ είδική πε- 
ρίπτωσις τοΟ θεωρήματος τούτου είναι ή πρότασις, καθ’ ήν κάΰεχα 
τμήματα μεταξύ παραλλήλων εν&ειών είναι ιοα. 

Πολλαΐ τών Ιδιοτήτων τών τριγώνων δύνανται νά άποδειχθοΟν 
καί Λνευ τής έννοίας τών παραλλήλων άλλ' ή τάξις τήν όποίαν 
θά Ακολουθήσωμεν θά μάς έπιτρέψη νά συγκεντρώσωμεν είς μίαν 
Αμάδα μέγαν Αριθμόν προτάσεων σχετικών πρός τό τρίγωνον. 

424. Τά αίτημα. Παρά τάς προσπαθείας τών μεγαλοτέρων γεω- 
μετρών, τά Στοιχεία τής Γεωμετρίας δέν ήδυνήθησαν ν’ Απαλλαγούν 
διά τήν θεμελίωσιν τής θεωρίας τών παραλλήλων τής Ανάγκης ένάς 
αιτήματος. ΤΑ αίτημα τούτο—τού Εϋκλείδου—είναι τό Ακόλουθον: 

Δύο εΰΦεΐαι τέμνονται εάν, τεμνόμεναι ΰπό τρίτης, σχηματίζουν μετ' αυ¬ 
τής γωνίας ίντός καί έπί τά αυτά μέρη μη παραπληρωματικός. 

Είς πλεΐστα τών νεωτέρων συγγραμμάτων άναψέρεται τό έπό- 
μενον αίτημα, προταθέν οπό τοΟ ΟβΓ^οηηβ (είς τά Αηηαΐεε Αε 
Μαΐδέπΐϊΐίςυεί, Ιοπιε III, 1812 - 1813 ο. 353, θεωρ. 4): 

Έξ ίνός σημείου έκτος εν&είας κειμένου, Λεν δυνάμει >α νά ψέρωμεν παρά 
μίαν μόνον παράλληλον πρός τήν εΰ&εΐαν ταντην. 

Άπόδειξις. Διά τήν ϊκθεσιν τής θεωρίας τών παραλλήλων χω¬ 
ρίς τήν βοήθειαν αίτήματος, πρέπει νά χρησιμοποιήσωμεν Απειρο- 
στικάς μεθόδους καί αΐ όποϊαι φυσικά δέν Ιχουν θέσιν είς τάς 
άρχάς τών στοιχείων τής Γεωμετρίας. Ή Απόδειξις ή συχνότερον 
Δναφερομένη είναι τοΟ Βετίτεπά. ’Ο γεωμέτρης οδτος θεωρεί τόν 
έπίπεδον Απεριόριστον χώρον, τόν περιεχόμενον μεταξύ τών πλευ- 
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ρών μιδς γωνίας καί χρησιμοποιεί ακεραίους ταινίας, ήδη θεωρη- 
θείσας ένωρίτερον ύπό τοΟ Α. ΑτοβυΜ είς τό Εργον του τΥομυεουχ 
έίεηιεηΐβ άε ΟέοτηέΙνχε ίκδοθέν τό 1667: 

I.—Λήμμα 

425. Έπί μιας ιών πλευρών ΑΧ μιας ορθής γωνίας ΧΑΑ', λαμβά- 
νομεν μήκη ίοα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ... καί διά 
ιών σημείων διαιρέσεως φέρομεν καθέτους 
ΒΒ', ΓΓ'... έπί τήν πλευράν ΑΧ. ΑΙ οΰτω 
σχηματιζόμεναι ταινίαι ΑΆΒΒ'. .. είναι 
άπεριόριστοι κατά την φοράν ΑΑ'. Είναι 
όμως αδύνατον νά καλύψουν ολόκληρον 
τόν γωνιακόν χώρον ΧΑΑ', όαονδήποτε 
μέγας καί 4ν ληφθή 6 αριθμός αυτών. 

Πράγματι, αΐ ταινίαι αδται είναι 
άπεριώριστοι κατά τήν φοράν ΑΑ’. 
Άλλ' ίπειδή Εν πεπερασμένου πλήθος 
μηκών, ώς τό ΑΒ, δέν δύναται ούδέ- 
ποτε νά καλύψη τήν άπεριόριστον πρός 
τά δεξιά εύθεΐαν ΑΧ, Επεται 8τι αϊ 
ταινίαι αϊ σχηματιζόμεναι ύπό τών παραλλήλων ΑΑ', ΒΒ'.. . δέν 
δόνανται νά καλύψουν τελείως τόν γωνιακόν χώρον ΧΑΑ'. 




βώμεν μάλιστα αύτόν. 


II.—Λήμμα 

426. Μία γωνία Α'ΑΒ', όαονδήποτε 
μικρά καί άν ϋποτεθή, δύναται, έπαναλαμ- 
βανομένη διαδοχιχώς, νά καλύψη τελείως 
τήν ορθήν γωνίαν ΧΑΑ'. 

Πράγματι έπειδή τά είς σύγκρισιν 
ποσά ΑΆΧ καί Α'ΑΒ' είναι τοΟ αύτοϋ 
είδους, είναι προφανές 8τι έπαναλαμ- 
βάνοντες τήν γωνίαν Α’ΑΒ', έπαρκεΐς 
τό πλήθος φοράς, δυνάμεθα νά καλύ- 
ψωμεν τόν χώρον Α'ΑΧ καί νά ύπερ- 

III.—θεώρημα 


427. Δύο εύθεΐαι ΓΔ καί ΑΒ, έκ τών οποίων 
ή πρώτη είναι κάθετος καί ή άλλη πλαγία πρός 
εΰθεϊαν ΑΧ, άναγχαίως τέμνονται. 

Έστω ΑΖ ή κάθετος είς τό Α έπί τήν εύ- 
θεϊαν ΑΧ. ΑΙ δύο κάθετοι ΑΖ καί ΓΔ άποτε- 
λοΟν ταινίαν, έντός τής όποιας δέν δύναται νά 
περιέχεται ό άπέρατος γωνιακός χώρος ΖΑΒ· 
Διότι, έν έναντίψ περιπτώσει, καί δεδομένου 

-— 8τι Ενας πεπερασμένος άριθμός γωνιακών χώ- 

Λ 1 χ ρων,ώς ό ΖΑΒ, καλύπτει τόν χώρον ΖΑΧ (II 

Σχ. »*· Λήμμα), θά Επρεπε όπως εις, τό πολύ ίσος, 

άριθμός ταινιών ώς ή ΖΑΓΔ, νά έκάλυπτε 
τόν αύτόν χώρον. Τοΰτο όμως είναι άδύνατον κατά τό I Λήμμα. 
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ΈπβιΒή λοιπόν 6έν Βύναται νά περιέχεται ό χώρος ΖΑΒ έντός 
τής ταινίας ΖΑΓΔ, ή Βέ εύθεία ΑΒ είναι κοινή τών Βύο τούτων 
χώρων, θά πρέπει τμήμα τοΟ χώρου ΖΑΒ νά εύρίσκβται έκτός τής 
ταινίας ΖΑΓΔ. Ήτοι η εύθεία ΑΒ νά τέμνη τήν ΓΔ. 

428. Σημεεώαεες. 1) Είναι εύκολώτερον νά διίβη τις ή νά έκ- 
φράση τά πολλά παρά&οξα καί άσυμβίβαστα τής άνωτέρω άπο- 
Βείξεως. 

Συγκρίνονται λ. χ. χώροι άπεριόριστοι, Οπως μ(α γωνία καί μία 
ταινία, καί τούς όποιους Βέν Βυνάμεθα νά έπιθέσωμεν ίπ' άλλήλων. 

*Άν είναι άληθές τό λεγόμενον ότι τά αΐτήματα Βέν Ικανοποιούν 
πλήρως τό πνεύμα, τό ΤΒιον θά ήΒύνατο νά λεχθή καί 6Γ ώρισμέ- 
νας «άποδείξεις». 

Ό ΤβΓαιιβιη Βιετύπωσεν σοβαρός άντιρρήσεις έπΐ τής προηγου- 
μένης άποοείξεως (Μ. Α. 1845, σ. 549 καί 550. 

Ή άπόδειζις τού αΐτήματος, τήν όποιαν ΒΙΒει ό 1>«£εη<ΐΓβ είς 
τό Συμπλήρωμα τοΟ ίργου του έίέιηεηί» άε ΟέονηέΙτϊε, Βέν άντέχει 
έπίσης είς αύστηράν κριτικήν. 

2) Δυνάμεθα νά άποδείξωμεν άπ' ευθείας, χωρίς τήν βοήΰααν 
ιών παραλλήλων, δτι τό άθροισμα τών τριών γωνιών τριγώνου είναι 
Βύο όρθαί. έάν άποδεχθώμεν τούς όρισμοϋς καί τούς συλλογι¬ 
σμούς του ΒετΙταηά (Απ. <3ε Οίτ^οππε, Ιοπιε III, 1812- 1813, ρ. ρ. 
355,356) καθώς καί Γί. Α. 1942, ρ. ρ. 210,213, άρθρου τοΟ Τετςοεαι). 

3) "Ονομάζονται μή Ενχλείδιιοι Γεωμεχρϊαι, αί Γεωμετρίαι αΐ μή 
αποδεχόμενοι τό αίτημα του Εύκλείδου. Ή πρώτη τούτων όφείλε- 
ται εις τόν ΐχιΒίΐίοΙιείϊΙι γ, ρώσον γεωμέτρην (1793 - 1856)· σύνοψιν 
αυτής ευρίσκει τις είς τό Αρρεηάίεε άιι ΤηιΐΙέ άε ΟίοτηέΙνίε τών 
ΚοιιεΒέ καί Οοτηύβι-ουβκε. 

Ή Γεωμετρία τού Κΐεηιαηη (1826 - 1866) Βέν άποΒέχεται έπΐ- 
σης τό αίτημα τού Εύκλείδου (βλ. Μαίλιεείε, 1894, ρ. 180, άρθρον 
τού Μ.τηδίοπ). 

Ώς άντιστάθμισμα τών έγκωμιαζουσών τάς μή Ενχλειίιίονς Γεω- 
μειρίας μελετών, Βύναται τις νά άναγνώση άρθρα τών άε Οοηιηιί- 
ηεε <1ε ΜίτοίΠγ καί Ρτοίοιν (Α. Ρ. 1889, ρ. 88 καί 1904, ρ. 88). 

Εις τό ϊργον τού Ο. Ι,εεΗεΙ»» : Εΐΐλάε ϊμγ ΓΕεραεε βΐ Ιε Τετηρ» 
(2β έόϊΐϊοη, 1909), εύρίσκονται ένδιαφέρουσαι παρατηρήσεις έπί 
τοΟ αιτήματος τοΟ Εύκλείδου καί τής Γενιχής Γεωμετρίας (Κεφ. III 
καί IV). 

θεώρημα ΙΟ 


429. Έάν αί πλευρά! δύο γωνιών είναι παράλληλοι, αί διχοτόμοι 
αύιών είναι παράλληλοι ή κάθετοι 
ενθείαι. 

Έάν αί γωνίαι αύταί, ΑΒΓ καί 
ΔΕΖ, είναι άμφότεραι όξεϊαι ή άμ- 
φότεραι άμβλεϊαι, θά είναι Τσάι 
καί τά ήμίση των έπίσης ίοα. 

“Ωστε ... 

ΑΙ Βέ γωνίαι ΑΒΓ, ΔΕΓ είναι 
παραπληρωματικοί καί ή διχοτόμος 
ΜΝ τής Βευτέρας, οδσα κάθετος 
έπί τήν διχοτόμον ΕΚ τής ΔΕΖ", θά 
είναι κάθετος έπίσης καί έπί τήν, 
παράλληλον πρός αύτήν, διχοτόμον ΒΙ τής πρώτης. 
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430. ’Εάν αΐ χλευραΐ δύο γωνιών είναι άντιστοίχως κάθετοι εύθεΐαι, 
αΐ διχοτόμοι αΰιών είναι κάθετοι ή κατάλληλοι εϋθεϊαι. 

Θεώρημα 11 

431. Ή κατάλληλος πρός τήν βάσιν τριγώνου, ή άγομένη έχ τοΟ μέ- 

οου μιας πλευράς, Ισοΰιαι πρός τό 
Τίμιου τής βάσεως χαί διέρχεται διά 
τού μέσου τής άλλης αλευράς. 

Έστω ΑΒΓ τυχόν τρίγωνον. 
Διά τοΟ μέσου Ζ τής ΑΒ φέρο¬ 
με ν τήν ΖΕ παράλληλον τιρός 
τήν ΒΓ καί τήν ΕΔ παράλληλον 
τής ΑΒ. 

Τό σχήμα ΖΒΔΕ είναι παραλ¬ 
ληλόγραμμον, άρα ΖΕ = ΒΔ καί 
ΖΒ = ΕΔ. 

Τά δέ τρίγωνα ΑΖΕ καί ΕΔΓ 
είναι Τσα, ώς Εχοντα μίαν πλευ¬ 
ράν Τσην καί τάς προσκειμένας είς αύτήν γωνίας Τσας· άρα 
ΛΖ = ΕΔ = ΖΒ καί ΒΔ = ΖΕ = ΔΓ. 

Ήτοι ή εύθεϊα ΖΕ συνδέει τά μέσα τών πλευρών ΑΒ, ΑΓ καί 
είναι Τση πρός τό ήμισυ τής ΒΓ. 

θεώρημα 11—1 

432. ΑΙ εύθεΐαι αΐ συνδέουσαι τά μέσα τών πλευρών ένός τριγώ¬ 
νου, διαιρούν αυτό είς τέασαρα τρί¬ 
γωνα Ισα. 

Έστωσαν Δ, Ε, Ζ τά μέσα τών 
πλευρών τοΟ ΑΒΓ. Επειδή έκάστη 
τών εύθειών ΔΕ, ΕΖ, ΖΔ είναι τό 
ήμισυ τής πλευράς πρός ήν εΐναι 
παράλληλος, τά τέσσαρα σχηματι- 
ζόμενα τρίγωνα είναι Τσα πρός άλ- 
ληλα, ώς Εχοντα τάς πλευράς των, 
άνά δύο, Τσας μίαν πρός μίαν. 
Παρατήρηοις. Άναφορικώς πρός τό τρίγωνον ΑΒΓ, τό τρίγωνον 
ΔΕΖ όνομάζεται διάμεσον (τηέάιαη! τρίγωνον ή συμπληρωματικόν (βλ. 
έπ. § 434 α). 

θεώρημα 12 

433. Ή διάμεσος έκί τινα πλευράν τριγώνου 
τέμνει είς δύο Ισα τμήματα τήν ευθείαν, τήν συν- 
δέουσαν τά μέσα τών δύο άλλων πλευρών. 

Ώς εΤδομεν (§ 431), ή εύθεϊα ΖΕ είναι 
παράλληλος πρός τήν ΒΓ. Ή δέ εύθεϊα Ζθ, 
διερχομένη διά τοΟ μέσου Ζ τής πλευράς 
ΑΒ τοΟ τριγώνου ΑΒΔ, διέρχεται καί διά 
τοΟ μέσου θ τής άλλης πλευράς του ΑΔ καί 
είναι Τση πρός τό ήμισυ τής βάσεως ΒΔ. Διά 
τόν αύτόν λόγον καί ή ΘΕ είναι τό ήμισυ τής ΔΓ. 'Αρα ΖΘ=ΘΕ 
καί τό σημεϊον θ είναι μέσον τής διαμέσου ΑΔ καί τοΟ τμήμα¬ 
τος ΖΕ. 


* 

Ύ. / \· 


Σχ. 287. 
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2α Ά*όΛ*ίξις. Τό σχήμα ΑΖΔΕ είναι παραλληλόγραμμον (§432), 
Ιχον ώς διαγώνιους τάς ΑΔ καί ΖΕ. Άρα 

ΑΘ = ΘΔ καί Ζθ = ΘΕ. 
θεώρημα 13 

434. ΑΙ παράλληλοι πρός τάς πλευράς τριγώνου, αΐ έχ των κορυ¬ 
φών αΰτοδ αγόμενοι, σχηματίζουν τρίγω¬ 
νον Ιχον τάς χορυφάς τοΟ αρχικοί τριγώ¬ 
νου ως μέσα τών πλευρών αΰτοδ. 

Έστωσαν ΑΒΓ καί ΔΕΖ τά τρίγωνα 
ταϋτα. Ένεκα τών τριών παραλληλο¬ 
γράμμων ΑΓΒΖ, ΑΒΓΕ καί ΑΓΔΒ, θά 
ϊχωμεν 

ΖΒ = ΑΓ= ΒΔ, ΑΕ = ΒΓ = ΑΖ, 

ΓΔ = ΑΒ = ΓΕ. 

Τά σημεία δηλ. Α, Β, Γ, είναι τά μέσα τών πλευρών τοΟ δευ¬ 
τέρου τριγώνου. 

Παραιήρηοκ. Τό τρίγωνον ΔΕΖ άποτελεϊται έκ τεσσάρων τρι¬ 
γώνων, Τσων πρός τό άρχικόν ΑΒΓ. 

434 α. Σημαίτοοις. Άναφορικώς πρός τό τρίγωνον ΑΒΓ, τό τρί¬ 
γωνον ΔΕΖ όνοαάζεται Λντισυμπληρωματικόν τρίγωνον. ΟΙ δροι συμ¬ 
πληρωματικόν καί άνχιονμπληρωματικόν τρίγωνον όφείλονται εις τόν 

Νειιδβτκ· 

θεώρημα 13—1 

436. *Η ευθεία ΑΛΝ, ή ουνδέουσα μίαν κορυφήν Α ένός τριγώνου 
ΑΑΒ μετά τοΰ μέσου Λ τής δια¬ 
μέσου πρός τινα τών άλλων πλευ¬ 
ρών αΰτοϋ, διαιρεί την απέναντι 
πλευράν ΒΔ εις δύο μέρη, έχ 
τών όποιων τό εν είναι βιπλά- 
σιον τοΰ άλλου. 

Διά τοΟ μέσου Γ τής ΑΒ 
φέρομεν τήν ΓΜ παράλληλον 
πρός τήν ΑΝ. Επειδή ή ΓΜ 
Αγεται έκ τοΟ μέσου Γ τής 
πλευράς ΑΒ τοΟ ΑΒΝ τριγώ¬ 
νου καί παραλλήλως πρός τήν 
πλευράν αύτοΟ ΑΝ, Θά διέλθη 
διά τοΟ μέσου Μ τής τρίτης πλευράς ΝΒ, ή 

ΝΜ = ΜΒ. 

Διά τόν Τδιον λόγον, άφοΟ τό σημεϊον Λ είναι μέσον τής πλευ¬ 
ράς ΔΓ τοΟ τριγώνου ΔΓΜ, θά Εχωμεν ΔΝ = ΝΜ. Επομένως 

ΔΝ=ΝΜ = ΜΒ καί ΔΝ = · 

Παρατήρησα. Είναι: ΛΝ =Γ = ■ 
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θτώρημα 14 

436. Διά ιών άκρων Α, Γ καί τού μέσου Β Ενός τμήματος ΑΒΓ, 
φέρομεν παράλληλα τμήματα περαιούμενα είς άλλην εύθεϊαν ΔΕΖ. Δεί¬ 
ξατε δτι τό μήκος τοΰ τμήματος ΒΕ είναι τό αλγεβρικόν ήμιάθροισμα 
τών μηκών τών δύο άλλων παραλλήλων τμημάτων. 

"Ας παραστήσωμεν διά τών α, β, γ, τά τρία μήκη, 
θά διακρίνωμεν τρεϊς περιπτώσεις. 

1η ΠαρΙατωσιζ. Τά τμήματα ΑΓ καί ΔΓ Ιχοντ κοινόν άκρο* (Σχ. 291). 
Επειδή ή εύθεΐα ΒΕ είναι παράλληλος πρός τήν βάσιν ΑΔ 
τοΰ τριγώνου ΑΓΔ καί διέρχεται διά τοΟ μέσου Β τής πλευράς 

του ΓΑ, θά είναι ΒΕ = ~ ΑΔ. "Αρα (5 431) 

/>=4 (π +ν). 




2α Περίπτωαις. Τά τμήματα ΑΓ καί ΔΖ 3*ν τέμνυνται (Σχ. 292). 
Ή ΒΕ είναι ή διάμεσος τοΟ σχηματιζομένου τραπεζίου και 
ΙσοΟται πρός τό ήμιάθροισμα τών βάσεών του. Κατά τήν πρώτην 
άλλωστε περίπτωσιν, θά είναι 

Βθ = -^-, ΘΕ=~· ώστεβ = ^-ί^. 

3η Πτρίηταιαις. Τά τμήματα ΑΖ καί ΔΓ τέμνονται, Εστω είς Ε 
(Σχ. 293). 

"Ας φέρωμεν τήν ΖΕΘ. θά Εχωμεν 
ΒΕ = -ί- Αθ, Δθ = ΓΖ 

άρα 

β = -^-(ΑΔ-ΓΖ) 

ή καί 

β = -1(α+γ). 

θεωροΰντες τό μήκος τού τμήματος ΓΖ, άντιθέτου φοράς πρός τήν 
τοΟ ΑΔ, ώς άρνητικόν, 

ΓΖ = - ΖΓ = γ, 

διά νά Εχωμεν Ενα ένιαίας μορφής τύπον καί διά τάς τρεϊς περι¬ 
πτώσεις. 
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Παραιήρηαις. Είς μέγαν άριθμόν ζητημάτων, ή άποδοχή τής 
συμφωνίας διά τά σημεία (§ 412) είναι άπαραίτητος διά τήν Ισχύν 
τοΟ γενικοΟ τύπου τής έκφωνήσεως. 

θεώρημα 15 

437. Είς πάν τρίγωνον, έκαστη διάμε¬ 
σος Ισον απέχει ιών δύο άλλων κορυφών. 

Έστω ΑΟ ή διάμεσος έκ τής κορυ¬ 
φής Α. Επειδή τά όρθογώνια τρίγωνα 
ΒΖΟ καί ΓΘΟ είναι Ισα, ώς Εχοντσ 
τάς ύποτεινοΰσας Ισας καί μίαν τών 
γωνιών Τσην, Επεται ΒΖ = ΓΘ. 

θεώρημα 15~Ι 

438. ΕΙς πάν τρίγωνον, μία κορυφή καί τό μέσον τής απέναντι 
πλευράς Ισον άπέχουν τής ευθείας τής συνδεούσης τά μέσα τών δύο άλ¬ 
λων πλευρών. Τά δέ μέσα ταΰτα Ισον επίσης άπέχουν τής πρός τήν 
τρίτην πλευράν διαμέσου. 

Τρεϊς εύΰεΐαι διά τοΰ αύτοΰ σημεϊον 

43Θ. Είς Εν άρκετά μέγα πλήθος περιπτώσεων, εύρισκόμεθα 
είς τήν άνάγκην νά άποδείξωμεν βτι τρεις ώρισμέναι εύθεΐαι διέρ¬ 
χονται διά τοΰ αϋτοΟ σημείου. 

Πρός τόν σκοπόν αύτόν δυνάμεθα νά έργαζώμεθα ώς έξής : 

’Αφοϋ προσδιορίσωμεν τό σημεϊον τομής δύο έκ τών τριών εύ· 
θειών καί καθορίσωμεν τάς Ιδιότητας τής θέσεώς του, άποδεικνύο- 
μεν βτι τούτο όφείλει νά εύρίσκεται έπΐ τής τρίτης ευθείας ( Παρα- 
Λείγμαια, §§ 443, 444). Ή. έπίσης, διά τοΰ κοινού σήμείου δύο έκ 
τών ευθειών φέρομεν εύθεΐαν πληρούσαν ώρισμένας συνθήκας, 
ύπαγορευομένας έκ τών δεδομένων, καί άποδεικνύομεν βτι ή εύ- 
θεΐα αύτη Εχει πάσας τάς Ιδιότητας τάς χαρακτηριζούσας τόν τρί¬ 
την εύθεΐαν (ΠαραΛιίγμαία, §§ 440, 441). 

Μέ άλλους λόγους, έπιζητοδμεν νά άποδείξωμεν βτι τό κοινόν 
σημεϊον δύο έκ τών εύθειών άνήκει είς 
τόν γεωμετρικόν τόπον τών σημείων τόν 
όποιον συνιστώ ή τρίτη εύθεϊα. 

θεώρημα 16 

440. Αί κάθετοι έπϊ τάς πλευράς γωνίας, 
είς σημεία Ισον άπέχοντα τής κορυφής, τέμνον- 
ται έπί τής διχοτόμου τής γωνίας. 

Έστω ΑΒ = ΑΓ καί Λ ή τομή τών κα¬ 
θέτων εις τά Β καί Γ. 

Έάν φέρωμεν τήν ΑΔ, τά όρθογώνια 
τρίγωνα ΑΔΒ καί ΑΔΓ είναι Ισα, ώς 
Εχοντα κοινήν τήν ύποτείνουσαν ΑΔ καί 
ΑΒ = ΑΓ. Είναι άρα Ισα καί συνεπώς : 



μίαν πλευράν Τσην, 



X*. 294 


ΒΑΔ = ΔΑΓ. 
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θβώριιμα 17 

441. 'Επί ιών πλευρών γωνίας Α λαμβάνομεν μήκη ΑΒ = ΑΔ καί 
ΑΓ = ΑΕ. Δείξατε διι αί εϋθεϊαι ΒΕ καί ΓΔ είναι ίααι καί τέμνονται 
έπϊ τής Διχοτόμου τής γωνίας. 

Φέρομεν τήν ΑΟ. Τά τρίγωνα ΑΒΕ καί ΑΔΓ είναι Τσα, ώς 

Εχοντα κοινήν τήν γωνίαν Α καί Τσας 
τάς περιεχούσας αότήν πλευράς. 

Άρα ΒΕ = ΓΔ καί Γ ='ε. 

Επειδή δέ αΙ γωνίαι ΓΒΟ καί 
ΕΔΟ είναι έπίσης Τσάι, ώς παρα¬ 
πληρωματικοί Τσων γωνιών καί τά 
τρίγωνα ΒΟΓ καί ΔΟΕ θα είναι 
Τσα, ώς Εχοντα τάς πλευράς ΒΓ, 
ΔΕ Τσας καί τάς προσκειμένας είς 
αϋτάς γωνίας Τσας άντιστοίχως. 
Άρα ΟΓ = ΟΕ καί κατ' άκολου- 
θίαν τά τρίγωνα ΑΟΓ καί ΑΟΕ 
άποδεικνύονται Τσα, ώς Εχοντα καί 
τάς τρεις πλευράς Τσας, μίαν πρός μίαν. 

Ήτοι ΟΑΓ=ΟΑΕ. 



θίώρημα 17—1 

442. Δύο εΰθεΐαι είς τό Εσωτερικόν γωνίας, ώς αί ΒΕ καί ΓΔ, είναι 
ίααι έάν τέμνονται έπΐ τής διχοτόμου τής γωνίας καί είναι Ισον κεκλι¬ 
μένοι πρός αυτήν. 

θίοίρημα 18 

443. ΑΙ κάθετοι είς τά μέσα των πλευ¬ 
ρών τριγώνου τέμνονται είς τό αυτό ση- 
μεϊον, ίσον άπέχον άπό τών τριών κορυφών. 

Σημιϊωσις. Τάς καθέτους ταύτας ό 
Νεαδέες έκάλεσεν μεσοχαθέ τους (*“) Iνπέ- 
άιαίήοβί) τοΟ τριγώνου. 

θιώρημα 1β 

444. Αί τρείς διχοτόμοι τών γωνιών τριγώνου τέμνονται είς τό 
αύτό σημείον, Ισον άπέχον τών τριών πλευρών. 



θιώρημα 20 

446. Τά τρία όψη τριγώνου τέμνονται είς τό αύτό σημεϊον. (Πέμ- 
πτον λήμμα ’Αρχιμήδους). 

Άπάδειξι; τού ΟακΜ. Έστω ΑΒΓ τυχόν τρίγωνον. Διά τών 
κορυφών Α, Β, Γ, φέρομεν παραλλήλους πρός τάς άπέναντι 
πλευράς. 


39. Όρος μάλλον Εκικρατήοας. 
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ΕΙς τό τρίγωνον ΘΙΚ, τά σημεία Α, Β, Γ, είναι μέσα τών πλευ¬ 
ρών αύτοΟ (§ 434), τά δέ Οψη τοϋ τριγώνου ΑΒΓ αί κάθετοι εις 
τά μέσα τών πλευρών. Τέμνονται, 
έπομένος (§ 443), αί τρεις αύται εύ- 
θεϊαι κατά τό αύτό σημεΐον. (Βλ. 
έπίσης § 1397 α). 

θιώρημα 20—I 

446. Έπί δύο των πλευρών τριγώ¬ 
νου ΑΒΓ χαταβκευάζομεν τετράγωνα 
πρός τό έξωτεριχόν μέρος αϋτοΰ κεί¬ 
μενα (Σχ. 299). Δείξατε ότι αί εύθεϊαι 
ΑΔ χαΐ ΒΕ τέμνονται έπί τού ύψους ΓΖ 
τού άγομένου επί τήν τρίτην πλευράν. £ 



Τό θεώρημα άποδεικνύεται έάν 
δειχθήβτι αί κάθετοι ΑΜ, ΒΝ έπί 

τάς ΒΕ καί ΑΔ άντιστοίχως τέμνονται έπί τοΟ ύψους ΓΖ. Διότι 
τότε αί εύθεϊαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ θά εύρίσκωνται έπί τών ύψών τοΟ 
τριγώνου ΑΟΒ. 

Πρός τοΟτο, προεκτείνομεν 
τήν ΑΜ μέχρι τής συναντή- 
σεώς της Ο μετά τής ΖΓ. Γ)α· 
ρατηροΟμεν ότι, τά τρίγωνα 
ΕΑΒ καί ΑΓΟ είναι Τσα, 
έπειδή έχουν τάς πλευράς 
ΑΕ=ΑΓ καί τάς γωχίας ΑΕΒ, 

ΕΑΒ Τσας άντιστοίχως πρός 
τάς ΓΑΟ, ΑΓΟ, ώς έχούσας 
τάς πλευράς των καθέτους. 

Άρα ΓΟ = ΑΒ. 

Έστω τώρα Ο' τό σημεϊοό 
τομής τοΟ ϋψους ΓΖ μετά τής 
εύθείας ΒΝ. Κατά τόν Τβιον 
τρόπον σκεπτόμενοι, θά εϋ- 
ρωυεν ΟΤ = ΑΒ = ΟΓ καί ή 
σχέσις αύτή δεικνύει βτι τά σημεία Ο καί Ο' συμπίπτουν. "Ωστε 
αί τρεις εύθεϊαι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ διέρχονται διά τοϋ αύτοΟ σημείου. 



ΣημβΙωοις. 1) Ή κομψή αύτή άπόδειζις ένός ζητήματος γνω- 
στοΟ ήδη άπό τοΟ 1817, εϋρίσκεται είς ). ά. Μ. έΙέπι., τοΟ νμίόετί 
(1879- 1880, σ. 36). 2) Τό άνωτέρω θεώρημα, άλλά δΓ όρ&ογώηοτ 
τρίγωνον, προετάθη τό 1823 είς τό ΡΜοισρΗάαΙ Μαςατίητ. καί άπε- 
δείχθη ύπό τοϋ ΟνΓροηηβ είς τόν XIV τόμον τών Αηηεΐεε, σ. 334 
καί 374. Έγενικεύθη δέ άργότερον, είς τόν χν τόμον, σ. 84, ύπό 
τών Οβνςοηηε καί Οιιβιτβί. Τό Ιδιον θεώρημα ύπό τήν γενικήν του 
διαχύπωαιν (§ 446), εύρίσκεται είς τόν VII τόμον τών Ααπαΐεε, 
(1816· 1817, σ. 321) καί έδόθη ύπό τοϋ Γεείεη, καθηγητοϋ τότε τών 
είδικών μαθηματικών είς τό Λιιπεε καί πρώτου σπουδάσαντος τό 
σχήμα, τό άποτελούμενον έξ ένός τριγώνου καί τών τετραγώνων 
τών κατασκευαζομένων έπί τών τριών πλευρών του (βλ. έπμ. § 
1773, λ έως ζ). 
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θιώρημα 21 


447. ΛΙ διάμεσοι παντός τριγώνου διέρχονται διά τοΰ αύτοΟ 
2 

σημείου, ευρισκομένου είς τά -ζ- τοΰ μήκους έκάστης διαμέσου άπό τών 

Ο 

άντιστοίχων κορυφών. 


Έστω ΑΒΓ τυχόν τρίγωνον καί θ τό κοινόν σημεΐον δύο δια¬ 
μέσων, ΒΕ, ΓΖ αύτοΟ. 

Φέρομεν τήν ΖΕ, παράλληλον πρός τήν ΒΓ καί Τσην πρός τό 
ήμισυ αύτής (§ 431), είς δέ τό τρίγωνον 
ΒΘΓ φέρομεν τήν 1Κ διά τών μέσων I 
καί Κ τών πλευρών του ΘΓ καί ΘΒ. 
Επειδή ή ΙΚ βά είναι έπίσης πα- 

ί άλληλος πρός τήν ΒΓ καί ίση πρό τό 
μισύ της, τό σχήμα ΕΖΚΙ βά είναι 
παραλληλόγραμμον καί τό σημεΐον θ 
μέσον τών διαγώνιων του. "Ωστε 

Εθ = ΘΚ = ΚΒ καί ΖΘ = ΘΙ = ΙΓ. 

Επειδή δέ δύο τυχοΟσαι διάμεσοι 
τέμνονται ε(ς τά */, τοΟ μήκους των άπό 
τών κορυφών, είναι φανερόν δτι τήν Ιδιότητα ταύτην θά Εχη καί ή 
τρίτη διάμεσος καί θά διέρχεται έπομένως διά τοΟ σημείου θ. 



448. Παρατήρηοις. Ή άνωτέρω άπόδειξις είναι πολύ εύφυής 
άλλ’ όλίγον φυσική. Ή άπλουστέρα άπόδειξις δίδεται διά τοΟ 
III Βιβλίου. 


Τυχόν τρίγωνον 


44Β. ΑΙ Ιδιότητες τοΰ τριγώνου (§§ 444 Κως 448) είναι κυρίως 
Ιδιότητες θέσεως, ώς λ. χ. δτι τά τρία Οψη τέμνονται είς τό αύτό 
σημεΐον, έπίσης διά τάς τρεις διάμεσους ή διχοτόμους κλπ. Μένει 
νά δείξωμεν τώρα καί Ιδιότητας σχέσεως. 

ΕΙς τό τρίγωνον Κχομεν αχέοιις γραμμικός, δηλαδή σχέσεις μη¬ 
κών, καί αχίαιις γωνιακός. ΑΙ πρώται άπαιτοΟν τήν γνώσιν μόνον 
τών όρισμών, τοΰ θεωρήματος τών πλαγίων καί τοΟ θεωρήματος : 

Έκάοτη πλευρό τριγώνου είναι μικροτίρα τον ά&ροίοματος τών όνο άλλων. 

ΑΙ γωνιακαί σχέσεις προκύπτουν έκ τοΰ θεμελιώδους θεωρή¬ 
ματος : ΤΑ άόροιαμα τών γωνιών παντός 
τριγώνου Ιοονται πρός όνο όρ&ός καί · έκ 
τών πορισμάτων αύτοΟ. 

θεώρημα 22 



450. Έάν συνδέσωμεν δι’ εΰθειών τυ¬ 
χόν σημεΐον είς ιό Εσωτερικόν τριγώνου 
ευρισκόμενον μετά τών τριών κορυφών, τό 
άθροισμα τών ούτω όριζομένων τριών εΰ- 
θυγράμμων τμημάτων, άπό τού σημεΐον είς τάς χορυφάς, περιέχεται 
μεταξύ τοΰ ήμιαθροίσματος καί τοϋ αθροίσματος τών πλευρών τοΰ 
τριγώνου. 





Επειδή γ<μ-(-ν<α-|-Ρ 

« < ν +Ρ <Ρ + Υ 
Ρ <Ρ + μ <α+γ 

καί α + β + γ<2(μ + ν + ρ)<2(α + β + γ). 

-Αρα <μ + ν + Ρ<«-)-Ρ+Υ· 

Σημιίοσ 4{. 1) Τό Αθροισμα τών τριών τούτων τμημάτων είναι 
μικρότερον τοΟ Αθροίσματος τών δύο μεγαλυτέρων πλευρών τοΟ 
τριγώνου. (Βλ. έπ. $ 460 α, θεώρημα τοΟ νϊεεοδβΓε). 

2) Τό έλάχιστον τοΟ Αθροίσματος μ + ^ + Ρ λαμβάνεται δταν 
τό σημεϊον Ο συμπίπτη πρός τό σημεϊον έξ ο$ αί τρεϊς πλευραί 
τοΟ τριγώνου φαίνονται ύπό ΐσας γωνίας (§§ 904, 1079). 

θεώρημα 22—1 

461. Ή Απόστασις μιας κορυφής τριγώνου από τυχόντος σημείου 
τής Απέναντι πλευράς, είναι μεγπλυτέρα τοΰ ήμίσεος τής διαφοράς τής 
πλευράς ταύτης Από τοΟ Αθροίσματος των δύο Αλλων πλευρών. 

θεώρημα 23 

462. Έκαστον δψος τριγώνου είναι μικρότερον τοΰ ήμιαθροίσματος 
των πλευρών αΐτινες τό περιέχουν. 

θεώρημα 23—1 

463. Τό Αθροισμα των υψών παντός τριγώνου είναι μιχρότερον τοΰ 
Αθροίσματος των τριών πλευρών. 

Επειδή 

δ<β 

* <Υ 

, ζ<« 

και 

6 + ε + ζ <°+Ρ +Υ- 

θεώρημα 23—11 

464. Τό Αθροισμα των τριών υψών όξυ- 
γωνίου τριγώνου είναι μιχρότερον τοΰ ήμιαθροίσματος τών τριών 
πλευρών αΰτοΰ. 

θεώρημα 24 

466. Ή τυχοΰοα διάμεσος ένός τριγώνου είναι μικροτέρα τοΰ ήμια¬ 
θροίσματος τών περιεχουσών αύτήν πλευρών. 

Έστω ΑΒΓ τό τρίγωνον καί ΑΜ ή θεωρουμένη διάμεσος. 
Προεκτείνομεν τήν εύθεϊαν ταύτην πέραν τοΟ Μ, κατά μήκος 
ΜΑ'= ΑΜ καί φέρομεν τήν Α’Β. θά Εχωμεν προφανώς 

Α'Β = ΑΓ. 
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•Αλλά ΑΑ'< ΑΒ + ΒΑ'= ΑΒ +ΑΓ. 

"Ωστε ΑΑ'= ΑΜ < ΑΒ + ΑΓ . 


θιώρημα 24—1 

466. Τό άθροισμα ιών διαμέσων παντός τριγώνου περιλαμβά¬ 
νεται μεταξύ τής ήμιπεριμέιρου χαΐ τής περιμέτρου τοΰ τριγώνου. 

Ή άπόδειζις Απορρέει έκ τής προηγουμένης προτάσεως- Αλλά 
τά όρια δύνανται νά πλησιάσουν περισσότερον, όπως δεικνύεται 
έκ τοΟ έπομένοο θεωρήματος : 


θιώρημα 26 

467. Τό άθροισμα τών διαμέσων παντός τριγώνου είναι μεγα- 

λύτερον τών τής περιμέτρου αύτοΰ. 

4 

"Ας είναι α, β. γ αΐ τρεις πλευραί, μ, ν, ρ αΐ διάμεσοι τοΟ 
τριγώνου ΑΒΓ. 

2 

Επειδή αΐ διάμεσοι τέμνονται είς τά τοΟ μήκους των (§447), 
έκ τών τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟΑ λαμβάνομεν τάς Ανισότητας 



2 I 2 ^ 

-3-^ + -3· ν > ν 

Τ ν+ Τ ρ>α 

-|-Ρ + Τ μ > ρ ' 


διά προσθέσεως κατά μέλη τών όποιων, εΰρίσκομεν 
3·(μ+ ν +ρ)> α + Ρ + γ 
•1 μ + ν + ρ>χ(ο + Ρ+ υ)· 


θιώρημα 26—I 

466. "Εάν διό τού κοινού σημείου τών διχοτόμων τριγώνου άχθή 
παράλληλος πρός τινα πλευράν αύτοΰ, τό τμήμα αύτής, τό μεταξύ τών 
δύο άλλων πλευρών περιεχόμενον, είναι Ισον πρός τό άθροισμα τών τμη¬ 
μάτων τών πλευρών τούτων, τών περιεχομένων μεταξύ τών παραλλήλων 

θιώρημα 26—11 

459. Έάν διά τοΰ σημείου τομής τών διχοτόμων δύο έξωτερικών 
γωνιών τριγώνου άχθη παράλληλος ΘΖ πρός τήν κοινήν πλευράν ΑΓ 
τών γωνιών αύτών, ή εύθεΐα ΘΖ θά είναι τό άθροισμα τών εύθειών 
ΑΖ καί ΓΘ. 
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θεώρημα 26— III 

460. ΑΙ έαυιτερικαί διχοτόμοι τών γωνιών ένός τριγώνου καί α( έξω 
τεριχαί διχοτόμοι αυτών όρίξουν διά τών τομών των τέοοαοα σημεία 
(§ 444). Πάσα παράλληλος πρός τινα τών πλευρών τού τρίγωνον, άγο- 
μένη διά τίνος τών σημείων αυτών χαί περατουμενη είς τάς άλλας δυο 
πλευράς, (οοΰται πρός τό άθροισμα 1) τήν διαφοράν τών τμημάτων τών 
όριζομένων έπΐ τών πλευρών αυτών καί περιεχομένων μεταξύ τών πα¬ 
ραλλήλων. 

Θεώρημα 26—IV 

460 α. Τό άθροισμα τών τριών ευθειών μ, ν, ρ (Σ^. 303 α), τών 
συνβεονσών τυχόν σημείον Ρ, είς τό έσωτεριχόν τοΟ τρίγωνου ΑΒΓ εύ- 
ρισχόμενον, μετά τών τριών κορυφών είναι μιχρότερον τού αθροίσμα¬ 
τος ιών δύο μεγαλυτέρων πλευρών τού τριγώνου. 

“Ας είναι γ ή μικροτέρα καί β ή μεγαλυτέρα τών πλευρών του 
τριγώνου. Θά δείξωμεν βτι: 

μ + ν + Ρ<° + β· 

Φέρομεν τήν ΔΡΕ παράλληλον πρός 
τήν ΑΒ. Θά ΐχωμεν 

ΔΓ > ΕΓ > ΔΕ, ΓΔ > ΓΡ 
ΑΡ < ΑΔ + ΔΡ 
ΒΡ <ΒΕ + ΕΡ 
ΓΡ < ΔΓ 
ΔΕ <ΕΓ. 

Διά προσθέσεως κατά μέλη τών τεσσά- χ χ . 3 οα ρ 

ρων τελευταίων άνισοτήτων Χαμβάνομεν: 

ΑΡ + ΒΡ + ΓΡ < ΑΓ+ΒΓ 
ή μ + ν+Ρ <α + β· 

Σημ»ίωαις. Τό άνωτέρω θεώρημα είναι τοΟ /. Ν. ΡίΜΐ-λετ; 
(Όλλανδία), δημοσιευθέν 
τό 1902 είς τό Ολλανδικόν 
περιοδικόν ντΐεηΛ άκν ΐνίί· 

Κνηάβ. 

θεώρημα 26 

461. Τό άθροισμα τών α¬ 
ποστάσεων τών κορυφών τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ από τυχοΰσης ευ¬ 
θείας ΜΝ είναι Ισον πρός τό 
άθροισμα τών αποστάσεων 
τών μέσων ιών πλευρών αΰ· 

τοΟ από τής ευθείας. 3 ο$. 

Επειδή (§ 435) 

κ_° + β _β 4 - υ γ__υ + ° 

2 ’ 2 ' 2 

6 + «+ζ = « + β + Υ· 




Γιωμιιρία 


16 
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Παρατήρησα. Εργαζόμενοι καθ’ ϋμοιον τρόπον διά τό τρίγωνον 
ΔΕΖ, κλπ., θά καταλήξωμεν είς τό σημεϊον τομής τών διαμέσων 
καί κέντρον βάρους τοΟ τριγώνου θ. "Αρα 3Θ = α + β-(-γ. 

θ κόρη μα 27 

462. Διά τού σημείου τομής θ ιών διαμέσων τριγώνων ΑΒΓ άγεται 
τυχοϋσα ευθεία ΧΧ'. Δείξατε ότι τό άθροισμα τών αποστάσεων άπό τής 
ευθείας ταύτης τών δυο κορυφών, τών κειμένων πρός τό εν μέρος τής 

ευθείας, είναι Ισον πρός την άπόστασιν 
τής τρίτης κορυφής άπό τής ιδίας 
ευθείας. 

Έκ τοΟ σχήματος ϊχομεν 

ΒΜ+ΓΝ = 2.ΔΕ. (§ 436) 

Επειδή δέ αί διάμεσοι τέμνονται 
2 

είς τά τοΰ μήκους των άπό τών 

κορυφών, Θά είναι 

ΑΘ = 2.ΔΘ, 

άρα καί ΑΛ=2.ΔΕ. (§ 447) 
Κατά συνέπειαν: 

ΑΛ=?ΒΜ-|-ΓΝ. 

Παρατήρηαιί. Επίσης : ΘΜ = ΘΛ -)- ΘΝ, 
άφοΟ τά μήκη αύτά είναι Τσα πρός τάς Αποστάσεις τών κορυφών 
άπό ευθείας ΥΥ' παραλλήλου τής ΑΛ. 

463. ΣημεΙωαίς. τό σημεϊον θ είναι τό χέντοον βάρους τής Ιπιφα- 
ν»ίας τοΰ τριγώνου ΑΒΓ. Ό ΟετηοΙ όνομάζει αύτό έπίσης κέντρον 
τών μέσων άποστάσεων τών τριών κορυφών τοΟ τριγώνου (Οέοτηέ- 
Ιτίε άε ροείΐίοη, 269). Ή εισαγωγή εις τά Στοιχεία τής Γεωμετρίας 
τής έννοιας τοΟ κέντρου τών μέσων Αποστάσεων ή βαρυχέντρον 
όφείλεται, νομίζομεν, εις τόν ΒοδίΠίετ (Οοιτι·* άε Οέοιη. σ.σ. 55, 83). 

463 α. Τό κέντρον τών μέσων άποστάσεων τών σημείων τομής δύο 
σταθερών ευθειών ΟΧ, ΟΥ καί περιφερείας σταθερού κέντρου αλλά 
μεταβλητής άκτϊνος. είναι σταθερόν σημεϊον. 

Έστωσαν Α, Β καί Γ, Δ τά σημεία ταΟτα έπί τών ΟΧ, ΟΥ 
άντιστοίχως· τό κέντρον βάρους Θ είναι τό κοινόν οημεϊον τών 
καθέτων είς τά μέσα τών τμημάτων ΑΒ καί ΓΔ, αί δέ εύθεϊαι αό- 
ται δέν μεταβάλλονται. 

Σημείωστς. Τό θεώρημα Αληθεύει καί έάν τό ζεύγος τών ευ¬ 
θειών ΟΧ, ΟΥ άντικατασταθή ύπό μιας έλλείψεως. (Ν. Α. 1904, 
ο. 96· ά’Οοβ^ηε «ί Βετίείοη). 

θεώρημα 28 

464. Τό άθροισμα τών άποστάσεων τών τριών κορυφών τριγώνου 
άπό τυχούσης ευθείας, είναι τό τριπλάσιον τής άποστάσεως άπό τής 
Ιδίας ευθείας τού σημείου τομής τών διαμέσων τοΰ τριγώνου. 

Έστω (Σχ. 306) ΑΑ = α, ΒΒ'=β, ΓΓ'= γ, ΘΘ'= θ. 

Πρέπει νά δείξωμεν δτι: 

α + β + Υ = 3θ ή θ = -1 (α + β+ γ). 
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1η Άηόδίίξις. “Ας φέρωμεν τήν ΧΧ' παράλληλον πρός τήν ΖΖ'· 
θά βχωμεν (§ 462) : 

ΑΛ = ΒΜ+ΓΝ 

ή ΑΛ — ΒΜ — ΓΝ = 0. 


Προσθέτομεν τό μήκος 3Θ είς άμφότερα τά μέλη τής Ισότητος 
ταύτης : 

θ + ΑΛ+θ-ΒΜ+9- ΓΝ = 3Θ. 
ή: ΑΑ'+ΒΒ'-}-ΓΓ·=3θ. 

καί Θ = -1-(ΑΑ·4-ΒΒ'+ΓΓ'). 


2α Άπόδιιξκ. Λαμβάνομεν ΔΗ = Δθ καί φέρομεν τάς ΗΒ, ΗΓ. 
Εΐναι: β-|-γ = 26, 26 = θ-(-Π. άρα βγ = θ + η. 


Λ 



"Ωστε: α + β-|-Υ — α + θ + 1 καί έπειδή α -}- η = 2Θ. άφοΰ 
Αθ = ΘΗ, ΐπεται: α + Ρ + Υ — ^θ. 


θεώρημα 29 


466. Ή διαφορά των γωνιών, &ς σχηματίζει ή έσωτεριχή διχοτόμος 
γωνίας τριγώνου μετά τής απέναντι πλευράς, είναι Ιση πρός τήν 
διαφοράν ιών δύο άλλων γωνιών τοΰ τριγώνου. 

Πράγματι, πάσα έξωτερική γωνία τρι¬ 
γώνου (σοΰται πρός τό άθροισμα τών δύο 
έντός καί άπέναντι γωνιών αύτοΟ. Άρα: 

μ=”τ λ. 

ν=Β'+\, 

Α Α Ζ(. 301. 

καί μ — ν = Γ — Β. 

θεώρημα 30 

466. Ή γωνία δύο έσωτερικών διχοτόμων ένός τριγώνου είναι Ιση 
πρός μίαν όρθήν γωνίαν, ηϋξημένην κατά τό ήμισυ τής τρίτης γωνίας. 
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Πρέπει νά δείξωμεν δτι: 



Αχ 

Α 


ΒΔΓ=90° -(- ~ · 
Άλλ' είναι: 

Δ = 180° - (ΔΒΓ + ΔΓΒ), 

ϊ—·-[ 14 ]· 


καί έπειδή 


Α -Α 

Α + -Γ_ = 90 υ_ Α 

5 ' 5 9 


Ιπεται : 


Δ = 180·- [θΟ°- Α] ^-90· +Α. 
θεώρημα 30—1 

407. Ή γωνία ιών έζωτβρικών διχοτόμων είναι ίση πρός 

Α /X 

2 ' 2 

Δυνάμεθα νά τήν ύπολογίσωμεν κατ’ άνάλογον τοΟ προηγου¬ 
μένου τρόπου ή καί Ιχ τοΟ δισορθογωνίου τετράπλευρου ΒΓΔΕ· 

έπειδή Δ 4* Ε =180·. 

θιώρημα 31 

468. Ή γωνία τής διχοτόμον χαί τοΰ ύψους τριγώνου, των αγόμε¬ 
νων έχ τής αύτής κορυφής, είναι ίση πρός 
τήν ήμιδιαφοράν τών παρά τήν βάσιν γωνιών 
τοΟ τριγώνου 0· ΜεηΙϊοπ, Ν. Α., 1850,σ.326). 



Επειδή 


Αχ 

Α 


Αχ Αχ 

180° — (Β + Γ). 


και 


Αχ 

Αχ Α Αχ 

ΔΑΕ = - ΓΑΕ. 


"Ωστε : 
ΔΑΕ = 


αχ 180 ·— (Β +Π 


ΓΑΕ = 90° - Γ. 


αχ_ 1800-Β-Γ—180° +2Γ _ Γ-Β 


— — (90° — Γ)= 
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469. Παρατήρησα. Κατά γνωστόν θεώρημα (§ 465): 


ώστε 


ΈπαΙή&ευβα. 



ν. 

ν 


ΔΑΕ = 90» - ν 


ή -^-=— = 90° - ν, μ _ ν = 180· - 2ν. 

'Όθεν: μ + ν = 180·. 

-'Ν μ —ν 

Καί άπ’ ευθείας δυνάμεθα νά άποδείξωμεν ΰτι ΔΑΕ = —^— · 

Αρκεί πρός τοΟτο νά ύψώσωμεν κάθετον είς τό Δ έπί τήν ΒΓ. 
Παρατηροϋμεν έπίσης δτι ή γωνία μ είναι έζωτερική τοΟ όρθογω- 
νίου τριγώνου ΔΕΑ καί έπομένως: 

μ = ΔΑΕ+90», ν = 90» - ΔΑΕ. 

’Όθεν: 


μ — ν — 2.ΔΑΕ, 


ΔΑΕ = 



'ΑΠη άπόδβιξα. Φέρομεν τήν έξωτερικήν διχοτόμον ΑΖ. Επειδή 



αΐ γωνίαι ΔΖΑ καί ΔΑΕ είναι Τσάι, ώς Ιχουοαι τάς πλευράς των 
καθέτους, έκ τών τριγώνων ΖΓΑ, ΖΑΒ λαμβάνομεν 


Όθεν 



χ = Γ — ί 

χ Β = ι. 

χ = ϊ — Β. 

= Γ - Β. χ 

Γ - Β 

2 


Ίβοακελή Τρίγωνα 


470. Πάσαι αΐ είδικαί Ιδιότητες τοΟ ΙσοσκελοΟς τριγώνου 
άπορρέουν έκ τής Ισότητος τών παρά τήν βάσιν γωνιών καί τής 
(σότητος τών άπέναντι αύτών πλευρών. Τό Ισοσκελές τρίγωνον 
άποτελεΐται έκ δύο μερών συμμετρικών πρός τό έκ τής κορυφής 
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του ύψος, μέγα βέ μέρος τών Ιδιοτήτων του εύρίσκονται τόσον εύ- 
κόλως ώστε νά έμφανίζωνται αΰται ώς προφανείς. Δυνάμεθα λ. χ. 
νά εΐπωμεν καί χωρίς νά άνατρέξωμεν είς τήν θεωρίαν τών άνα- 
λόγων ευθειών άτι: 

Ή παράλληλος ευθεία πρός τήν βάσιν, ή διαιρούσα μίαν τών 
ίσων πλευρών είς μέρη Τσα, διαιρεί καί τήν άλλην πλευράν ε!ς 
μέρη ΐοα καί διχοτομείται ύπό τοϋ έκ τής κορυφής ΰψους. 

Τό μέσον τής βάσεως Τσον άπέχει τών ίσων πλευρών. ΑΙ κά¬ 
θετοι έπί τήν βάοιν, είς ΐσας άποστάσεις άπό τοΟ μέσου αυτής 
καί περατούμεναι είς τάς Ισας πλευράς, είναι Τοαι καί ή ένοΰσα 
τά άκρα αύτών είναι παράλληλος πρός τήν βάοιν. Ή μέθοδος 
τής ονμμετρία( (§ 145) ή τής άναοτροφής έμφανίζεται ώς ή φυσική μέθο¬ 
δος σπουδής τών Ιδιοτήτων τοΰ Ισοσκελούς τριγώνου, έπειδή όδη- 
γεΐ είς άποδείζεις πολύ άπλάς. Συνηθίζεται έν τούτοις ή χρησι¬ 
μοποίησή τών διαφόρων περιπτώσεων ίσότητος τριγώνων. 

471. ΆψτιπαράΚΙηΙοι εϋ&ιΐαι. Υπενθυμίζομεν, δτι, άναφορικώς 
πρός δοθεΐσαν γωνίαν ΧΟΥ, δύο εύθεΐαι ΑΒ, ΓΔ λέγονται άντι- 
παράλληλοι (§ 26, σημ.) δταν ή γωνία ΟΑΒ (Σχ. 311) είναι Τοη 
πρός τήν γωνίαν ΟΓΔ. Έκ τούτου έπεται δτι ή γωνία Β είναι 
ίση πρός τήν Δ καί δτι έάν λάβωμεν 

ΟΓ' = ΟΓ, ΟΔ' = ΟΔ, 

αί εύθεΐαι ΑΒ καί Γ'Δ' θά είναι παράλληλοι* έπειδή αί γωνίαι 
ΟΒΑ καί ΟΔ'Γ' θά είναι Τσάι. 




"Οταν δύο εύθεΐαι ΑΒ καί ΓΒ (Σχ. 312) σχηματίζουν ΐσας γω¬ 
νίας μετά τοΟ αύτοΰ μέρους μιας τρίτης τεμνούσης αύτάς ΑΓΔ, κα¬ 
λούνται ένίοτε έπίσης άντιπαράλληλοι. ΑΙ προεκτάσεις των σχη¬ 
ματίζουν Ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ μετά τής τεμνούσης. 

ΑΙ ΓΒ καί ΓΕ εύθεΐαι λέγονται καί αύταΐ άντιπαράλληλοι πρός 
τήν ΑΓΔ εύθεϊαν. 


θβώφημα 32 

472. "Εν τρίγωνον είναι Ισοσκελές, έάν μία ευθεία είναι διάμεσος 
καί ύφος αύτοΰ, ή διάμεσος καί διχοτόμος, ή διχοτόμος καί ύψος. 

θίώρημα 32—1 

473. Έάν δύο πλευραί τριγώνου είναι άνισοι, αί μεταξύ τούτων πε- 
ριεχόμεναι διάμεσος, διχοτόμος ή ύφος είναι άνά δύο άνισοι. 
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θεώρημα 32—11 

474. Έάν δύο πλευραί τριγώνου είναι άνιοοι, αΐ μεταξύ αυτών περιε- 
χόμεναι διχοτόμο; καί διάμεσος είναι άμφότεραι μεγαλύτεροι τοΰ έκ 
τής αύτής κορυφής ύψους. 

θεώρημα 33 


475. Εις Ισοσκελές τρίγωνον δύο Οψη, δύο διάμεσοι καί δύο διχοτό¬ 
μοι είναι ϊσαι. 


θεώρημα 34 


476. "Εν τρίγωνον είναι Ισοσκελές έάν δύο ύψη αύτοΰ είναι ίσα. 


θεώρημα 34—I 

477. "Εν τρίγωνον είναι Ισοσκελές, έάν δύο μεσοκάθετοι αύτοΰ, πε- 
ρατούμεναι είς τό κοινόν αυτών σημειον, είναι ϊσαι. 

θεώρημα 34—11 

473. ΕΙς τήν μεγαλυτέραν πλευράν τριγώνου αντιστοιχεί ή μικρό¬ 
τερα διάμεσος αύτοΰ. 

“Εστω ΑΒΓ τό τρίγωνου καί ΑΒ > ΑΓ· διά νά άποδείξωμεν 
βτι ή διάμεσος ΓΖ είναι μικροτέρα 
τής διαμέσου ΒΕ, φέρομεν τήν Τρί¬ 
την διάμεσον ΑΟΔ. 

Τά τρίγωνα ΑΒΔ καί ΑΔΓ έχουν 
δύο πλευράς άντιστοίχως Τσας καί 
τήν τρίτην πλευράν ΑΒ > ΑΓ' έπο- 
μένως 

μ> ν. 

Αλλά τότε, τά τρίγωνα ΟΒΔ 
καί ΟΔΓ έχουν δύο πλευράς άντι- 
στοίχως Τσας καί τάς περιεχομένας Σχ. 313. 

γωνίας μ > ν άρα : 

ΟΒ>ΟΓ ή ΒΕ>-|-ΓΖ. 

Δηλαδή: ΒΕ>ΓΖ. 

Παρατήρηοις. Δυνάμεθα νά εΤπωμεν: Ή 
μεγαλύτερα διάμεσος είναι ή εκ τής κσρνφής τής 
μιχροτίρας γωνίας άγομένη. 

θεώρημα 35 

479. Έάν τριγώνου δύο διάμεσοι είναι 
ϊσαι, τούτο είναι Ισοσκελές. 

Ή Ιδιότης αϋτη είναι συνέπεια τού 
προηγουμένου θεωρήματος: 

Δονάμεθα έπίσης νά τήν άποδείξωμεν 
ώς έξής : 

“Εστω ΒΔ = ΓΕ· έπειδή αί διάμεσοι 
2 

τέμνονται είς τά τού μήκους των, θά 
είναι καί ΒΟ = ΓΟ, ΟΔ = ΟΕ, 
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καί τά τρίγωνα ΒΟΕ, ΓΟΔ άποδεικνύονται Ισα, ώς Ιχοντα τάς 
γωνίας είς τό Ο Ισας καί τάς περιεχούσας αύτάς πλευράς Τσας. 
Κατά συνέπειαν, 

ΒΕ = ΓΔ, βθεν ΒΑ = ΓΑ. 


θεώρημα 38 


480. Έάν είς τρίγωνον δύο διχοτόμοι είναι Ισαι, τοΰτο είναι Ισο¬ 
σκελές. 

"Εστω Ισαι αΐ διχοτόμοι ΑΔ καί ΓΕ· πρέπει νά άποδείξωμεν 
β δτι νων. Α = Γ ή βτι τά ήμίση των ΓΑΔ καί 

ΑΓΕ είναι Ισα. Επειδή δέ τά τρίγωνα ΓΑΔ 
καί ΑΓΕ Εχουν δύο πλευράς Ισας άντιστοί- 
χως, ή τελευταία Ισότης άνάγεται είς τήν 

ΓΔ = ΑΕ. 

Διά τήν άπόδειξιν αύτής. φέρομεν έκ τών 
Δ, Ε τάς παραλλήλους Δθ, Εθ πράς τάς 
ΑΕ καί ΑΔ άντιστοίχως. Έκ τοΟ σχηματιζο- 
μένου παραλληλογράμμου λαμβάνομεν 

Εθ = ΑΔ = ΓΕ, Δθ = ΑΕ, θ = α, 

τό δέ τρίγωνον ΓΕΘ είναι Ισοσκελές, άφοΟ 

ΕΘ = ΑΔ ι= ΕΓ· άρα 

ΕΓΘ = ΕΘΓ. 

"Εστω τώρα δτι αί γωνίαι Α καί Γ εΤναι άνισοι, Α> Γ λ. χ. 
Τότε θά είναι καί θ > γ, άρα θ'<γ' καί κατά συνέπειαν 



Δθ > ΔΓ. 

Άλλ - ή άνισότης Α> Γ, ή α > γ. συνεπάγεται τήν 
ΔΓ > ΑΕ = Δθ, 

ήτις είναι άσυμβίβαστος φυσικά πρός τήν ΔΓ <ΔΘ. ΕΤναι λοιπόν 
ψευδής ή ύπόθεσις δτι αί γωνίαι Α καί Γ είναι άνισοι, έφ’ δσον 
μάς όδηγει είς άσυμβίβαστα συμπεράσματα. 

ΕΤναι Επομένως Α = Γ καί τό θεωρούμενον τρίγωνον Ισοσκελές. 

480 α· Σημείωσες. 1) Ή άνωτέρω άπόδειξις όφείλεται είς τόν 
ϋεκοτιδβ, μηχανικόν. 8. Μβίδ. έΐ. εΐ βρέείβίεδ, 1880 σ. 538). 

2) "Εν τρίγωνον δυνατοί νά ϊχη όνο ίξωτεριχά; διχοτόμους Γ αας χα'ι νά 
μη είναι ΙοοακεΙίς. Βλ. ΙπΙετ. 8. Μ»16., 1894, σ. σ. 70, 149, ΑΙαιιάβ 
καί Ρι-ίοεουΓΐ· 1895, σ. 101, ηυεείίοπ 129, ΑΙβ ιπν σ. 169, σημειώ¬ 
σεις τής Συντάξεως καί τών Τ»Γΐ·γ, λνείβοδ, ,ΙιιεΙ· ΜαΟιαίε, 1895, 
σ. 261, δοοπ8 καί σημείωσις τοΟ ,). Νειιδετ^· 1900, σ. 129, 8ιεν Ιβ 
Ινίαηρίβ ραβιιάο - ώοεβίβ, Α. ΕιηπιβΓίεΙι, καί ΒαΙΙείίη άε$ 8εΐεηεεβ Μ. 
βΐ Ρ. έΐέιηβηίαίηε, 9έπιε βηηέε (1903- 1904), σ. 146, 13έπιε αηηέε 
1907 - 1908), σ. 22, 3ιιγ Ιεβ ΐΓΪεη^ΙεΒ ποη ϊίοεέΐεε ά όειικ δίβδεείΓΪ- 
οεβ έρβίεδ, Ο. ΡοηΤεηέ. 

Βλ. έπίσης Ιστορικόν σημείωμα τοϋ ). Νευδετβ είς ΜαΙΗβεί», 
1917, ο. 184. 
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θεώρημα 37 

481. ΕΙς Ισοσκελές τρίγωνον, φέρομεν τάς διαμέσους έπί τάς Ισας 
πλευράς και παράλληλον πρός τήν βάσιν. Δείξατε ότι τά τμήματα τής 
ευθείας αυτής, τά περιεχόμενα μεταξύ τών Ισων 
πλευρών καί τών προσκειμένων είς αύτάς διαμέ¬ 
σων, είναι Ισα. 

Πάσα παράλληλος πρός τήν βάσιν Ισο- 
σκελοΟς τριγώνου διαιρείται ε(ς Τσα μέρη ΰπό 
τοΟ έπί τήν βάσιν ΰψους : 

ΔΗ = ΗΘ, 

καί τό αύτό Ισχύει καί διά τό Ισοσκελές προ¬ 
φανώς τρίγωνον ΒΟΓ : 

ΕΗ = ΗΖ. 

Άρα: ΔΕ = Ζθ. 

θεώρημα 37—1 

482. 'Εάν δύο Ισοσκελή τρίγωνα έχουν τάς βάσεις έπ' ευθείας καί 
τά έπί ταύτας ύψη έπίση; έπ' ευθείας, τά σημεία τομής τών Ιοων πλευ¬ 
ρών εΰρίσχονται έπί παραλλήλου πρός τάς βάσεις χαΐ είναι συμμετρικά 
πρός τήν ευθείαν τών υφών. 

Θεώρημα 37—11 

483. ’Εάν συνδέσωμεν δι' ευθειών τό μέσον Ο τής βάσεως ισοσκε¬ 
λούς τριγώνου ΛΒΓ μετά τών μέσων τών ίσων πλευρών χαΐ προεχτεί- 
νωμεν αύτάς μέχρι τών τομών των Μ, Ν μετά τής έχ τής κορυφής αγό¬ 
μενης παραλλήλου πρός τήν βάσιν, τό σχηματιζόμενον τρίγωνον ΟΜΝ 
είναι Ισον πρός τό ΑΒΓ. 

Θεώρημα 37—III 

484. ΑΙ κάθετοι έπί τάς Ισας πλευράς Ισοσκελούς τριγώνου είς ση¬ 
μεία αυτών Ισον άπέχοντα τής κορυφής, τέμνουν αύτάς είς σημεία κεί¬ 
μενα έπί παραλλήλου πρός τήν βάσιν. 

Παρατήρηοις. Επειδή τό έπί τήν βάσιν Οψος Ισοσκελούς τριγώ¬ 
νου εΤναι προφανώς άξων συμμετρίας τοΰ σχήματος, τά άνωτέρω 
Θεωρήματα (§ 481 Εως 484) άποδεικνύονται πολύ άπλώς διά τής 
μέθοδον τοΰ διπλασιασμόν. 



Θεώρημα 38 

485. ’Εάν έκ τυχόντος σημείου τής βάσεως Ισοσκελούς τριγώνου φέ- 
ρωμεν παραλλήλους πρός τάς ίσας πλευράς, τό σχηματιζόμενον παραλι 
λόγραμμον έχει σταθερόν περίμετρον. 

(Μέθοδοι. § 19). 

θεώρημα 39 

486. Έάν έχ τυχόντος σημείου Ρ τής βάσεως Ισοσκελούς τριγώνου 
φέρωμεν καθέτους ΡΜ, ΡΝ έπί τάς Ισας πλευράς, τό άθροισμα ΡΜ-+-ΡΝ 
είναι σταθερά ποσότης. 
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'Εάν ιό σημεϊον Ρ κεϊται έπϊ τής προεκτάσεως τής βάσεως, ή δια¬ 
φορά | ΡΜ — ΡΝ | είναι σταθερά έπίσης ποσότης. (Βλ. § 20 καί § 146). 

Ή άπόδειξις διά τών βοηθητικών Επι¬ 
φανειών (§ 163) άνήκει ε(ς τό IV Βιβλίον. 

ΆΙλη άπόδειξις. Φέρομεν τήν ΡΖΕ πα¬ 
ράλληλον πρός τήν ΑΓ. Τό τρίγωνον ΒΡΕ 
εΓναι ισοσκελές. άρα 

ΡΜ = ΒΖ, ΡΝ = ΖΗ 
καί 

ΡΜ 4* ΡΝ = ΒΗ = σταθερόν μήκος. 
θεώρημα 39—1 

487. 'Εάν έκ τυχόντος σημείου Ρ τής βά¬ 
σεως Ισοσκελούς τριγώνου φέρωμεν ευθείας 
ΡΜ, ΡΝ τεμνούσας τάς Τσας πλευράς κατά 
τήν αυτήν γωνίαν, τό άθροισμα ΡΜ + ΡΝ 
είναι σταθερά ποσότης (βλ. § 266). 

θεώρημα 40 

488. Τό άθροισμα τών αποστάσεων άπό των πλευρών Ισοπλεύρου 
τριγώνου σημείου Ρ, κειμένου είς τό έσωτερικόν αΰτοϋ, είναι σταθερόν 
καί Ισον πρός τό Οψος τού τριγώνου. 

Έκ του Ρ φέρομεν παράλληλον πρός μίαν τών πλευρών τοΟ 
τριγώνου. Τό άθροισμα τών άποστάσεων άπό τάς άλλας δύο πλευ¬ 
ράς είναι Τσον πρός τό Οψος του μικροτέρου Ισοπλεύρου τριγώνου· 
έάν δέ ε(ς αυτό προστεθή καί ή άπόστασις άπό τής τρίτης πλευ¬ 
ράς. τό όλικόν άθροισμα θά εΐναι Τσον πρός τό ύψος του άρχικοΟ 
Ισοπλεύρου τριγώνου. 

489. Παρατήρηαΐί. Ή άπόδειξις διά τών βοηθητικών έπιψανειών 
είναι πολύ άπλή άλλ’ Ανάγεται είς τό IV Βιβλίον. 

θεώρημα 41 

490. 'Εάν είς τυχόν σημεϊον Ρ τής βάσεως ΒΓ Ισοσκελούς τριγώνου 
ΑΒΓ ύψώσωμεν κάθετον ΡΜΝ, τέμνουσαν τάς Ισας πλευράς είς Μ καί 
Ν, τό άθροισμα ΡΜ ΡΝ είναι σταθερά ποσότης. 

(Μέθοδοι. § 266). 


Α 



ΌρΦογώνια τρίγωνα 

491. ΑΙ Ιδιότητες τοΟ όρθογωνίου τριγώνου, αΐ δυνάμεναι νά 
σπουδασθοΟν είς ιό 1 Βιβλίον, άναφέρονται είς τήν Ιδιότητα ήν 
Εχουν αΐ παρά τήν βάσιν γωνίαι του νά είναι συμπληρωματικοί. 
Έκ τής σχέσεως αύτής Ιπεται, ώς θά άποδείξωμεν άλλωστε, δτι ή 
υποτείνουσα είναι διπλασία τής πρός αύτήν διαμέσου καί άτι τό 
όρθογώνιον τρίγωνον δύναται νά θεωρηθή ώς συνένωοις δύο Ισο¬ 
σκελών τριγώνων, έχόντων μίαν τών Τσων πλευρών κοινήν καί τάς 
γωνίας είς τάς κορυψάς των παραπληρωματικός. 
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θηίη^ο 42 

492. Ή έχ τής κορυφής τής ορθής γωνίας διάμεσος ορθογωνίου 
τριγώνου είναι Ιση πρός τδ ήμισυ τής ύποτεινούσης. 

θεώρημα 42—1 

493. Αί μεσοχάθετοι έπί τάς πλευράς τής όρθής γωνίας όρθογω- 
νίου τριγώνου τέμνονται έπί τής ύποτεινούσης (§ 443). 

θεώρημα 42—11 

494. ΑΙ μεσοχάθετοι έπί τάς αλευράς τής όρθής γωνίας όρθογωνίου 
τριγώνου καί ή ένοΰσα τδ σημεΐον τομής των μετά τής κορυφής τής ορ¬ 
θής γωνίας, διαιρούν τδ τρίγωνον είς τέσσαρα Ισα τρίγωνα. 

θεώρημα 43 

496. ’Εάν ή πρός τινα πλευράν τριγώνου διάμεσος είναι τδ ήμιου 
τής πλευράς αυτής, τδ τρίγωνον είναι ορθογώνιον. 

θεώρημα 43—1 

49β. ’Εάν μία πλευρά όρθογωνίου τριγώνου είναι τδ ήμισυ τής ύπο- 
τεινούσης, ή απέναντι αυτής γωνία είναι τδ τρίτον ορθής γωνίας. 

θεώρημα Αντίστροφον 43—11 

497% ’Εάν μία γωνία όρθογωνίου τριγώνου είναι ίση πρός τδ τρίτον 
όρθής, ή απέναντι αυτής πλευρά είναι τδ ήμισυ τής ύποτεινούσης. 

Επειδή καί είς τάς δύο περιπτώσεις, τό ϊν έκ τών δύο Ισοσκε¬ 
λών τριγώνων, είς δ ή πρός τήν ύποτείνουσαν διάμεσος διαιρεί 
τό τρίγωνον, είναι Ισόπλευρον. 

θεώρημα 43—III 

498. ’Εάν είς τρίγωνον ΑΒΓ ή γωνία Β είναι τό τρίτον όρθής καί 
ό ποϋς Δ τού έπί τήν ΒΓ ύψους διαιρή αύτήν είς δύο τμήματα ΒΔ 
καί ΔΓ, έξ ών τό πρώτον είναι τό τριπλάσιον τοΰ έτέρου, τδ τρίγωνον 
είναι όρθογώνιον ε(ς τήν χορυφήν Α. 

θεώρημα 43—IV 

499. ΕΙς όρθογώνιον τρίγωνον, ή έκ 
τής χορυφής τής όρθής γωνίας διάμεσος 
καί τδ έκ τοΰ αύτοϋ σημείου ύψος σχημα¬ 
τίζουν γωνίαν Ισην πρός τήν διαφοράν τών 
οξειών γωνιών τοΰ τριγώνου. 



/\ Α Α Α 

Επειδή ΒΑΟ = Β, ΒΑΔ = Γ καί ΔΑΟ = Β — Γ. 
θεώρημα 44 

600. Είς όρθογώνιον τρίγωνον, ή διχοτόμος τής όρθής γωνίας είναι 
διχοτόμος έπίσης τής γωνίας τού ύψους καί τής διαμέσου, τών άγομέ- 
νων έκ τής χορυφής τής όρθής γωνίας. 
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1η 'Απόίειξιι. Γνωρίζομεν δτι γων. ΔΑΕ = Β — Γ (§499) καί βτι 
ή γωνία τής διχοτόμου καί του ϋψους έκ τής αύτής κορυφής είναι 

ϊση πρός τήν ήμιδιαφοράν τών παρά 
τήν άπέναντι πλευράν γωνιών (§ 468). 
“Αρα: 



ΔΑΘ = 


Β - Γ 


ΔΑΕ 


Ια ΆχόΛειξις. Τό τρίγωνον ΑΕΓ 

/\ 

είναι Ισοσκελές, ΓΑΕ=Γ καί 
ΒΑΔ = Γ, άφοϋ ή γωνία ΒΑΔ είναι συμπληρωματική τής Β.Άρα 

.-'Ν /ν 

ΓΑΕ= ΒΑΔ 


καί ή διχοτόμος τής όρθής γωνίας είναι διχοτόμος έπίσης καί τής 
γωνίας ΔΑΕ. 

Παρατήρηοις. Τό θεώρημα τοΰτο εΓναι είδική περίπτωοις ένός 
γενικωτέρου διά τυχόν τρίγωνον (§ 646). 

θεώρημα 44—1 


601. Δίδονται δύο παράλληλοι καί έξ ένός σημείου Α τής μιας έξ αυτών 

φέρομεν κάθετον ΑΓ καί πλα¬ 
γιάν ΑΒ πρός τήν άλλην. Έάν 
ή τέμνουσα ΒΕΔ τών τεσσά¬ 
ρων ευθειών είναι τοιαύτη, 
ώστε ΕΔ — 2 . ΑΒ, ή γωνία 
ΑΒΓ θά είναι τριπλάσια 
τής ΕΒΓ. 

Έστω ΕΜ = ΜΔ = ΑΒ. 
Σ*. 320. ΕΙς τό όρθογώνιον τρί¬ 

γωνον ΑΕΔ, ή διάμεσος 

ΑΜ είναι τό ήμισυ τής όποτεινοόσης, 

ΑΜ = ΜΔ = ΑΒ, 

ή δέ γωνία ΑΜΒ, ώς έξωτερική τοΟ τριγώνου ΑΜΔ, θά ΙσοΟται 
πρός τό άθροισμα τών γωνιών ΜΑΔ + ΔΑΜ. ή 



ΑΜΒ = 2.Δ = 2.ΔΒΖ, 

άφοΟ Δ = ΔΒΖ, ώς έντός έναλλάξ γωνίαι. 

Καί έπειδή αί γωνίαι ΑΜΒ καί ΑΒΜ είναι έπίσης Τσάι, ώς έκ 
τοΟ ΙσοσκελοΟς τριγώνου ΜΑΒ φαίνεται, θά είναι 


ή 


/Ν 1 /Ν 

ΔΒΖ = γ ΑΒΕ 


1 1 ^ 
ΕΒΓ=ΔΒΖ= -γ ΑΒΖ = γ ΑΒΓ. 


Σημείακηί. Ή διαίρεσις τής γωνίας ΑΒΖ εις τρία ίσα μέρη 
άπαιτεί, ώς εΤδομεν, τήν άγωγήν ευθείας ΒΕΔ εις τρόπον, 
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ώοτε ΕΔ = 2ΑΒ. Τό πρόβλημα όμως τοϋτο είναι άδύνατον νά 
λυθή διά τής χρήσεως του διαβήτου καί γνώμονος μόνον. (Βλ. § 
910). Ή κατά προσέγγισιν χάραξις μιας κογχοειδοΰς, έχούσης πό¬ 
λον τό σημεΐον Β καί διευθετοΰσαν τήν ΑΓ, μάς παρέχει μίαν 
προσεγγίζουσαν λύσιν τοΟ προβλήματος. 

Διάφοροι, πολύ ευφυείς μηχανικοί λύσεις, τού προβλήματος 
όπεδείχθησαν ύπό του Α. Αυδτγ εις ). Μ. δ., 1896, σ. 76 καί 106- 
Οοίΐηο), 1906, σ. 551 · 554. 

Παραλληλόγραμμα 

θεώρημα 45 

602. Δΰο παραλληλόγραμμα είναι ίσα : 

1) Έάν ιχουν μίαν γωνίαν Γ αην περιεχομένην μι ταξί πλευρών ΐ'σω ν 
άνιιοχοίχως. 

2) Έάν έχουν 9ύο προσκείμενος πλευράς ΐοας άνιιοχοίχως χαΐ μίαν δια¬ 
γώνιου ϊαην καί χής αυτής άέοεως βίς ιά δύο οχήματα. 

3) ’Εάν αί δύο διαγώνιοι ανιών είναι ΐοαι άνιιοχοίχως και τέμνωνται 
κατά χήν αυτήν γωνίαν. 


θεώρημα 45—1 

603. Δΰο παραλληλόγραμμα είναι ίσα. 

1) Έάν ιχουν μίαν πλευράν Γ αην καί χάς διαγώνιους ΐοας άνιιοχοίχως. 

2) Έάν ιχουν μίαν διαγώνιον Γαην καί συνανχώοαν δύο προακειμένας 
πλευράς κατά γωνίας ΐοας άνιιοχοίχως. 

θεώρημα 46 

504. Παν εύθύγραμμον τμήμα, διερχόμενον διά ιοΰ σημείου τομής 
των διαγώνιων παραλληλογράμμου καί περατούμενον είς δΰο απέναντι 
πλευράς, διχοτομείται ύπό τού σημείου τούτου. 

θεώρημα 47 

605. ΑΙ διαγώνιοι δύο παραλληλογράμμων, έξ ών τό εν είναι έγγε* 
γραμμένον είς ιό άλλα, διέρχονται διά τού αύτοΰ σημείου. 

Τά τρίγωνα ΕΒΖ καί ΘΔΗ είναι 
Τσα. ώς ϊχοντα μίαν πλευράν Τσην καί 
τάς είς αύτήν προσκειμένας ■ γωνίας 
Τσας. Επειδή ή εύθεϊα ΘΗ είναι Ιση 
καί παράλληλος πρός τήν ΕΖ, αί δέ γω- 
νίαι είς τά Ε καί Ζ Τσάι πρός τάς είς 
τά θ καί Η, ώς Εχουσαι τάς πλευράς 
των παραλλήλους άντιστοίχως, 

Είναι έπομένως ή πλευρά ΒΖ Ιση 
καί παράλληλος πρός τήν ΗΔ καί τό 
τετράπλευρου ΗΔΖΒ παραλληλόγραμμον. Επειδή δέ αί διαγώνιοι 
αύτοΟ είναι δύο τών διαγώνιων τών δύο άρχικών παραλληλο¬ 
γράμμων, είναι φανερόν ότι Τό κοινόν των σημεΐον Ο άνήκει καί 
είς τάς τέσσαρας διαγώνιους τών έν λόγω παραλληλογράμμων. 
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θεώρημα 48 

506. Έπί ιών πλευρών τετραγώνου καί από τών κορυφών άρχόμενοι 
λαμβάνομεν τέοοαρα τμήματα ίσα καί κατά τήν αυτήν πάντοτε φοράν 
Ία περατα τών τμημάτων τούτων είναι κορυφαί 
τετραγώνου. 

Έστω ΑΕ = ΒΖ = ΓΘ = ΔΗ. 

Τά λαμβανόμενα τέσσαρα όρθογώνια τρί¬ 
γωνα είναι ίσα, ώς βχοντα τάς πλευράς τής 
όρθής γωνίας άντιστοίχως Γσας- εΤναι άρα 
καί αΐ ύποτείνουσαι αυτών ΐσαι ή 

ΕΖ = Ζθ = ΘΗ = ΗΕ. 


ΑΗΕ = ΒΕΖ 


ΒΕΖ + ΑΕΗ = I όρθή γωνία. 

Είναι έπομένως ή γωνία ΖΕΗ όρθή καί τό σχήμα τετράγωνον. 

θεώρημα 48—1 

607. 'Επί τών πλευρών ρόμβου καί άπό δύο άπέναντι κορυφών άρ· 
χόμενοι λαμβάνομεν τέσσαρα τμήματα ίσα. Τά περατα αυτών είναι κο¬ 
ρυφαί όρθογωνίου. 

θεώρημα 49 



Άφ’ έτέρου, 
καί 


508. 'Εάν ό προηγούμενος ρόμβος είναι τετράγωνον, ή περίμετρος 
τοϋ ορθογωνίου είναι σταθερά. 



Έστω ΑΕ = ΑΗ = ΓΖ = ΓΘ. 

Τά τέσσαρα τρίγωνα ΑΗΕ, ΒΕΖ κλπ. είναι 
όρθογώνια Ισοσκελή, αί παρά τάς βάσεις αυτών 
γωνίαι Ισαι πρός 45» έκάστη καί κατά συνέπειαν 
αί γωνίαι τοΰ τετράπλευρου ΗΕΖΘ όρθαί καί 
τοΟτο όρθογώνιον. 

’Εξ άλλου, 

ΑΜ, ΕΖ = ΜΝ, ΖΝ = ΝΓ. 

Όθεν: περίμετρος τοΟ ΕΖΘΗ = 2ΑΓ = σταθερόν μήκος. 

θεώρημα 50 


609. 1) Τό σημείον τομής τών διαγώνιων ρόμβου ίσον άπέχει τών 
πλευρών αυτοί. 

2) Αί διαγώνιοι είναι διχοτόμοι τών γωνιών τών, έκ τοΰ σημείου αυ¬ 
τού άγομένων, καθέτων έπί τάς πλευράς. 
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θεώρημα 50—1 


510. Οί πόδες ιών έκ τοϋ κοινοί σημείου των διαγώνιων ρόμβου 
καθέτων έπί τάς πλευράς, είναι κορυφαί όρθογωνίου. 


θεώρημα 50—11 

511. Αί κάθετοι είς τά άκρα δύο ευθειών ίσων 
καί άλληλοδιχοτομουμένων σχηματίζουν ρόμβον, τοδ 
όποιου ιΐ διαγώνιοι διέρχονται διά τοΰ κοινού ση¬ 
μείου τών ευθειών αυτών. 

θεώρημα 51 

512. ΑΙ τομαί τών έσωτερικών διχοτόμων πα¬ 
ραλληλογράμμου είναι κορυφαί όρθογωνίου. 

Επειδή α! γωνίαι τοΰ σχηματιζομένου τετρά¬ 
πλευρου είναι όρθαί. 


Λ 



θεώρημα 51—1 


513. Αί τομαί τών έσωτερικών διχοτόμων όρθογωνίου είναι κορυ¬ 
φαί τετραγώνου. 

Παραχήρηοις. ΘεωροΟντες τάς τομάς τών έσωτερικών καί έξωτε- 
ρικών διχοτόμων λαμβά- 


νομεν: 

Τέσσαρα τετράγωνα, ώς 
τό ΜΕ. 

Τέσσαρα τετράγωνα, ώς 
τό Μθ. 

"Εν τετράγωνον, ώς τό 
ΜΟ. 

"Εν τετράγωνον, ώς τό 
Εθ. 

Έν 6λω δέκα τετράγωνα 
καί τέσσαρα όρθογώνια. 

θεεόρημα 51—11 

614. Ή διαγώνιος ΗΖ 
(Σχ. 325) τοΰ έσωτερικοϋ τε¬ 
τραγώνου Ισοΰται πρόν τήν 
διαφοράν ΑΒ—ΒΓ τών πλευ¬ 
ρών τοΰ ορθογωνίου, ή δέ 
διαγώνιος ΜΟ τοϋ έξωτερικοϋ, 
πρός τό άθροισμα ΑΒ + ΒΓ 
αυτών. 


0 



θεώρημα 51—III 

516. ΑΙ έξωτερικαί διχοτόμοι τών γωνιών παραλληλογράμμου τέμ- 
νονται κατά χορυφάς όρθογωνίου, τοϋ όποιου αί διαγώνιοι είναι ίσαι 
πρός τό άθροισμα δύο προσκειμένων πλευρών Όϋ παραλληλογράμμου. 
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Παρατήρησίί. ΑΙ Ανωτέρω προτάσεις 51 Εως 51 — III δύνανται νά 
διατυπωθούν ώς Εξής: 

Δοθέντος παραλληλογράμμου, φέρομεν τάς Εσωτερικός καί έζω- 
τερικάς διχοτόμους τών γωνιών του. Δείξατε βτι: 

1) Αί τομαί τών εύθειών αυτών είναι κορυφαί όρθογωνίων. 

2) ΑΙ διαγώνιοι τών όρθογωνίων τούτων διέρχονται διά τών 
μέσων τών πλευρών τοϋ παραλληλογράμμου. 

3) Ή διαγώνιος του μεγαλυτέρου όρθογωνίου είναι άθροισμα 
δύο Εφεξής πλευρών τοΟ παραλληλογράμμου, ή δέ διαγώνιος τοΰ 
μικροτέρου ή διαφορά αυτών. Καί 

4) Ή Επιφάνεια τοΟ έξωτερικοΟ όρθογωνίου είναι Ιση πρός τό 
διπλάσιον τής έπιφανείας τοΟ παραλληλογράμμου, ηύξημένον κατά 
τήν Επιφάνειαν τοΟ ΕσωτερικοΟ όρθογωνίου. 

Δυνάμεθα νά Ερευνήσωμεν συμπληρωματικός διά τάς συνθή- 
κας ύπό τάς όποιας τά όρθογώνια Αποβαίνουν τετράγωνα ή τό 
Εσωτερικόν όρθογώνιον περιορίζεται είς σημειον. 

θεώρημα 62 

616. Έάν φέρωμεν παραλλήλους πρός μίαν τών διαγώνιων όρθογωνίου 

καί εις Εσάς απ’ αυτής αποστάσεις, αί 
τομαί των μετά τών πλευρών τοΰ όρθο¬ 
γωνίου είναι χορυφαΐ παραλληλογράμ¬ 
μου, τοΰ όποιου ή περίμετρος είναι ίση 
πρός τό άθροισμα τών διαγώνιων τοϋ 
όρθογωνίου. 

Τά τρίγωνα ΒΙΖ, ΘΓΔ είναι Ισο¬ 
σκελή, 

ΙΖ = ΙΒ. ΓΘ = ΓΔ 

καί ΖΘ = ΙΓ. 

"Αρα, ή ήμιπερίμετρος 

ΙΖ + ΖΘ + ΘΓ= ΒΔ. 

θεώρημα 62—1 

617. Εαν φερωμεν παραλλήλους πρός μίαν τών διαγωνίων όρθογωνίου, 
είς Εσάς απ αυτής αποστάσεις άλλα τεμνουσας τάς προεχτάσεις τής 
διαγώνιου πρός ήν δέν είναι παράλληλοι, αί τομαί των μετά τών προ- 

εχτααεων τών πλευρών τοΰ όρθογωνίου 
είναι χορυφαΐ παραλληλογράμμου, διά τό 
όποιον ή διαφορά δύο Εφεξής πλευρών "είναι 
ίση πρός τήν διαγώνιον τοΰ όρθογωνίου. 

θεώρημα 63 

618. Διά μιας τών κορυφών παραλλη¬ 
λογράμμου φέρομεν τυχοΰσαν ευθείαν ΧΥ 
καί προβάλλομεν τάς άλλας κορυφάς επ’ 
αίτής. Δείξατε ότι ή μεσαία προβάλλουσα 
είναι τό άθροισμα ή ή διαφορά τών άκρων 
προβαλλουσών. 

τής κορυφής Β φέρομεν παράλληλον ΒΗ πρός τήν ΧΥ. 
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Τά όρθογώνια τρίγωνα ΒΓΗ, ΑΔΘ είναι ίσα, ώς Εχοντα Τσας 
τάς ύποτεινούσας καί τάς γωνίας αύτών. "Αρα 

ΓΗ = Δθ. 

καί έπει&ή ΒΕ = ΖΗ 

Επεται ΓΖ = ΒΕ4-ΔΘ. 

Παρατήρησα. Διά τήν διαφοράν, θά πρέπει ή ΧΥ νά διατέμνη 
τά παραλληλόγραμμον. 


θεώρημα 53—1 

519. Ή προβολή τής διαγώνιου παραλληλογράμμου έπί τυχούσης 
ευθείας είναι άθροισμα ιών προβολών έπ’ αυτής δύο έφεξής πλευρών 
τοϋ παραλληλογράμμου, (ναηςηοη). 

Έστωσαν ΒΔ ή διαγώνιος καί ΒΑ, ΒΓ αΐ έφεξής πλευραί 
(Σχ. 327). 

Ή προβολή τής ΒΔ έπί τήν ΧΥ είναι Τση πρός ΕΘ καί 
ΕΖ = ΒΗ=ΑΘ, ΕΘ = ΕΑ + ΑΘ. 

Άρα: ΕΘ = ΕΑ-)-ΕΖ. 

Παρατήρησα. *Η πρότασις είναι γενική, έάν Εχωμεν ύπ' δψιν τάς 
συμβάσεις διά τάς προβολάς διανυσμάτων έπί άξονα. Διά τήν 
διαγώνιον ΑΓ λ. χ. καί τάς έφεξής πλευράς ΑΒ, ΑΔ θά Εχωμεν 

ΑΖ = ΑΕ - Αθ. 
θεώρημα 53—11 

520. Τό άθροισμα τών προβαλλουσών τάς χορυφάς παραλληλογράμ¬ 
μου έπί ευθείαν μή διατέμνουσαν αυτό, είναι Ισον πρός τό τετραπλά¬ 
σιον τής προβαλλονσης τό σημείον τομής ιών διαγώνιων. 

(Βλ. § 461). 

θεώρημα 54 

521 Τό άθροισμα ή ή διαφορά 
τών καθέτων τών άγομένων έχ δο- 
θέντος σημείου έπί δύο διαδοχικός 
πλευράς ενός ρόμβου, είναι (σον 
πρός τό άθροισμα ή τήν διαφοράν 
τών έχ τοΰ αΰτοϋ σημείον χαθέτων 
έπί τάς δυο άλλος πλευράς αΰτοϋ. 

Θά πρέπει νά δείξωμεν δτι 
ΡΛ + ΡΜ = ΡΟ-|-ΡΝ. 

Ή σχέσις αύτή άνάγεται, έκ 
τοΟ σχήματος, εις τήν 

ΡΟ + ΟΛ + ΡΜ = ΡΟ + ΡΜ + ΜΝ, 

ήτις εΤναι φανερά, άφοΟ ΟΛ = ΜΝ = ϋψος τοϋ ρόμβου. 

Διά τήν γενικότητα τής προτάσεως, Θά πρέπει νά Εχωμεν ύπ' 

Γεωμετρία 17 


Β 
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Λψιν καί τά συμφωνηθέντα διά τά σημεία ιών καθέτων άποστά 
σεων. Διά τό σημεϊον Π λ. χ. 

ΠΛ + ΠΡ'= ΠΣ + (- ΠΟ). 

Ανάλογος άπόδειζις διά τήν διαφοράν τών άποστάσεων. 


θεώρημα 65 


522. Αί εύβ-είαι αί συνδέουσαι δύο απέναντι κορυφάς παραλληλο¬ 
γράμμου μετά των μέσων δύο απέναντι πλευρών αϋτοΰ, διαιρούν μίαν 
τών διαγώνιων ιού παραλληλογράμμου είς τρία μέρη ίσα. (Ρ. Αηάτέ, 
ΕχβΓοϊοεε (1« ΟέοητέΙτίε). 


1 η Άπόδειξις. ΑΙ εύθειαι ΑΖ, Γθ, ΒΟ είναι αί διάμεσοι τοΟ 
τριγώνου ΑΓΒ· έττομένως 



ΒΔ 

2 


ΒΔ 

3 


(§ 447) 


Άναλόγως 


ΔΜ 


ΒΔ 

3 


κλπ. 


2α Άπόδίίξις. θεωρήσωμεν τό τρίγωνον ΑΟΒ. 

Ή ευθεία ΑΖ, οδσα διαγώνιος 
τοΰ παρ/μου ΑΒΖΕ. διέρχεται διά 
τού μέσου τής ΟΘ· ή βέ εύθεϊα 
ΑΜ, ώς διερχομένη διά τοΟ μέσου 
τής διαμέσου Οθ τοΟ τριγώνου 
ΑΟΒ, όρίζει έπί τής βάσεως αύτοΟ 
ΟΒ, τμήμα ΟΜ Ισον ττρός τό ήμισυ 
τοΰ ΒΜ. Επομένως, 

ΒΜ =-1-ΒΔ. 

Παραιήρηοις. ΑΙ εύθειαι ΑΖ, ΑΗ, αίτινες συνδέουν μίαν τών 
κορυφών παραλληλογράμμου μετά τών μέσων τών άπένανττ τής 
κορυφής αύτης πλευρών, διαιρούν τήν μίαν τών διαγωνίων είς 
τρία μέρη Τσα. 



Τραπέζιο* 


523. Τά παραλληλόγραμμα καί τά διάφορα είδη αυτών είναι 
είδικαί περιπτώσεις τοΰ τραπεζίου. 

Συμμετρικόν ή ίαοακελες τραπέζιου καλείται έκεΐνο διά τό όποιον 
αί μή παράλληλοι πλευραϊ είναι Τσάι. 

Επειδή αί παρά τήν βάσιν γωνίαι ισοσκελούς τραπεζίου άπο- 
δεικνυονται Τσάι (§ 534), δυνάμεθα νά θεωρήσωμεν αυτό ώς πα- 
ραγόμενον διά τομής Ισοσκελούς τριγώνου Οπό ευθείας παραλλή¬ 
λου πρός τήν βάσιν αύτοΰ. Είναι έπομένως αί μή παράλληλοι 
πλευραϊ του όνκπαράλίςλοι (§ 471) πρός τάς βάσεις. 

θεώρημα 5Θ 

254. Είς παν τραπέζιου: 1) Ή διαφορά τών βάσεων είναι μικρό- 
τέρα τοΰ αθροίσματος ιών δύο άλλων πλευρών,- έκάστη δέ αυτών είναι 
μιχροτέρα τής άλλης, ηύξημένης χατά τήν διαφοράν τών βάσεων. 
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2) Τό άθροισμα ιών βάσεων είναι μικρότερου ιοΰ αθροίσματος των 
διαγώνιων. 

625. Παρατήρηοις.Ύποθέχοντες πληρουμένας τάς συνθήκας ταύ- 
χβς διά τέσσαρα δοθέντα μήκη α, β, γ, δ, 
καί Χαμβάνοντες δύο τυχόντα έξ αύτών 
ώς βάσεις, δυνάμεθα νά κατασκευάσωμεν 
Εξ διάφορα τραπέζια, τά : 

αβχδ βαγδ 

αγβδ βα6γ 

αβ6γ δαγβ. 

θεώρημα 67 

52β. Δύο τραπέζια είναι ίσα έάν αΐ βάσεις αυτών είναι αντίστοιχος 
Ιααι μία πρός μίαν χαΐ έάν τό αύτό συμβαίνη χαί διά τάς μή παραλ¬ 
λήλους πλευράς των. 


Α I » 

Σ*. 3». 



627. Παρατήρηοις. 'Ίνα δύο τραπέζια είναι ίσα δέν άρκεϊ όπως 
Εχουν τάς τέσσαρας πλευράς των άντιστοίχως Τσας καί κατά τήν 
αύτήν τάζιν- έπειδή, ώς εΤδομεν (§ 525), διά τεσσάρων δοθέντων 
μηκών είναι Ενδεχομένως δυνατόν νά κατασκευασθοΟν διάφορα 
τραπέζια. Διά τών τεσσάρων μηκών α, β, γ, 6, λ. χ. λαμβανομέ- 
νων κατά τήν γραφεΐσαν σειράν, θά ήτο δυνατόν νά κατεσκευά- 
ζετο Εν πρώτον τραπέζιον μέ βάσεις α καί γ, καί Εν δεύτερον μέ 
βάσεις β καί δ. 

θεώρημα 67—1 

628. Δύο τραπέζια είναι ίσα έάν αί βάσεις των είναι άντιστοίχως 
ΐοσι μία πρός μίαν χαί έάν τό αύτό συμβαίνη χαΐ διά τάς διαγώνιους 
αυτών. 

θεώρημα 57—11 

529. Δύο τραπέζια είναι Ισα έάν έχουν τρεις πλευράς άντιστοίχως 
Ισας χαί μίαν γωνίαν ΐσην. 

θεώρημα 58 

630. ΕΙς παν τραπέζιον, ή ευθεία ή συνδέουσα τά μέσα τών μή πα¬ 
ραλλήλων πλευρών είναι παράλληλο; πρός τάς βάσεις χαί Ιση πρός τό 
ήμιάθροισμα αυτών- τό δέ τμήμα αυτής, τό μεταξύ τών διαγώνιων πε· 
ριεχόμενον, είναι Ισον πρός τήν ήμιδιαφοράν τών βάσεων. 

Ή έχ τού μέσου μιας τών μή παραλλήλων πλευρών τραπεζίου άγο- 
μένη παράλληλος πρός τάς βάσεις, διέρχεται χαί διά τοϋ μέσου τής 
απέναντι τής πρώτης πλευράς. 
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Θεώρημα 58—I 


531. Έάν ή μιχροτέρα των βάσεων τραπεζίου είναι τό ήμιαυ τής 
μεγαλύτερος, ή μέση βάσις (= ή διάμεσος τοϋ τραπεζίου) διαιρείται είς 
τρία ίσα μέρη ύπό των διαγώνιων. 

θεώρημα 59 

632. Έάν ή μιχροιέρα βάσις Ενός τραπεζίου ίσοΰται προς τό άθροι¬ 
σμα των μή παραλλήλων πλευρών, α'ι έαωτεριχαί διχοτόμοι τών παρά 
τήν μεγαλυτέραν βάσιν γωνιών τέμνονται έπϊ τής μιχροτέρας. 

(Βλ. § 458). 

θεώρημα 59—1 


633. Έάν ή μεγολυτέρα βάσις τραπεζίου Ισοΰται προς τδ άθροισμα 
τών μή παραλλήλων πλευρών, αί έαωτεριχαί διχοτόμοι τών παρά τήν 
βάσιν γωνιών τέμνονται έπΐ τής μεγαλυτέρας βάσεως. 

Επειδή αί προτάσεις αΰταΐ διαφέρουν κατά τήν έκψώνησιν μό¬ 
νον, ώφέλιμος είναι ή άναδρομή είς τήν § 458. 


θεώρημα ΘΟ 


634. Είς πάν Ισοσκελές τραπέζιον, αί παρά τήν αυτήν βάσιν γωνίαι 
είναι ίααι. ΑΙ διαγώνιοι είναι έπίσης ίσαι καί τέμνονται έπΐ τής ένοό¬ 
σης τά μέσα τών δυο βάσεων. 

Έστω ΑΓ = ΒΔ. 

1) Φέρομεν τά Οψη ΓΕ, ΔΖ· Θά Εχωμεν 
ΓΕ = ΔΖ. 


Τά όρθογώνια τρίγωνα 



ΑΓΕ, ΒΔΖ εΤναι ίσα, ώς Εχοντα τάς 
ύποτεινούσας Τσας καί μίαν τών καθέ¬ 
των πλευρών Τσην 4ρα 

/Ν -'Ν 

ΓΑΕ = ΔΒΖ. 

2) Τά τρίγωνα ΓΑΒ, ΔΒΑ είναι ίσα, 
ώς Εχοντα μίαν γωνίαν Τσην, Α=Β, πε- 
ριεχομένην μεταξύ ίσων πλευρών- 6ρα 
ΑΔ = ΒΓ 

καί έπί πλέον 


ΑΒΟ : 


ΒΑΟ. 


ΕΤναι Επομένως τό τρίγωνον ΑΟΒ Ισοσκελές καί ή κορυφή του 
Ο εύρίσκεται Επί τής καθέτου είς τό ιιέσον Η τής ΑΒ. 

Άφ’ Ετέρου, καί τό τρίγωνον ΓΟΔ είναι Ισοσκελές, ή 6Ε ΗΟ 
είναι κάθετος έπίσης έπΐ τήν ΓΔ καί συμπίπτει Επομένως πρός 
τήν διάμεσον Οθ τοϋ τριγώνου τούτου. Ήτοι, ή εύθεϊα ή ΕνοΟσα 
τά μέσα, Η καί θ, τών δύο βάσεων τοϋ τραπεζίου διέρχεται διά 
τοϋ κοινού σημείου Ο τών διαγώνιων. 

Παραιήρηακ. Είς πάν τραπέζιον αί διαγώνιοι τέμνονται έπί τής 
Ενούσης τά μέσα τών βάσεων εύθείας. 
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θεώρημα 50—I 

535. Τά μέσα ιών τεσσάρων πλευρών ένός Ισοσκελούς τραπεζίου εί- 
ναι χορυφαί ρόμβου. 

θεώρημα βΟ—II 

53Θ. 1) Δύο ίσοσχελή τραπέζια είναι Ισα έάν έχουν ίσας βάσεις 
χαϊ Οψη. 

2) ΑΙ κάθετοι είς τά μέσα τών πλευρών Ισοσκελούς τραπεζίου τέμ- 
νονται είς τό αϋτό σημεΐον. 

537. Σημείωαις. Άττιπαραλληΐυόγραμμον καλείται άρθρωτόν σύ¬ 
στημα 4κ τεσσάρων ράβδων, ώς λ. χ. αΐ ΑΔ, ΒΓ, ΑΓ καί ΒΔ τοΟ 
σχήματος 332, άντιστοιχουσών είς τάς διαγώνιους καί μή παραλ¬ 
λήλους πλευράς ένάς (σοσκελοΟς τραπεζίου. 

Τό σύστημα τούτο, τού όποίου τό παραλληλόγραμμον δέν εί¬ 
ναι παρά είδική περίπτωσις, χρησιμοποιείται εύρέως εις τήν κατα¬ 
σκευήν τών άπι ατροφιών. Τά συστήματα τών άρ&ρωτών ράβδων 
Εχουν μελετηθή λεπτομερώς καί έφαρμοσθή είς πλεϊστα ζητήματα 
τής-Γεωμετρίας καί Μηχανικής. Άναλάγως δέ τής χρήσεώς των 
λαμβάνουσιν διάφορα όνόματα, ώς άντιοτροφεύς, διαβήτης τον Ρεαα- 
οεΙΗετ, σνν&πος διαβήτης, μετααχημαιιοταΐ κλπ. (Βλ. έπ. § 1203). 


Τβχράηλενρον τυχόν 

538. Τό τετράπλευρου συχνά άπαντ&ται είς τάς Ασκήσεις τής 
Γεωμετρίας καί χρήσιμον είναι νά μελετηθούν μερικαί περιπτώ¬ 
σεις (σοτητος δύο τετραπλεύρων καθώς καί Ιδιότητες τινές τών 
σχημάτων αύτών. 

Διά νά άποδείξωμεν τήν Ισότητα δύο τετραπλεύρων, καταψεύ- 
γομεν ή είς τήν Απίθεσιν τοΟ ένός έπΐ τού άλλου ή είς τήν άνά- 
λυσιν αύτών είς δύο τρίγωνα (Τσα καί όμοίως κείμενα). 

θεώρημα 61 

530. Δύο τετράπλευρα είναι ίσα. 

1) Έάν έχουν τρείς πλευράς καί δύο ύπ’ αύτών περιεχομένας γω¬ 
νίας ίσας. 

2) Έάν Εχουν δύο διαδοχικός πλευράς χαϊ τρεις διαδοχικός γωνίας 
άντιστοίχως Ισας. 

3) Έάν έχουν μίαν γωνίαν ίσην χαί τάς τέσσαρας πλευράς άντιστοί- 
χως ίσας καί κατά τήν αυτήν τάξιν. 

θεώρημα 52 

540. Είς παν χυρτόν τετράπλευρου, τό άθροισμα τών διαγωνίων εί¬ 
ναι μεγαλύτερου τού Αθροίσματος δύο απέναντι πλευρών 

θεώρημα 52—1 

541. Είς πάν κυρτόν τετράπλευρου, τό άθροισμα τών. διαγωνίων 
περιλαμβάνεται μεταξύ τής περιμέτρου χαί ήμιπεριμέτρου αυτού. 
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θεώρημα 63 

642. Τά μέσα ιών πλευρών τετράπλευρου είναι χορυφαί παραλλη¬ 
λογράμμου. 

Επειδή αΐ εύθεϊαι αΐ συνδέουσαι τά μέσα δύο παρακειμένων 
πλευρών είναι παράλληλοι, άνά δύο, πρός 
έκάσχην τών διαγώνιων χοΰ χετραπλεύρου 
καί άπαρχίζουν έπομένως παραλληλό¬ 
γραμμον ΕΖΘΗ. 

θεώρημα 63—I 

643. Εις παν χετράπλευρον, αί εύθεϊαι 
αΐτινες συνδέουν τά μέσα τών απέναντι πλευ¬ 
ρών άλληλοδιχοτομοΰνται. 

θεώρημα 63—II 

644. Τό παραλληλόγραμμον τών μέσων 
τών πλευρών τετράπλευρου είναι ορθογώνιον, 

έάν αί διαγώνιοι τοΰ τετράπλευρου είναι κάθετοι έπ’ άλλήλας ή αί 
ένοϋσαι τά μέσα τών απέναντι πλευρών αΰτοΰ εύθεϊαι ΐσαι. 



θεώρημα 63—III 

646. Τό προηγούμενου παραλληλόγραμμον είναι ρόμβος έάν τό τε- 
τράπλευρον είναι τραπέζιον Ισοσκελές ή ορθογώνιον, τετράγωνον δέ έάν 
τό τετράπλευρον είναι τετράγωνον ή ισοσκελές τραπέζιον μέ διαγώνιους 
καθέτους έπ’ άλλήλας. 

θεώρημα 64 


646. Τό παραλληλόγραμμον τών μέσων τών πλευρών τετράπλευρου 
είναι τό ήμισυ αύτοϋ- 

ΕΙς χό χρίγωυον ΑΒΟ, ή ευθεία Ζθ διέρχεχαι διά χοΰ μέσου Ζ 
χής ΑΒ καί είναι παράλληλος πρός χήν 
ΑΓ. Διέρχεχαι έπομένως καί διά τοΰ 
μέσου Μ χής πλευράς ΟΒ. Άναλόγως, 
χό σημεϊον Ν είναι τό μέσον χής ΟΓ 
καί έπομένως (§ 431, πόρισμα) ή ΜΝ 
είναι παράλληλος καί ίση πρός τό 
ήμισυ χής ΑΓ : 

ΜΝ = Βθ = Γθ. 

Επειδή χά χέσσαρα τρίγωνα ΟΜΝ, 
ΒΜΘ, ΘΝΓ, ΝΘΜ είναι προφανώς 
Τσα, χό παραλληλόγραμμον ΟΜΘΝ εί¬ 
ναι χό ήμισυ χοΰ τριγώνου ΒΟΓ καί 
χό αύχό συμβαίνει καί διά χά άντίσχοιχα παραλληλόγραμμα είς 
χά τρία άλλα τρίγωνα ΒΟΓ, ΓΟΔ, ΔΟΑ. "Ηχοι τό παραλληλό¬ 
γραμμον ΕΖΘΗ είναι τό ήμισυ χοΰ χετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 



θεώρημα 64—1 

647. Έάν διά τών κορυφών τετράπλευρου φέρωμεν παραλλήλους 
πρός τάς διαγώνιους, τό σχηματιζόμενον παραλληλόγραμμον είναι διπλά- 


263 


σιον τού τετράπλευρου καί τετραπλάσιον τού παραλληλογράμμου τών 
μέσων των πλευρών τού τετράπλευρου. 

Ή άπόδειξις είναι Ανάλογος τής άνωτέρω άλλά πολύ άπλου- 
στέρα' (βλ. καί Μέθοδοι, § 155). 

θεώρημα 65 

646. Είς πάν τετράπλευρον, αί εόθείαι αί αυνδέουσαι τά μέσα τών 
απέναντι πλευρών καί αί ένοΰσαι τά μέσα τών διαγώνιων, τέμνονται είς 
τό αυτό σημεΐον χαΐ άλληλοδιχοτομοΰνται. 

Έστω ΑΒΓΔ τυχόν τετράπλευρον, Εθ, καί ΖΗ σΙ ένοΰσαι τά 
μέσα τών άπέναντι πλευρών, ΙΚ ή 
ενοΰσα τά μέσα τών διαγώνιων ΑΓ 
καί ΒΔ. 

"Ας σχηματίσωμεν τό τετράπλευρον 
ΙΖΚΗ. ΕΙς τά τρίγωνον ΑΒΔ ή ΙΖ είναι 
παράλληλος τής ΑΔ και ίση πρός τό 
ήμισυ αύτής, είς δέ τό τρίγωνον ΑΓΔ, 
ή ΚΗ είναι παράλληλος τής ΑΔ καί 
Τση πρός τό ήμισυ αύτής. Είναι έπομέ- 
νως τό σχήμα ΙΖΚΗ παραλληλόγραμ¬ 
μον καί αί διαγώνιοι ΖΗ καί 1Κ άλλη- 
λοδιχοτομοΰνται. χ. 335 

Καί έπειδή αί ΖΗ καί Εθ τέμνον- 
ται έπίσης είς τά μέσα αύτών (§ 543), έπεται 6τι τό σημειον Ο 
είναι μέσον καί τών τριών εύθειών Εθ, ΖΗ καί ΙΚ. 

548α. Σημείωσες. 1) Τό άνωτέρω θεώρημα προετάθη είς .4ηηα- 
Ιΐβ άβ 6ετ$. τόμος I (1810- 11), σ. 232 καί έλΰθη είς σελ. 311 μετ’ 
ένδιαφερουσών Αναπτύξεων ύπό τών Κοεδαί, λΐιυίΐίει·, νβοΐεη, 
Τέάεηπί. Βλ. έπίσης (§ 1233 β). 

2) Αί εύθεΐαι Εθ, ΖΗ, ΙΚ καλούνται πολλάκις καί διάμεσοι τοΰ 
τετράπλευρου- τό άνωτέρω θεώρημα διατυποΰται τότε ώς έξης : 

Α! τρεις διάμεσοι παντός τετράπλευρου τέμνονται είς τό αυτό οη/ιεϊον. 



θεώρημα 66 

649. Ή γωνία τών εσωτερικών διχοτόμων δύο διαδοχικών γωνιών 
τετράπλευρου Ισοΰται πρός τό ήμιάθροισμα 

τών δύο άλλων γωνιών αύτοϋ' ή δέ γωνία / ζ < 

ιών έξωτεριχών διχοτόμων πρός τό ήμιάφροι- 
σμα τών Ιδίων γωνιών. 


1) Γωνία £ = 180° — 


Α -(- Β 


Α + Β _ 
2 


= 180»— · 


Όθεν Ε^= 180» 


= 180» — Γ180»— = Γ · ~^ Δ · 


2) ΑΙ παραπληρωματικά! γωνίαι τών Α καί Β είναι αί 180° — Α 
καί 180» —Β. 
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Επομένως 


Ζ = 180· 


180·—'Α 4-180·—θ' 


Α Α 

Α + Β 


"ΕχαΙή#ιυσιι. ΑΙ γωνίαι Ε καί Ζ πρέπει νά είναι παραπληρω¬ 
ματικοί, άφοΟ τό τετράπλευρον ΛΖΒΕ Εχει δύο όρθάς γωνίας ε(ς 
τά Α καί Β. Πράγματι δέ 

Α, Α Α 


180·. 


θεώρι η μα 67 

660. Ή δξεΐα γωνία τών Εσωτερικών διχοτόμων δύο άπέναντι γωνιών 
τετράπλευρου ΙσοΟιαι πρός την ήμιδιαφοράν τών δύο άλλων γωνιών. 

Έστω θ ή γωνία ΔΘΒ τών διχοτόμων καί Η τό παραπλή¬ 
ρωμά της. 

Ή Εξωτερική γωνία Λ τοΟ τριγώνου ΒΓΛ ΙσοΟται πρός 

Α 

Α Α Β 

Λ = Γ+-= 


καΐ Επομένως 


Α Α 

Α Α Β Δ 

Η = 180“— Γ — ~2 - -γ· 


Ά λλά 180· βύνανται νά άντικατασταθοΰν ύπό τοΟ ήμιαθροί- 

Α Α Α Α 

Α + Β + Γ + Δ. 

2 

Α Α 


σματος 


άρα 


θεώρημα 68 

661. ΑΙ Εσωτερικοί διχοτόμοι τών γωνιών τετραπλεύρου τέμνονται 
κατά ιός χορυφάς τετράπλευρου Ιχοντος 
παραπληρωματικός τάς απέναντι γωνίας. 

Έστω ΑΒΓΔ τυχόν τετράπλευρον 
καί ΕΖΘΗ τό τετράπλευρον τό σχημα- 
τιζόμενον ύπό τών έσωτερικών διχο¬ 
τόμων. 

ΑΙ τέσσαρες γωνίαι τοΟ ΑΒΓΔ Εχουν 
άθροισμα τέσσαρας όρθάς* άρα 

<* + Ρ + Υ-+ 8 = 2 όρβαί. 

τών δέ δύο τριγώνων ΑΔΕ, ΒΘΓ τό 
άθροισμα τών Εξ γωνιών των είναι 
τέσσαρες όρθαΐ, ή 
α-}-β-}-γ-|-6 + Ε + θ = 4 όρθαί. 

Επομένως Ε -|- θ = 2 όρθαί. 
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Παρατήρησα. ΑΙ Ασκήσεις αΐ άναφερόμεναι είς τάς διχοτόμους 
τών γωνιών παραλληλογράμμου, ή όρθογωνίου (§§ 512, 513), είναι 
είδικαί περιπτώσεις τής ανωτέρω. 


θιώρημα 63—I 


662. ΑΙ έξωτεριχαί διχοτόμοι τών γωνιών τετράπλευρου τέμνονται 
χατά τάς χορνφάς τετράπλευρου έχοντος τάς άπέναντι γωνίαν παραπλη¬ 
ρωματικός. 

Ή άπόδειξις όμοια. 

θεώρημα ββ 


663. Ή γωνία τών διχοτόμων τών γωνιών τών άπέναντι πλευρών 
τετράπλευρου, είναι Ιαη προς τό ήμιόάροιομα βόο άπένανιι γωνιών 
αΰτοΟ. 


1η Άπόόιτξα. Έστωσαν Εθ, Ζθ αΐ διχοτόμοι, ΑΛ, ΑΜ καί 


ΓΝ, ΓΡ αΐ διά τών Α κα'ι Γ πα¬ 
ράλληλοι πρός αύτάς. Είναι φα¬ 
νερόν δτι πδσαι αΙ γωνίαι 1 εί¬ 
ναι Τσάι, ώς καί πδσαι αΙ γω- 
νίαι 2. 

ΑΙ τρεις γωνίαι θ, ΛΑΜ, 
ΝΓΡ, ώς Εχουσαι τάς πλευράς 
των παραλλήλους καί τής αύτής 
φορδς άμφοτέρας ή άμφοτέρας 
Αντιθέτου φορδς, είναι Τσάι. Καί 
έπειδή 


/-\ λ 

Α= ΛΑΜ -}- 1 +2 
Γ — ΝΓΡ - 1 - 2. 



διά προσθέσεως λαμβάνομεν 


Α Α /\ •'-ν 

Λ + Γ = ΛΑΜ + ΝΓΡ: 


Α 

:2Θ 


-Α 

θ = 


: α +γ. 


2α Άηά&»ιξις. Είς τό μή κυρτόν τετράπλευρου ΕΑΖΘ Ιχομεν 
είς δέ τό ΕΘΖΓ 


Α Α Α Α 

ΕΑΖ = θ + 1 + 2 


Α ^ Α Α 

θ = Γ -)- 1 + 2. 


Δι’ άφαιρέσεως εΰρίσκομεν 


Α Α Α 

2 θ = Λ + Γ. 


Παρατήρησα. Έάν αΙ άπέναντι γωνίαι τοΟ τετραπλεύρου είναι 
παραπληρωματικοί, ή γωνία θ τών διαγώνιων είναι όρθή. Καί 
έπειδή £ν τοιοΟτον τετράπλευρου είναι έγγράψιμον είς κύκλον, 
άγόμεθα είς τήν άκόλουβον πρότασιν: 
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θιώρημα βθ—Ι 

554. ΑΙ διχοτόμοι των γωνιών τών απέναντι πλευρών έγγραφίμου 
είς χόχλον τετράπλευρου είναι κάθετοι έπ' άλλήλας. 

θΐώρημα 70 

665. Τό άθροισμα τών άποστάσεων τών τεσσάρων κορυφών τετρά¬ 
πλευρου άπό δοθείσης ευθείας, είναι τδ τετραπλάσιον τής άποστάσετος 
άπό τής ευθείας τού σημείου τομής τών εύθειών, τών συνδεουσών τά 
μέσα τών άπέναντι πλευρών τού τετράπλευρου. 

ΑΙ άποστάσεις τών κορυφών τοΟ τετράπλευρου άπό τής εΰ- 
Θείας Εχουν άθροισμα Τσον πρός τό άθροισμα τών Αποστάσεων 
τών μέσων τών πλευρών του άπ' αυτής, δηλαδή τών κορυφών τοΟ 
παραλληλογράμμου ΕΖΘΗ (Σχ. 335). Τό τελευταίον δέ τοΰτο 
άθροισμα ΙσοΟται, ώς έδείξαμεν (§ 520), πρός τό τετραπλάσιον 
τής άποστάσεως τοΟ σημείου 'Ο άπό τής εύθείας. 

θεώρημα τοΰ Ρτοιίΐί 70—1 

65Θ. "Εν κυρτόν πολύγωνον περιττού πλήθους πλευρών ορίζεται έκ 
τών μέσων τών πλευρών του. 

1) "Εάν δοΘοΟν τά μέσα 1, Κ, Λ τών τριών πλευρών τριγώνου, 
τοΟτο είναι ώρισμένον. Επειδή Αρκεί 
έξ έκάστου τών σημείων αύτών νά άχθη 
παράλληλος πρός τήν εύθεϊαν τήν όρι- 
ζομένην ύπό τών δύο άλλων σημείων. 

2) Έάν γνωρίζωμεν τά μέσα Ζ, θ. 
Η, Κ, Λ τών πλευρών ένός πενταγώ¬ 
νου, τοΟτο δύναται Επίσης νά όρισθή. 
Ύποθέτοντες πράγματι τό πεντάγωνόν 
κατεσκευασμένον καί φέροντες τυχοϋ- 
σαν διαγώνιον αύτοΰ, λ_χ. τήν ΑΔ. πα- 
ρατηροΟμεν, άτι τοΟ παραλληλογράμ¬ 
μου ΖθΗΙ, δπου I τό μέσον τής ΑΔ, αί 
Σι. 839. τρεις πρώται κορυφαί είναι ώρισμέναι. 

Εϋρίσκεται άρα καί ή τετάρτη καί όρί- 
ζεται τό μέσον τρίγωνον ΙΛΚ τοΟ· τριγώνου ΑΕΔ, έπομένως καί 
αότό τό τρίγωνον ΑΕΔ. 

Μετά τήν κατασκευήν τοΟ τριγώνου ΑΕΔ είναι φανερόν βτι ή 
τοΟ ζητουμένου πενταγώνου είναι άμεσος. 

Κατ’ άνάλογον τρόπον θά έργαζώμεθα δι' έπτάγωνον, έννεά- 
γωνον κλπ. 

Σημειακής. Α. ΡγοπϊΙ, ΝουνέΙΙεε Αππείεε ά« ΜαΤδέπιεΙϊαυΐδ, 
1844, σ. 19. Επίσης, έπ. § 1049. 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

557. Είς τά Επόμενα ζητήματα θά περιορισθώμεν είς τήν άνα- 
γνώρισιν μόνον τής φύσεως καί θέσεως τοΟ ζητουμένου γ. τόπου. 
Επειδή τάς κατασκευάς θά ύποδείζωμεν είς τό τέλος τοΟ Β'. 
Βιβλίου. 

'Ο τόπος δύναται νά άποτελήται άπό μίαν ή περισσοτέρας 
εύθείας, μίαν ή περισοτέρας περίφερείας. 
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Εις ώρισμένας περιπτώσεις, μέρος μόνον μιας γραμμής είναι & 
ζητούμενος τόπος· τό Αλλο μέρος αύτής Αντιστοιχεί, έν γένει, ε(ς 
ζήτηυα παρουσιάζον Αναλογίας τινάς πρός έκεϊνο είς δ Αντιστοι¬ 
χεί ό πρώτος τόπος (§ 570). 

ΔιΑ τήν εϋρεσιν καί κατασκευήν τών γ. τόπων χρήσιμον είναι 
νΑ Ανατρέχωμεν ε(ς τΑς δοθείσας Αναπτύξεις είς τός Μεθό¬ 
δους (§ 56). 

Ή εΰρεσις τών γ. τόπων είναι πολύ ένδιαφέρον ζήτημα, 
έπειδή ή λύοις πλείστων προβλημάτων Απαιτεί τήν γνώσιν καί 
χρήσιν αυτών. 

Τόπος 71 


668. Τόπος τών σημείων τών Ισον άπεχόντων 
ευθειών. 


Τόπος 71-1 


από δύο παραλλήλων 


Β5Θ. Τόπος ιών μέαων τών μεταξύ δύο παραλλήλων εΰθυγράμμων 
τμημάτων. 


Τόπος 71-11 


660. Μεταξύ δύο παραλλήλων φέρομεν κάθετα ίπ' αύτάς τμήματα 
καί κατασκευάζομεν έπ’ αυτών ώς βάσεων τρίγωνα Ισοσκελή καί ίσα. 
Ποιος ό τόπος τών κορυφών τών τριγώνων τούτων; 


Τόπος 71—111 


661. Τό αυτό πρόβλημα, αλλά τά ίσα τρίγωνα είναι τυχόντα. 


Ό τόπος τών κορυφών Μ 
είναι εύθεϊα παράλληλος πρός 
τάς δοθείσας. 

Τά όρθογώνια τρίγωνα 
ΜΓίΗ, Μ’ΝΉ" είναι Τσα ώς 
ϊχοντα τάς ύποτεινούσας Ισας, 
ΜΗ = ΜΉ\ καί τάς όζείας 
γωνίας ΜΗΝ = ΜΉ'Ν’, ώς 
συμπληρώματα τών ίσων γω¬ 
νιών Η καί Η'. 

Επομένως, ΜΝ = Μ'Ν' καί 
αί εύθεϊαι ΜΜ’, ΝΝ' είναι 
παράλληλοι. 


Α θ' θ » 



Τόπος 72 


562. Δύο κορυφαΐ ενός αμεταβλήτου τριγώνου ολισθαίνουν έπί δύο 
παραλλήλων ευθειών* ποίος ό τόπος τής τρίτης κορυφής αύτοΰ; 

Άπάντησις καί Απόδειξις ή προ- 
ηγουμένη. 

Τόπος 73 1 Ζ 

663. Τόπος τών μέσων τών εύ- η— 

θειών τών άγομένων έκ δοθέντος ση¬ 
μείου πρός δοθεΐσαν ευθείαν. 



- ί~ 

Σχ. ΜΙ 


Τ 


Τό μέσον τής τυχούσης τοιαύτης εύθείας ΑΗ εύρίσκεται έπί 
τής Απεράτου εύθείας ΕΖ, Αγομένης παραλλήλως τής δβθείσης 
ΒΓ καί έκ του μέσου I τής καθέτου ΑΔ. 
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Τόκος 74 

564. Τόπος τών κέντρων τών παραλληλογράμμων τής αυτής βά· 
σεως καί κοινού ύψους. 

Είναι εύθεία παράλληλος πρός τήν βάοιν καί διά χοΰ μέσου 
τοΟ τυχόντος ϋψους. 

Τύπος 74—1 

565. Τόπος τών κέντρων τών παραλληλογράμμων, τών λαμβανομένων 
διά τών τομών ένός σταθερού ζεύγους παραλλήλων ύπο δύο παραλλή¬ 
λων άλλων ευθειών. 

Τόπος 75 

566. Τόπος τών κορυφών τών τριγώνων τής αυτής βάσεως ΒΓ καί 
τού αύτοΰ ύψους υ. 

Συμπίπτει πρός τόν τόπον τών σημείων τών εις ΐσας άποστά- 
σεις εύρισκομένων άπό τής εύθείας ΒΓ. Είναι δηλαδή τό ζεΟγος 
τών παραλλήλων πρός τήν ΒΓ, έκατέρωθεν καί εις άπόστασιν υ 
άπ’ αυτής εύρισκομένων, εύθειών. 

567. Παραχήρηοις. Μετά τήν σπουδήν τών έμβαδών, τό προη- 
γούμενον ζήτημα θά ήδύνατο νά διατυπωθή καί ώς έζής: 

Τόπος τών πορνφών τών τριγώνων τών {χόνχων τήν αυτήν βάοιν χαι τό 
αυτό ίμβαόόν. 

Τόπος 76-1 

568. Τόπος τών σημείων τομής τών διαμέσων τών τριγώνων τών 
έχόντων τήν αυτήν βάοιν χαί τό αυτό ύψος. 

ΑΙ διάμεσοι τέμνονται εις χά δύο τρίτα τοΟ μήκους των άπό 
τών κορυφών· ό τόπος έπομένως είναι ή παράλληλος πρός τήν βά- 

2 

σιν, ή άγομένη διά σημείου κειμένου εις τά — άπό τής κορυφής 
τοΰ ύψους τού τυχόντος τριγώνου. 


Τόπος 76 


569. Τόπος τών σημείων τομής τών διαγώνιων τών ισοσκελών τρα¬ 
πεζίων, τών σχηματιζομένων υπό τών παραλλήλων 
πρός τήν βάσιν Ισοσκελούς τριγώνου. 

ΑΙ παράλληλοι ΒΔ καί ΓΕ σχηματίζουν μετά 
τών πλευρών τής γωνίας Α έντός έκτός και έπί 
τά αύτά μέρη γωνίας Τσας: 

ΑΒΔ = ΑΓΕ 

α -α 

ΑΔΒ = ΑΕΓ 



Στ. 4«· 


✓Α ^Α 

καί έπειδή Γ = Ε, έπεται 

Α -Α 

Β = Δ. 


Είναι λοιπόν τό τρίγωνον ΑΒΔ Ισοσκελές, ΑΒ = ΑΔ καί, ώς 
γνωρίζομεν (§ 534), αΐ διαγώνιοι Γ Δ καί ΒΕ τοΰ ΙσοσκελοΟς τρα- 
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πεζίου ΓΒΔΕ τέμνονται έπί τής διχοτόμου τής γωνίας Α. Ή εύ- 
θεϊα αϋτη είναι ό ζητούμενος τόττος. 

570. Παρατήρησα. Ή διχοτόμος τής γωνίας Α τοΟ τριγώνου 
ΑΓΕ ή τό ύψος έχ τοΟ Α αύτοΟ, είναι ό τόπος τών έν λόγω ση¬ 
μείων, δταν τά τραπέζια εύρίσκωνται έντός τοΟ τριγώνου. ΑΙ προ¬ 
εκτάσεις τής διχοτόμου πέραν τής κορυφής ή πέραν τής βάσεως 
Αντιστοιχούν είς τά σημεία τομής τών διαγώνιων τών τραπεζίων, 
τών σχηματιζομένων ύπό παραλλήλων τεμνουσών τάς προεκτά¬ 
σεις τών ΑΓ καί ΑΕ. 

Τάίτος 77 

571. Τόπος τών σημείων τών όποιων τό άθροισμα ή ή διαφορά τών 
αποστάσεων άπό δύο δοθεισών ευθειών είναι δοθέν μήκος. 

(Βλ. Μέθοδοι. §§ 74. 75). 


Τόπος 78 

572. Τόπος τών κορυφών Μ τών παραλληλογράμμων σταθερός πε¬ 
ριμέτρου ΑΒΜΓ, τών λαμβανομένων διά τών τομών τών πλευρών στα¬ 
θερός, κατά θέαιν καί μέγεθος, γωνίας Α ύπό ευθειών ΜΓ, ΜΒ πα¬ 
ραλλήλων πρός τάς πλευράς τής γωνίας. 

Ανάγεται είς τό προηγούμενου. 


ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΑ 


573. Μέ τά πενιχρά έψόδια έχ του Α' Βιβλίου δέν δυνάμεθα νά 
σπουδάσωμεν παρά μόνον μεταβολάς εύθυγράμμων τμημάτων ή 
τεθλασμένων γραμμών. 

Τά συχνότερου χρησιμοποιούμενα θεωρήματα είναι τά Ακό¬ 
λουθα : 


Πάσα χνριή περιβαλλόμενη γραμμή είναι μικρότερα τής περιβαλλοναης 
γραμμής (Παραδείγματα , §§ 574, 569, 591). 

Ή εκ σημείου κάθετος Ιπ' εν&εΐαν είναι μικρότερα πόσης πλαγιάς πρός 
αυτήν, αγόμενης έχ τον αΰτσϋ σημείου ( Παραδείγματα, §§ 584, 587). 


Χρησιμοποιούνται έπίσης καί οΐ ήδη σπουδαοθέντες γεωμ. τό¬ 
ποι. Επειδή πάντα τά σημεία Ινός θεωρηθέντος τόπου έχουν μίαν 
κοινήν Ιδιότητα ένώ τά έκτός αύτοθ σημεία Απέχουν περισσότε¬ 
ρον ή όλιγώτερον άπό δοθείσης εύθείας (·°) {Παράδειγμα, § 580). 

Ή μέθοδος διά διπλασιασμού ή συμμετρίας (§ 145) δίδει πολ- 
λάκις πολύ άπλας λύσεις ( Παραδείγματα , §§ 574, 577, 582 2α Άπό- 
δειξις). 

Ή έπομένη, τέλος, παρατήρησις όδηγεϊ είς πολλάς περιπτώ¬ 
σεις, Αν όχι είς τήν άπόδειξιν, τούλάχιστον είς τήν άνεύρεσιν τού 
ζητουμένου μεγίστου ή έλαχίστου: 

* Εάν ίν τρίγωνον μεταβάλλεται άλλ' είς τρόπον, ώστε νά διατηρή μίαν 
πλευράν ή μίαν γωνίαν σταόεράν, τό ισοσκελές τρίγωνον άντιοτοιχιΐ είς τό 
ζητονμενον μέγιστον ή έλάχιστον. Επειδή τό τρίγωνον τούτο είναι τό 
κοινόν δριον δύο τριγώνων Τσων μεταξύ των καί συμμετρικών πρός 


40. Σ η μ. μετ. Επειδή οί τόποι τού Α'. Βιβλίου είναι εδβεΐαι. 
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τήν κάθετον είς τό μέσον τής κοινής πλευράς ή τήν διχοτόμον 
τής κοινής γωνίας αυτών. Αρκεί έπομένως νά συγκρίνωμεν τό Ισο¬ 
σκελές τρίγωνον πρός έν άλλο τρίγωνον, πληροΟν τούς τεθέντας 
όρους. (ΠαραΑίΐγματα, §§ 574, 581, 582, 583) (*'). 


Πρόβλημα 70 

674· Έκ των τριγώνων ΑΒΓ τών έχόντων τήν αυτήν βάσιν χαί το 
αυτό ΰψος, ποιον τό εχον τό έλάχισιον άθροισμα 
τών 80ο άλλων πλευρών; 

"Εστωσαν Ε καί Ζ τά συμμετρικά σημεία 
τών Α καί Β πρός τήν ΧΥ. 

Τό άθροισμα ΑΓ ΓΒ (σοΟται πρός τό μή¬ 
κος τής τεθλασμένης γραμμής ΑΓ -(- ΓΖ < τής 
ευθείας ΑΔΖ. Γίνεται λοιπόν έλάχιστον διά 
Γ ο. μπϊπτον πρός τό Δ, δηλ. διά τό Ισοσκε¬ 
λές τρίγωνον ΑΔΒ. 



Πρόβλημα 79—1 


576. Έχ τών παραλληλογράμμων τών έχόν¬ 
των κοινήν διαγώνιου χαί τών οποίων αί απέ¬ 
ναντι αυτής χορυφαί εΰρίσχονται έπί παραλλήλων ευθειών πρός τήν 
διαγώνιου ταύτην, ποιον τό έλαχίστης περιμέτρου ; 

Είναι ό ρόμβος, κατά τήν προηγουμένην άσκησιν. 

Πρόβλημα 70—11 

676. Έχ τών παραλληλογράμμων τών έχόντων χοινήν τήν βάσιν χαί 
τό αΰτό ύψος, ποιον τό έλαχίστης περιμέτρου ; 

Τό Αρθογώνιον. 

Πρόβλημα 80 


677. Έχ ιών τριγώνων 



ΑΓΒΔ, μέ άχρα δοθέντα 
δοθεισών ευθειών, ποία ή 


μέ κοινήν κορυφήν Α χαί τάς άλλας χορυ- 
φάς έπί τών πλευρών δοθείσης όξεία ; γω¬ 
νίας Ο, ποίον τό έλαχίστης περιμέτρου; 

Αρκεί νά λάβωμεν τά συμμετρικά 
σημεία Α', Α" τοΟ Α πρός τάς πλευ¬ 
ράς τής γωνίας Ο, διά νά διαπιστώσω- 
σωμεν άμέσως δτι τό ζητούμενου τρί¬ 
γωνον είναι τό ΑΒΓ τοΟ σχήματος. 
Επειδή διά τυχόν άλλο τρίγωνον ΑΔΕ 
είναι 

περιμ. ΑΔΕ = Α'Ε 4-ΕΔΔΑ" > εύ- 
θεΐας ΑΤΒΑ". 

Πρόβλημα 80—1 

678. Έχ τών τεθλασμένων γραμμών 
σημεία Α χαί Β χαί χορυφάς Γ, Δ έπί δυο 
έλαχίστου μήχους; 


41. Σημ. μ ε τ. Σκοτεινόν. Ή Βιχαιολογία τής παρατηρήσεως βα¬ 
σίζεται μάλλον έπί τών ειδικών αδταιν παραδειγμάτων. 
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Λύσις άνάλογος τής προηγουμένης. 

ΤοΟ αύτοΟ είδους πρόβλημα δύναται νά τεθή καί διά τεθλα- 
σμένην γραμμήν μέ κορυφάς κειμένας έπΐ δοθεισών εύθειών οίου- 
δήποτε πλήθους. 

Πρόβλημα 81 

579. Δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί ζητείται νά εύρεθή τό σημείον τής 
πλευράς ΒΓ διά τό όποιον τό άθροισμα των αποστάσεων από τών πλευ¬ 
ρών τής γωνίας Α είναι έλάχιστον. 

Είναι ή κορυφή τής μεγαλυτέρας έκ τών γωνιών Β καί Γ. 

Τό έλάχιστον άθροισμα είναι τό έκ τής κορυφής αύτής ύψος 
τοΰ τριγώνου. 

Πρόβλημα 82 


580. Δίδονται πολύγωνον χαί δυο ενθεΐαι ΟΧ, ΟΥ. Ποιον τό ση· 
μεΐον τής περιμέτρου τοΰ πολυγώνου διά τό όποιον τό άθροισμα λ τών 
αποστάσεων του άπό τάς ευθείας ταύτας είναι μέγιστον ή έλάχιστον; 


"Η βάσις (σοσκελοΟς τριγώνου 
όποίων τό άθροισμα τών άπο- 
στάσεων άπό τών δόο Τσων πλευ¬ 
ρών είναι σταθερόν, ίσον πρός τό 
έπί μίαν τούτων Οψος (§§ 20, 74). 

’Εκ τής παρατηρήσεως ταύτης 
όδηγούμενοι, γράφομεν διά τής 
άπώτερον τοΟ σημείου Ο κορυ- 
ής Α τοΟ πολυγώνου, εύθεϊαν 
Ζ είς τρόπον, ώστε ΟΕ = ΟΖ. 
Ή κορυφή αϋτη είναι τό ζητού¬ 
μενου σημεΐον τής περιμέτρου διά 
τό όποιον τό μήκος λ γίνεται μέ¬ 
γιστον καί είναι τοΟτο : 

Αθ + ΑΛ = ΕΗ. 


είναι ό τόπος τών σημείων τών 



Ή έγγύτερον τοΟ Ο εΰρισκομένη κορυφή τοΰ Α' τοΟ πολυγώ¬ 
νου άντιστοιχεϊ είς τό έλάχιστον άθροισμα 
Α'Θ'+Α'Λ'=ΕΉ' 

όπου πάλιν ΟΕ'= ΟΖ' ή Ε’Ζ' παράλληλος πρός τήν ΕΖ. 


Πρόβλημα 83 

581. Έκ τών τριγώνων τών έχόντων τήν 
ΐβίαν γωνίαν είς τήν χορυφήν χαί τών όποίων 
τό άθροισμα τών πλευρών τής γωνίας ταύτης 
είναι σταθερόν, ποιον τό μιχροτέρας βάσεως; 

1η Άχόδβιξις. "Εστω ΑΒΓ τό Ισοσκελές 
έκ τών τριγώνων τούτων καί ΕΑΖ τό τυ¬ 
χόν έξ αύτών· έπειδή 

ΑΒ-}-ΑΓ = αε + αζ 

Ιπεται 

ΒΕ = ΓΖ. 



Θά δείήωμεν δτι ή βάσις ΕΖ είναι με 
γαλυτέρα τής βάσεως ΒΓ τού Ισοσκελούς τριγώνου. 
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Φέρομεν τάς καθέτους Εθ, ΖΗ. Τά όρθογώνια τρίγωνα ΕΒΘ, 
ΓΖΗ είναι Τσα, ώς Εχοντα ΐσας τάς ύποτεινούσας καί τήν γωνίαν 
Β = ΖΓΗ· άρα 

Βθ = ΓΗ καί ΘΗ = ΒΓ. 

Άλλ' ή προβολή ΘΗ τής ΕΖ έπί τήν εύθεϊαν ΒΓ είναι προ¬ 
φανώς μικροτέρα τής ΕΖ- έπομένως 

ΒΓ < ΕΖ. 

2α Άι«Ιδΐΐ(»{. Ή συμμετρία όδηγεΐται εις άπλουστέραν άπόδει- 
ξιν. "Εστω πράγματι Λ τό συμμετρικόν τοΟ Ζ πρός τήν ΒΓ. θά 
Ιχωμεν ΟΛ = ΟΖ, αί δέ εόθεΐαι ΒΕ καί ΓΛ είναι ΐοαι καί παράλ¬ 
ληλοι καθώς έπίσης καί αί ΒΓ καί ΕΛ. Καί έπειδή 

ΕΛ <ΕΟ + θΛ, 

συνάγομεν ΒΓ < ΕΖ. 

Πρόβλημα 84 

682. Δίδονται γωνία Α κατά θέσιν καί μέγεθος καί σημεΐον Δ έπΐ 
τής διχοτόμου αυτής. Διά τού Δ φέρομεν τέμνουσαν τυχοΰσαν ΜΔΝ. 
Ποίον έκ των τριγώνων ΑΜΝ έχει τήν έλαχίστην περίμετρον; 

1η Άπόίιιξίί. θά δείξωμεν δτι τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ, μέ 

βάσιν ΒΔΓ κάθετον έπΐ τήν διχοτό¬ 
μον τής γωνίας Α, είναι τό έλαχί- 
στης περιμέτρου. 

Πράγματι, Εστω τρίγωνον ΑΕΖ 
διά τό όποιον ΒΕ = ΓΖ- θά Εχωμεν 

ΒΓ < ΕΖ, (§ 5Θ1) 

καί έπειδή ΘΕ = ΖΗ, θά είναι έπί¬ 
σης ΘΟ = ΟΗ καί τό σημεΐον Ο θά 
κεΐται έπΐ τοΟ τμήματος ΔΓ. 

"Εστω τώρα ΜΔΝ παράλληλος 
πρός τήν ΕΖ' έπειδή προφανώς 

ΜΝ > ΕΖ, 

κατά μείζονα λόγον θά είναι καί 
ΜΝ> ΒΓ. 

Εξάλλου ΑΜ + ΛΝ > ΛΕ + ΛΖ = ΛΒ+ΛΓ· 
ώστε 

περ/μ. ΑΜΝ = ΑΜ + ΑΝ + ΜΝ > ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ = περ/μ. ΑΒΓ: 

Δηλ. τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό Ελάχιστης περιμέτρου. 

2α Ά*όί·ιξί(. Ή μέθοδος τής συμμετρίας όδηγεί πάλιν εις μίαν 
πολύ άπλΒν άπόδειξιν. 

"Εστω Ν’ τό συμμετρικόν τοΟ Ν πρός τήν διχοτόμον τής γω¬ 
νίας Α· θά είναι ΔΝ’= ΔΝ καί ή ΔΒ είναι διχοτόμος τής γω¬ 
νίας ΜΔΝ’. 

Άλλ’ ή διχοτόμος τριγώνου είναι μικροτέρα τοΟ ήμιαθροίσμα- 
τος τών περιεχουσών αύτήν πλευρών, άφοΟ περιέχεται μεταξύ τών 
έκ τής αότής κορυφής Οψους καί διαμέσου (§δ 500, 646)· είναι έπο- 


Α 
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μένως μικροτέρα τής τελευταίας ταύτης ευθείας, ήτις πάλιν είναι 
μικροτέρα τοΟ ήμιαθροίσματος τών περιεχουσών αύτήν πλευρών 
(§ 455). “Ωστε διά τό τρίγωνον Ν'ΔΜ 

ΔΒ < διαμέσου έκ τοΟ Δ < - - - 


Δηλ. 


2ΔΒ <ΔΜ + ΔΝ'=ΜΝ. 
ΒΓ <ΜΝ. 

Πρόβλημα 85 



583. Δοθένχος τριγώνου, προεχτείνομεν τάς δύο πλευράς αΰτοϋ πέ 

ραν τής βάαειος ε(ς τρόπον, ώστε τό άθροι¬ 
σμα τών προεκτάσεων νά ίσοΰται πρός τό μή· λ 

κος τής βάσεως. Ύπό ποιας συνθήκας ή ο υν¬ 
δέουσα χά άκρα τών προεκτάσεων ευθεία γί¬ 
νεται ελάχιστη ; 

Έστω Δ τυχόν σημεΐον τής βάσεως, 

ΒΔ = ΒΕ καί ΓΔ=ΓΖ. Φέρομεν καί 
τήν ΕΖ. 

Τό τρίγωνον ΑΕΖ Βχει σταθερόν τήν 
γωνίαν Α, ώς καί τό άθροισμα τών πλευ¬ 
ρών του ΑΕ καί ΑΖ, άφοΟ 

ΑΕ + ΑΖ = ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ. 

Γίνεται έπομένως (§ 5ΘΙ) ή βάσις του ΕΖ έλαχίστη διά 

αε^αζ^αβ + βγ + γα. 

Παραιήρηϋΐζ. Τά σημεία Δ, Ε, Ζ είναι τά σημεία έπαφών μετά 
τών πλευρών τοΰ τριγώνου μιάς τών παρεγγεγραμμένων εις αότό 
περιφερειών. 

Πρόβλημα 88 

584. Έκ σημείου Δ τής ΰποτεινούσης ΒΓ ορθογωνίου τριγώνου 
ΑΒΓ φέρομεν τάς καθέτους ΔΕ, ΔΖ έπί τάς 
πλευράς τής όρθής γωνίας. Διά ποιαν θέσιν τοΟ 
Δ ή συνΑέουσα τούς πόδας τών καθέτων ευθεία 
ΕΖ έχει τό έλάχιστον μήκος; 

Διά τό τυχόν σημεΐον Δ είναι ΕΖ = ΑΔ, 
ή δέ μικροτέρα έκ τών εύθειών ΑΔ είναι ή 
ΑΔ’, κάθετος έπί τήν ύποτείνουσαν. Ή έλα- 
χίστη έπομένως ευθεία ΕΖ είναι ή Ε'Ζ'. 

Πρόβλημα 86—1 

585. Διά σημείου Δ, λαμβανομένου έπί τής 
περιμέτρου ρόμβου, φέρομεν παραλλήλους πρός 
τάς διαγώνιους τού σχήματος καί θεωροϋμεν τό 
έγγβγραμμένον ορθογώνιον. Διά ποιαν θέσιν τοΰ σημείου Δ τό άθροι¬ 
σμα τών διαγώνιων τοΰ ορθογωνίου γίνεται έλάχιστον; 

Λύσις άνάλογος τής προηγουμένης. 

Γχωμβχρία 18 
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Πρόβλημα 88—11 

588. Διά ποίαν θέσιν χοϋ σημείου Δ τής προηγουμένης άσχήσεως ι6 
Εγγεγραμμένου όρθογώνιον μέ κορυφήν τό σημβΐον τούτο έχει τήν μεγί- 
στην ή τήν έλαχίστην περίμετρον ; 

Κατά προηγούμενου πρόβλημα (§ 579), ή μεγίστη περίμετρος 
Χαμβάνεται Διά θέσιν τοΟ σημείου Δ συμπίπτουσαν πρός Εν τών 
άκρων τής μεγαλυτέρας διαγωνίου του ρόμβου—άν καί τό Εγγε¬ 
γραμμένου τότε όρθογώνιον ίχει ώς ΰψος μηδέν καί περίμετρον 
διπλασίαν τής διαγώνιου αυτής. 

Άναλόγως, τό έλάχιστον Χαμβάνεται διά Δ συμπϊπχον πρός 
Εν τών άκρων τής μικροτέρας διαγωνίου. Διά πάσαν άλλην θέσιν 
τοΟ Δ, ή περίμετρος τοΟ άντιστοίχου όρθογωνίου περιλαμβάνεται 
μεταξύ τοΟ διπλασίου τοΟ μήκους τής μικροτέρας διαγωνίου καί 
τοΟ διπλασίου τής μεγαλυτέρας. 

Πρόβλημα 87 

687. Διά τής κορυφής Λ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν ευθείαν ΧΥ χαί 
τάς καθέτους ΒΔ, ΓΕ έπ’ αυτήν. Διά ποιαν θέσιν τοΟ τριγώνου περί τό 
Α τό άθροισμα τών καθέτων τούτων γίνεται μέγιστον; 

1) Διά τοΟ μέσου Ζ τής ΒΓ φέρομεν κάθετον Ζθ έπί τήν ΧΥ. 
Ε(ς τό τραπέζιον ΔΒΓΕ θά Εχωμεν 

ΒΔ + ΓΕ = 2.ΖΘ. 

Τό μέγιστον έπομένως τοΟ άριστερά άθροίσματος Αντιστοιχεί 
είς τό μέγιστον τοΟ μήκους Ζθ· καί έπειδή 

Ζθ< ΑΖ, 

γίνεται φανερόν δτι τό μέγιστον τοΟ μήκους αύτοΟ Χαμβάνεται 
διά Ζθ = ΑΖ. ή εόθεΐαν ΧΥ κάθετον έπί τήν διάμεσον ΑΖ τοΟ 
τριγώνου. 

2) Τό τμήμα Ζθ έλαττοΟται έφ’ Βσον ή εύθεΐα ΖΑ πλησιάζη 
πρός τήν ΧΫ. 

Όταν τό σημεΐον Γ πέση έπί τής εύθείας, τότε 




£]. 350 



ΪΖ. 3». 


Διά θέσεις τής ΑΓ κάτω τής ΧΥ (Σχ. 351), θά πρέπει νά θεωρώ- 
μεν τήν άπόστασιν ΓΕ ώς Αρνητικόν μήκος (§ 436, 3η περ/σις). Τότε 
ΖΘ = ΒΔ-Γ_Ε 

καί ή διαφορά αδτη μηδενίζεται δταν τό σημεϊον Ζ ψθάση τήν ΧΥ, 
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Παρατήρηαις. Διά τήν γεωμετρικήν σπουδήν τών μεταβολών τοΟ 
μήκους τής μέσης βάσεως Ζθ, άρκεΐ νά θεωρήσωμεν τάς διαφό¬ 
ρους θέσεις τής ΑΖ περί τό σημεΐον Α καί άπό τής θέσεως ΑλΥ 
μέχρι τής καθέτου έπΐ τήν ΧΥ. Ή εύθεΐα Ζθ, άρχικώς μηδενική, 
αυξάνει συνεχώς Εως βτου γίνη ίση πρός τήν διάμεσον ΑΖ. 

Άπό άναλυτικής άπόψεως, εύκόλως άναγνωρίζομεν 6τι α( με- 
ταβολαΐ τοΟ 161ου μήκους Ζθ έζαρτώνται άπό έκείνων τοΟ ήμι- 
τόνου τής γωνίας ΥΑΖ. Έστω α ή γωνία αύτό καί μ τό μήκος 
τής διαμέσου ΑΖ. 

θά Ιχωμεν: Ζθ =μ ημ α. "Οταν ή γωνία α είναι Ο, τό αότό 
συμβαίνει καί διά τό μήκος Ζθ· ύστερον τό μήκος τοΟτο αυξάνει, 
διά νά καταστή Τσον πρός μ, διά α = 90». Ακολούθως έλαττοΟται 
διά συνεχιζομένην αϋξησιν τής γωνίας. Διά α = 180», τό μήκος Ζθ 
μηδενίζεται έκ νέου, διά α> 180» ή τιμή τοΟ Ζθ καθίσταται άρ- 
νητική καί Τση πρός —μ διά α = 270». Κατόπιν, διατηρουμένη πάν¬ 
τοτε άρνητική, έλοπτοΟται κατ' άπόλυτον τιμήν καί έπαναμηδενί- 
ζεται διά α = 360». 

Πρόβλημα 88 


688. 'Κιώ των κορυφών ένός τετραγώνου καί άχολουθοϋντες τήν πε¬ 


ρίμετρον αΰτοϋ καθ’ ώρισμένην φοράν, λαμβάνο- 
μεν έφ’ έχάστης πλευράς ώρισμένον μήκος. Νά 
εύρεθή τό Ελάχιστον τετράγωνον έχ τών έχόντων 
κορυφάς τά κέρατα τών μηκών τούτων. 

Έστω ΑΕ = ΒΖ = ΓΘ = ΔΗ. 

1) θά πρέπει πρώτον νά δείξωμεν βτι τό 
σχήμα είναι τετράγωνον (§ 506). 

2) Επειδή ΑΕ ΑΗ = ΑΔ = ποσότης στα¬ 
θερά, τό έλάχιστον τής ύποτεινούσης ΕΗ 
λαμβάνεται διά πλευράς τής όρθής γωνίας 
Τσας πρός άλλήλας (§ 581). 

ΕΤναι δηλ. τό έλάχιστον τετράγωνον ΙΓΚΛ 
έκεϊνο μέ κορυφάς τά μέσα τών πλευρών 
τοΟ άρχικοΟ τετραγώνου. 


Λ Ε I Β 



Σι. ΜΧ 


Πρόβλημα 88 


689. Νά σπουδασθοϋν αί μεταβολαϊ τοϋ αθροίσματος τών αποστά¬ 
σεων άπό δύο δοθέντων σημείων τών σημείων 
δοθείσης ευθείας. 

1) Τά δο ΰέηα οημτΐα «ύρίοχονται ίκατίρω9ι* 
τής *ν9τίας. 

α) ’Εάν ή εύθεΐα τέμνη τήν ΑΒ, τό ση¬ 
μεΐον τομής Ο είναι τό τοΟ μικροτέρου άθροί- 
σματος· έπειδή 

ΑΒ < ΑΛ-}- ΛΒ. 

β) Τό άθροισμα αυξάνει, δίαν τό κινητόν 
σημεΐον άπομακρύνεται τής ΑΒ. Πράγματι, ή 
τεθλασμένη περιβαλλομένη γραμμή ΑΛ ΛΒ 
είναι μικροτέρα τής περιβαλλούσης ΑΜ -(- ΒΜ. 

γ) Τό άθροισμα τείνει ε(ς άπειρον δταν *%. **· 

τό σημεΐον Μ άπομακρύνεται είς άπειρον 
κατά τήν μίαν ή τήν άλλην διεύθυνσιν έπί τής ΧΥ. 
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Σννοψίί. Τό Αθροισμα μεταβάλλεται άπό ΑΒ Εως -}- ® . 

Διά δοθέν άθροισμα 2α > ΑΒ, ύπάρχουν δύο σημεία Μ και Ν 
τής εύθεΐας καί δύο μόνον, διά τά όποια: 

ΑΜ + ΜΒ = ΑΝ + ΝΒ = 2α. 

2) Τά όοόέντα σημεία εΰρισκονται προς 
ιό αυτό μέρος τής ιϊάείας. 

Διά νά άναγάγωμεν τήν περίπτωσιν 
ταύτην είς τήν προηγουμένην, άρκεΐ 
νά όρίσωμεν τό σημεΐον Γ, συμμε¬ 
τρικόν τοΟ Α πρός τήν ΧΥ. Επειδή 
τότε ΑΝ + ΒΝ = ΓΝ+ΒΝ. 

Ζχ. 3Μ. Επομένως, τό έλάχιστον τοϋ 

Αθροίσματος παρέχεται ύπό τής εύ- 
θείας ΒΛΓ καί τό άθροισμα μεταβάλλεται άπό ΒΓ μέχρις + ® · 

690. Σημείωσες. Έκ τής προηγουμένης σπουδής, δυνάμεθα νά 
συναγάγωμεν πολλάς συνεπείας άναφερομένας είς τήν Ελλειψιν. 
(Ο. η· 613). 

Γνωρίζομεν, δτι ή καμπύλη αϋτη είναι ό τόπος τών σημείων, 
τών όποίων τό άθροισμα τών Αποστάσεων άπό δύο δοθέντων ση¬ 
μείων, Α, Β, είναι σταθερόν. Έάν λοιπόν 2α είναι τό άθροισμα 
τών Εστιακών άκτίνων ΑΜ, ΒΜ, δυνάμεθα νά συμπεράνωμεν δτι: 

1) Τό άθροισμα 2α πρέπει νά εΤνάι μεγαλύτερον τής Εστιακής 
άποστάσεως ΑΒ. 

2) Πάσα εύθεϊα, διερχομένη μεταξύ τών Εστιών Α, Β, τέμνει τήν 
καμπύλην κατά δύο σημεία (οχ. 353). 

3) Πάσα εύθεϊα, μή διερχομένη μεταξύ τών Εστιών (σχ. 354), 
τέμνει τήν Ελλειψιν κατά δύο σημεία, όταν 2α είναι μεγαλύτερου 
τής εύθείας ΒΓ. τής συνδεούσης μίαν τών Εστιών πρός τό συμμε¬ 
τρικόν πρός τήν εϋθεϊαν τής Ετέρας Εστίας. 

4) Έάν 2α < ΒΓ, ή εύθεϊα δέν συναντά τήν καμπύλην. 

5) Ή εύθεϊα έψάπτεται τής καμπύλης δταν 2α = ΒΓ· Επειδή 
τότε τά δύο σημεία τομής Μ, Ν προσεγγίζουν άπείρως πρός 
Αλληλα. 

6) Ή Ελλειψις είναι κυρτή καμπύλη, άφοϋ μία εύθεϊα δέν δύ- 
ναται νά Εχη μετ’ αύτής παρά δύο μόνον, τό πολύ, κοινά σημεία. 

ΠρίβΙημα 90 

691. Νά σπουδασθοδν αί μεταβολαί τής διαφοράς τών προηγουμέ¬ 
νων Αποστάσεων. 

(ΜέΦοΛοε, Μ 258 - 261). 

Παρατήρησες. "Οπως ή σπουδή τών μεταβολών του Αθροίσματος 
τών Αποστάσεων άπό δύο δοθέντων σημείων Ενός κινητού σημείου 
εύθείας ΧΥ, μάς ώδήγησεν είς Ιδιότητας τής έλλείψεως (§ 590), 
οδτω καί ή σπουδή τών μεταβολών τής διαφοράς τών Ιδίων Απο¬ 
στάσεων δύναται νά μάς γνωρίση διαφόρους Ιδιότητας τής ύπερ- 
βολής (§ 260). Είναι Εν τούτοις ή δευτέρα αΰτη σπουδή μακρο¬ 
τέρα καί μάλλον Επίπονος τής πρώτης. 





ΒΙΒΛΙΟΝ II 


ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


Άηοατάαεις καί χοβόαΐ 


592. Διά τήν άπλουστέραν άπόδειξιν τών θεωρημάτων του κε¬ 
φαλαίου αϋτοΰ, χρήσιμον είναι δπως Βχωμεν 6π' Λψιν τά έπό- 
μενα θεωρήματα. 

α) Ή ελάχιστη χαΐ ή μεγίστη άπόσταοις ενός σημείου άπό μιας περιφέ¬ 
ρειας μετροννιαι επί τής εϋ&είας τής Ινούαης χό αημεΐον μετά τον κέντρου 
τής περιφέρειας. 

β) 4 Η ελάχιστη χα'ι ή μεγίοτη άπόσταοις δυο σημείων κειμένων, άντι- 
ατοίχως, έπΐ δύο περιφερειών, μετροννιαι έπΐ τής διακέντρον αυτών. 

γ) Έχ δύο άνίσων χορδών μιας περιφέρειας, μεγαλύτερα είναι ή όλιγώ- 
τερον τον 4 κέντρου άπέχουαα. 

Παραχήρηαις. Διά τήν άπόδειξιν τών θεωρημάτων τοΟ Κεφα¬ 
λαίου τούτου είναι έπαρκή τά θεωρήματα τ’ άναφερόμενα είς τάς 
περιπτώσεις Ισότητος τών τριγώνων. Έν τοΰτοις θά ϋποθέσωμεν 
γνωστά καί τά σχετιζόμενα πρός τήν μέτρησιν τών έγγεγραμμέ- 
νων είς κύκλον γωνιών- έπειδή ή γνώσις αύτών μας όδηγεΐ είς 
άποδείξεις πολύ μάλλον άπλουστέρας άπό έκείνας, αΐ όποϊαι 
στηρίζονται μόνον έπί τών θεώρημάτων τής Ισότητος δύο τρι¬ 
γώνων. 

Μία ή δύο άσκήσεις προϋποθέτουν τήν γνώσιν τοΟ όρισμοΟ τής 
έφαπτομένης μιας καμπύλης. 

θεώρημα 91 

593. Πάσα ευθεία ΑΒ, διαιρούσα περιφέρειαν είς δύο Ισα τμή¬ 
ματα, ΑΜΒ χαϊ ΑΝΒ, είναι διάμετρος αυτής. 

θεώρημα 92 

594. Τό μεγαλυτε'ρου μήκους εΰθύγραμμον τμήμα, έκ ιών οριζόμε¬ 
νων υπό σημείου Μ καί τών διαφόρων σημείων μιας περιφερείας (Ο), 
είναι ιό ΜΟΑ, διερχόμενον διά ιού κέντρου καί καταλήγον είς τήν πε¬ 
ριφέρειαν. 

θεώρημα 93 

595. Έάν δύο περιφέρειαι δέν έχουν κοινά σημεία, ή μικρότερα 
άπόσταοις δύο σημείων κειμένων, άντιστοίχως, έπ’ αυτών μετρείται έπΐ 
τής διακέντρου. 

θεώρημα 94 

596. ΟΙαδήποτε καί -αν είναι ή σχετική θέσις δύο περιφερειών (Α) 
καί (Β), ή μεγαλυτέρου μήκους τέμνουσα αύτών διέρχεται διά τοΰ κέντρου. 
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θεώρημα 95 

597. Δύο σημεία κείμενα έπί μιας χορδής καί ίσον άπέχοντα τοϋ 
μέσου αυτής, Ισον απέχουν καί τής περιφέρειας. 

θεώρημα 95—1 

598. Δύο σημεία έπί μιας έφαπτομένης καί 
εις Ισας αποστάσεις από τοϋ σημείου έπαφής, 
Ισον απέχουν καί τής περιφερείας. 

θεώρημα 95—11 

699. Τά σημεία τής μιας έκ δύο έφαπτομέ- 
νων περιφερειών, τά ίσον άπέχοντα τοΰ σημείου έπαφής, Ισον απέχουν 
άπό τής άλλης περιφερείας. 

θεώρημα 98 

600. Δύο παράλληλοι χορδαί, άγάμεναι έκ τών άκρων μιας διαμέ¬ 
τρου, είναι ίσαι καί ή ευθεία ή ένοΰσα τά άλλα άκρα των είναι έπίσης 
διάμετρος. 

1) Τοξ ΒΓ = τοξ ΑΔ, ώς περιεχόμενα μεταξύ τών Ισων Εγγε¬ 
γραμμένων γωνιών Α καί Β. Έάν έξ Εκά- 
στου τών τόξων τούτων άψαιρέσωμεν μίαν 
ήμιπεριφέρειαν, λαμβάνομεν 

τοξ ΑΓ = τοξ ΒΔ 
άρα : χορδή ΑΓ = χορδή ΒΔ, 

2) Τό τοξ (ΒΓ + ΒΔ) είναι Ισον πρός 

μίαν ήμιπεριφέρειαν, άφοΟ ΒΔ = ΑΓ, καί Επο¬ 
μένως ή ΓΔ είναι διάμετρος. 

ΆΜη άπόδειίιτ. Έάν δέν έπιθυμώμεν νά χρησιμοποιήσωμεν τήν 
Εννοιαν τών Εγγεγραμμένων γωνιών, βς φέρωμεν τήν κάθετον ΕΟΖ. 
Τά τρίγωνα ΑΟΕ, ΒΟΖ είναι Ισα, Επειδή Εχουν τάς ύποτεινοϋ- 
σας ΐσας καί μίαν όξεϊαν γωνίαν Τσην· Επομένως: ΟΕ=ΟΖ καί 
ΑΓ = ΒΔ. Ή άπόδειξις τοϋ δευτέρου μέρους παραμένει ή Ιδία. 

θεώρημα 96—1 

601. Διά τών άκρων χορδής κυκλικόν τμήματος καί έντός αύτοΰ φέ- 
ρομεν δύο χορδάς Ισον κεκλιμένος πρός τήν χορδήν τοϋ τμήματος. Δεί¬ 
ξατε δτι αί χορδαί αύται είναι Ισαι καί δτι ή χορδή 
τών άκρων των είναι παράλληλος πρός τήν χορδήν 
τοϋ τμήματος. 

θεώρημα 97 

602. Δύο χορδαί Ισον κεκλιμένοι πρός τήν διά¬ 
μετρον, ήτις διέρχεται διά τοϋ σημείου τομής των, 
είναι Ισαι. 

"Εστωσαν ΟΜ, ΟΝ αί κάθετοι έπί τάς χορ¬ 
δάς έκ τοΟ κέντρου. 

Τά όρθογώνια τρίγωνα Ο ΜΕ, ΟΝΕ είναι Ισα, ώς Ιχοντα κοι- 




Σχ. 357. 
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νήν τήν ύποτείνουσαν καί ϊσην μίαν όζεϊαν γωνίαν, τήν ΜΕΟ = 
ΝΕΟ - άρα ΟΜ = ΟΝ καί αΐ χορδαί ΑΒ, ΓΔ, ώς ίσον άπέχουσαι 
τοΟ κέντρου, είναι Τσάι. 

Θεώρημα 97—1 

603. Δυο τέμνουσαι ή έφαπιόμεναι μιας περιφέρειας, μή χεμνόμεναι 
καί όρίζουσαι έπ' αύϊής ίσα τόξα, είναι παράλληλοι. 

θεώρημα 98 

604. Δυο χορδαί ένός κύκλου, Τσάι καί χεμνόμεναι, είναι αΐ διαγώ¬ 
νιοι ένός Ισοσκελούς τραπεζίου. 

θεώρημα 98—1 

606. Δύο χορδαί ένός κύκλου, ϊοαι καί μή χεμνόμεναι, είναι αί μή 
παράλληλοι πλευραί ένός Ισοσκελούς καί έγγεγραμμένου είς χήν περιφέ¬ 
ρειαν τραπεζίου. 

θεώρημα 99 

606. Δύο ίσαι χορδαί μιας περίφερείας καί τά τόξα άτινα αΰιαι 
υποτείνουν, άποκόπιουν Ισα τμήματα έπί πάσης χορδής παραλλήλου προς 
τήν ευθείαν τήν ένοϋσαν χά μέσα χών χορδών. 

Έστωσαν ΑΒ, ΓΔ αί Τσάι χορδαί, Ο τό κέντρον τής περιφε- 
ρείας καί Θ χό οημεϊον τομής τής διαμέτρου, 
τής καθέτου έπί τάς ΑΓ, ΒΔ, καί τής παραλ¬ 
λήλου ΗΛ πρός χήν ένοΟσαν τά μέσα τΩν 
ΑΒ, ΓΔ. 

Τό τετράπλευρου ΑΒΓΔ είναι Ισοσκελές 
τραπέζιου καί ή έκ του κέντρου κάθετος έπί 
τάς τρεις παραλλήλους χορδάς διαιρεί έκά- 
στην εις δύο μέρη Ισα- έπομένως, τό μέσον 
θ τής χορδής ΗΛ εϋρίσκεται έπί της ΕΖ. χ 1 , 3 ». 

Άφ’ έτέρου, τά δύο σχήματα ΕΖΔΓ καί 
ΕΖΒΑ είναι Τσα καί έφαρμόσιμα* Λρα ΘΝ = ΘΜ καί κατ’ άκο 
λουθίαν ΜΗ = ΝΛ. 

Παρατήρησα. Έκ τής Ισόχητος τΩν χορδΩν ΑΔ, ΒΓ έπεται . 
Η1 = ΓΛ. 

θεώρημα 99—I 

607. Έάν μία χορδή στρέφεται περί σταθερόν σημεϊον καί έκ χών 
άκρων αυτής φέρωμεν έκάσχοτε χορδάς παραλλήλους πρός δοθεϊααν 
Λιεύθυναιν, ή εύθεϊα ή ένοϋσα τά άκρα αυτών διέρχεται διά σιαθερού 
σημείου. (Ειδική περίπτωοις ένός προβλήματος τού ΡοηςεΙεΙ (Βλ. § 1236). 

Έστω ΑΒ ή μεταβλητή χορδή διά χοΰ σημείου Μ (Σχ. 358)· 
ή χορδή ΓΔ Θά διέρχεται πάντοτε διά τοΟ σημείου ΓΊ, συμμετρι¬ 
κοί) τοΟ Μ πρός τήν κάθετον ΕΟΖ. 

θεώρημα 100 

608. ΕΙς δύο σημεία κείμενα έπί μιας χορδής καί εις ίσας αποστά¬ 
σεις άπό τού μέσου αυτής, ύψοϋμεν καθέτους έπί χήν χορδήν, περατου- 
μένος είς χό αύχό χόξον. Δείξατε ότι αί κάθετοι αυχαι είναι Ισαι. 
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Παραχήρηαις. Α1 κάθετοι ΔΖ, Εθ όνομάζονται κοί τειαγμίναι τών 
σημείων Ζ καί θ, άναφορικώς πρός τό τόξον 
ΑΖΘΒ καί τήν χορδήν του. 

θεώρημα 100—1 

609. Άναφοριχώς πρός τόξον χαί τήν χορ¬ 
δήν του, δύο ίσαι τβταγμέναι αύτοΰ ϊοον απέχουν 
τοϋ μέσου τής χορδής. 

359. θεώρημα 101 

610. Έάν αί τβταγμέναι ΔΖ καί Εθ απέχουν ίσον άπό τοϋ σημείου 
έπαφής, είναι ίσαι. 

Τό θεώρημα τοΰτο, άνάλογον πρός τό προη- 
γούμενον, ύποθέτει τήν γνώσιν τής έπομένης θε¬ 
μελιώδους Ιδιότητος : 'Η Εφαπτομένη χής περιφέ¬ 
ρειας είναι χά&ετος επί τήν αχτίνα είς τό οημεϊον 
Επαφής. 

Παρατήρηοις. Είς τήν Τοπογραφίαν τά τμή¬ 
ματα ΔΖ καί Εθ όνομάζονται είδικώς τεταγμέναι 
επί τήν Εφαπτομένην. (Βλ. Στοιχεία τοπογραφίας ύπό 

Εάιηοηά Οεότίεΐ, σελίς 323, η° 654). 
θεώρημα 101—1 

611. ΑΙ ίσαι Αποστάσεις ΓΔ, ΓΕ ορίζουν ίσα τόξα ΓΖ, Γθ. 

Επειδή ΓΕ = ΓΔ, Επεται ΟΛ = ΟΗ, άρα καί ΗΖ = ΛΘ.'Ώστε : 
ΔΕ = ΘΕ. 

θεώρημα 102 

612. Ή μεγαλύτερα ή ή μικρότερα χορδή, τάς όποιας δυνάμεθα 
νά φέρωμεν διά δοθέντος σημείου είς τό έσωτερικάν ενός κύκλου, είναι 
κάθετοι έπ’ άλλήλας καί ή μία τούτων είναι διάμετρος. 

Αί χορδαί αϋταί είναι ή διάμετρος καί ή κάθετος έπ’ αυτήν 
χορδή διά τοϋ δοθέντος σημείου. 

Παρατήρηοις. ’Εάν τό σημείον εύρίσκεται έκτός του κύκλου, όρί- 
ζεται μόνον ή μεγαλυτέρα χορδή· είναι ή 
διά του σημείου διάμετρος. 

θεώρημα 102—1 

613. Δύο χορδαί μιας περιφέρειας μέ μήκη λ 
καί λ' είναι μεταβληταί κατά θέσιν. Δείξατε, ότι 
ή μεγαλυτέρα ή ή μικροτέρα άπόστασις τών μέ¬ 
σων των αντιστοιχούν είς παραλλήλους θέσεις 
Σχ. 301. τών χορδών. 

Έστωσαν ΑΒ καί ΗΘ αί χορδαί, ΕΖ δέ καί ΓΔ χορδαί ίσαι 
πρός τήν ΘΗ καί παράλληλοι πρός τήν ΑΒ. 

ΜΝ είναι ή μικροτέρα άπόστασις. 

ΜΛ είναι ή μεγαλυτέρα άπόστασις. 



4 Γ Τ 



ΪΙ. 300. 
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θ>ώ(ΐ)^< 103 


614. ’Εάν δύο περιφέρεται τέμνωνται καί έχ των κέντρων αυτών 
φέρωμεν καθέτους έπί τυχοΰσαν τέμνουσαν, διερχομένην δι’ ενός των 
«τη με ίων τομής, ή μεταξύ τών καθέτων αύτών άπόστασις είναι (ση προς 
τό ήμιάθροκτμα ή τήν ήμιδιαφοράν τών χορδών τών όριζομένων υπό 
έκάοτης περιφερείας έπί τής τεμνούαης. 


1) Διά τήν τέμνουσαν ΕΖ, διά τήν όποιαν τό σημεϊον Α εύρί- 
οκεται μεταξύ τών Ε καί Ζ, ϊχομεν 

ΑΗ = -ί- ΑΖ 
ΑΘ = -γ- ΑΕ 

ώστε: 

Ηθ = -ί- ΖΕ. 

2) Διά τήν τέμνουσαν ΑΜΝ τήν 
τοιαύτην, ώστε τό σημεϊον Α νά εύ- 
ρίσκεται έπί τής προεκτάσεως τής ΜΝ, εύρίσκομεν: 

ΑΚ = -1- ΑΝ 
ΑΛ = -1- ΑΜ. 

'Όθεν: 

ΚΛ = (ΑΝ — ΑΜ) = -ί- ΜΝ. 



Παρατήρηοίζ. ΕΙς τάς έφαρμογάς, ώς μήκος τεμνούσης διά του 
κοινοΟ σημείου δύο περιφερειών νοείται τό μήκος ΕΖ ή ΜΝ, τό 
περιλαμβανόμενον μεταξύ τών σημείων τομής τών διαφόρων τοΟ 
σημείου Α. 

θεώρημα 103—I 


615. Έάν δύο περίφερειαι τέμνωνται, δύο παράλληλοι τέμνουσαι 
αυτών, δι' έχάσιου τών σημείων τομής, είναι ϊσαι. 


θεώρημα 104 

616. Έκ τών διαφόρων τεμνουσών δύο τεμνομένων περιφερειών, 
τών αγόμενων δι’ ένός τών σημείων τομής, μεγαλύτερα είναι ή παράλ¬ 
ληλος πρός τήν διάχεντρον. 

Επειδή ή τέμνουσα αΰτη είναι διπλάσιά τής άποστάσεως τών 
κέντρων. 

Εφαπτομένη 


617· "Ορισμοί. 1) Έφαπτομίνη μιας καμπύλης είναι μία άπίρατος ευ¬ 
θεία, εχουσα εν χαΐ μόνον κοινόν αημειον μετά τής καμπύλης. 

Ό όρισμός αύτός έφαρμόζεται άκριβώς διά τήν έφαπτομέ- 
νην εις τήν περιφέρειαν, εις τήν έλλειψιν καί εις άλλας κυρτάς 


282 


καί κλειστάς καμπύλας, άλλ' είναι άκατάλληλος διά τήν ύπερβο- 
λήν ή τήν παραβολήν. Επειδή δύναται μία εύθεϊα νά Εχη μετά 
μιας Ικ τών καμπύλων τούτων Εν μόνον κοινόν σημεΐον είς τό πε- 
περαομένον καί Εν τούτοις νά μή είναι Εφαπτομένη πρός αύτήν. 

Διά τόν λόγον αύτόν θά πρέπει νά καταφύγωμεν είς άλλους 
όρισμούς. 

2) Ή Ιφαπιομένη μιας καμπύλης είναι το όριο» τών ϋέοεων μιάς με¬ 
ταβλητής τεμνούαης αυτής, κινούμενης καταλλήλως πρός Iαυτήν, Ιως δτοιν· 
τά όνο σημεία τομής ανμπέσονν είς I». 

Ό νέος οδτος όρισμός Ισχύει διά πάσας τάς κυρτάς καμπύ¬ 
λος* είναι κατάλληλος λοιπόν διά τήν ύπερβολήν, παραβολήν, κα¬ 
θώς έπίσης καί διά τήν Ιλλειψιν καί μάς όδηγεϊ μέ πολύ άπλοΟν 
τρόπον είς τήν εΰρεσιν τής θεμελιώδους προτάσεως διά τήν έφα- 
πτομένην μι&ς περιφερείας: 

Ή εφαπτομένη μιας περιφερείας είναι χάόετος λπί τήν Εχτϊνα είς τό 
οημεϊον επαφής. 

Άντίστρόφως* Πάαα εύθεϊα, κάθετος επί μίαν ακτίνα είς τό αχρον αυ¬ 
τής, είναι ιφαπιομένη τής περιφερείας. 

Παρατήρησις. Ό δεύτερος όρισμός δέν Ισχύει διά πάντα τά ση¬ 
μεία μιάς καμπύλης μέ πολλαπλά σημεία καί τάς όποΐας καμπύ¬ 
λος τόσον συχνά άπαντώμεν είς τήν Παραστατικήν Γεωμετρίαν. 
Είναι χρήσιμον λοιπόν νά δώσωμεν Ενα τρίτον όρισμόν τής Εφα¬ 
πτομένης, κατάλληλον διά πάσας τάς περιπτώσεις: 

3) Ή ίφαπτομένη μιας καμπύλης είναι τό δριον ΜΤ (Σχ. 363) τ&ν 
θέσεων μιας μεταβλητής τεμνούοης ΜΜ', στρεφόμενης περί το ίν Ικ τ&ν 
σημείων τομής της Μ μετά τής καμπύλης, καί κατά τρόπον, ώστε τό δεύ¬ 
τερον οημεϊον τομής Μ' νά πληαιάζη συνεχώς πρός τό πρώτον. 

Μία εύθεϊα δύναται νά τέμνη μίαν καμπύλην είς περισσότερα 
άπό δύο σημεία- είς τήν περίπτωσιν αύτήν ό προηγούμενος όρι¬ 
σμός προϋποθέτει δτι τά σημεία Μ καί Μ’ είναι σημεία διαδοχικά 
έπϊ τής καμπύλης κατά τήν διαγραφήν της ύπό Ενός κινητοΟ διά 
τίνος συνεχοΟς κινήσεως. 

Άπόδειξις τού θεωρήματος δια τήν Ιφαπτομένην τής περιφερείας βάσει 
τού τρίτον Ορισμού τής Ιφαιττομένης. 

"Εστω ΜΜ* (σχ. 364) μία τυχοΟσα τέμνουσα τής περιφερείας 




καί ΟΡ ή Εκ τοΟ κέντρου κάθετος Επ' αύτήν* ή εύθεϊα ΟΡ θά 
διέρχεται διά τοΟ μέσου τής χορδής ΜΜ', όσονδήποτε πλησίον 
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καί &ν εύρίσκωνται τά σημεία Μ καί Μ μεταξύ των. Και Επειδή 
ή ίδιότης αύτή θά διατηρηθή καί κατά τήν Αριακήν θΕσιν της, 
δηλ. δταν ή τέμνουσα ΜΜ' άποβή Εφαπτομένη, βπεται άμέσως 
δτι ή κάθετος ΟΡ, διερχομένη πάντοτε διά τοΟ μέσου τής χορδής, 
άποβαίνει είς τό δριον ή άκτίς ΟΜ είς τώ σημεΐον έπαφής. Είναι 
λοιπόν ή Εφαπτομένη κάθετος έπΐ τήν άκτΐνα είς τό σημεΐον 
έπαφής. 

Σημείωοις. Ό τρίτος όρισμός όφείλεται ε(ς τούς μεγάλους Γεω- 
μέτρας τοΟ XVII αίώνος Ρβπηεί, Ηηγ^εηβ, Νβτνίοη, Ι,ίίδηϊζ. 


618. "Βφαεττάμεναι καμπύλα*. Δύο καμπύλοι ίφάπιοπαι άλλήλων ■(; 
χύ σημεΐον Μ, Ιόν Εχουν τήν αύτήν Ιφαχτομένην ί/ι τό οημεΐον αν ιό. 

Έκ τοΟ γενικού τούτου όρισμοΰ, πολύ σπανίως διδομένου, βπε- 
ται άμέσως δτι αΐ άκτϊνες είς τό σημεΐον έπαφής δύο Εφαπτο- 
μένων περιφερειών εύρίσκονται έπΐ μιας εύθεΐας. Επειδή Εκά- 
στη τούτων είναι κάθετος έπί τήν κοινήν έφαπτομένην καί είς τό 
αύτό σημεΐον. 


618. ΓαχνΙα εύθείας καί καμπύλης· Όνομάζομεν γωνίαν μιάς 
ευθείας ΑΒ καί τής καμπύλης ΓΑΒ (Σχ. 365), τήν γωνίαν ΒΑΤ, 
σχηματιζομένην ύπό τής 
ε&εΐας ΑΒ καί τής Εφα¬ 
πτομένης ΑΤ τής καμπύλης 
είς τό σημεΐον τής τομής 
της Α μετά τής εύθείας. 

*Η γωνία ΑΒΤ είναι ή 
γωνία τής εύθείας ΑΒ καί 
τής καμπύλης εις τό ση- 
μεϊον Β. 

Έκ τών δύο παραπλη¬ 
ρωματικών γωνιών ΒΑΤ, 

ΔΑΤ, τών σχηματιζομένων 
εις τό σημεΐον Α ύπό τής 
τεμνούσης ΑΒ καί τής Εφα¬ 
πτομένης ΑΤ, έκλέγομεν 
διά γωνίαν τής εύθείας καί τής καμπύλης τήν μικροτέραν έξ αυτών. 

Μία εύθεΐα λέγεται χάθεχος έπί τήν καμπύλην—ή ότι τέμνει όρ- 
θογωνίως αύτήν—είς τό Α, Εάν είναι κάθετος Επί τήν έφαπτομένην 
τής καμπύλης εις τό σημεΐον αύτό. 



Σ*. 365. 



Γωνία Δύο καμπύλων. Όνομάζομεν γωνίαν είς τό Α δύο τεμνο- 
μένων καμπύλων ΑΒ, ΑΓ (Σχ. 366), τήν |μικροτέραν] έκ τών γωνιών, 
άς σχηματίζουν είς τό σημεΐον. Α αΐ Εφαπτόμεναι τών καμπύλων. 


620. "Ορθογώνιοί περιφέρει α*. Λέγομεν δτι μία περιφέρεια 
ιίμνει ίρ&ογωνϊως μίαν άλλην, έάν αί έφαπτόμεναι εις τά σημεία 
τομής των είναι κάθετοι Επ’ άλλήλας. Λ. χ. αί περιφέρεια μέ κέν¬ 
τρα τά σημεία Μ καί Ο (Σχ. 366) είναι κάθετοι Επ’ άλλήλας 
(Βλ. έπίσης § 627). 

Είς τήν περίπτωσιν αύτήν, αί άκτϊνες είς τά σημεία τομής τών 
δύο περιφερειών είναι κάθετοι Επ’ άλλήλας. 


θεώρημα 106 


621. Ή Εφαπτομένη ΑΒ, ή άγομένη είς τό μέσον Μ τοϋ τόξου ΓΜΑ, 
είναι παράλληλος πρός τήν υποτείνουσαν τό τόξον χορδήν. 
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ϊχ. 307. 


Ή άκτίς ΟΜ είς τό σημεϊον έπαφής είναι κάθετος έπί τήν 
έφαπτομένην, καθώς έπίσης καί έπί τήν χορ¬ 
δήν ΓΔ, ώς διερχομένη διά τοΟ μέσου του 
τόξου ΓΜΔ. Επομένως, αΐ εύθεΐαι ΑΒ καί 
ΓΔ εΤναι παράλληλοι, ώς κάθετοι έπί τήν 
αυτήν ευθείαν. 

θβώρημα 106 

622. Έάν δυο περιφέρειαι είναι ομόκεντροι: 
1) Ή μεγαλύτερα περιφέρεια άποτέμνει (σας 
χορδάς επί ιών έφαπτομένων τής μικρότερος. 

2) Τά μεταξύ τών περιφερειών τμήματα ΘΜ, 
ΝΗ μιας κοινής τεμνούσης αυτών ΘΜΝΗ είναι Ισα. 

θεώρημα 107 

623. Έάν έξ ενός σημείου φέρωμεν δύο έφα- 
πτομένας έπί μίαν περιφέρειαν: 1) Ή χορδή τών 
έπαφών είναι κάθετος έπί τήν ευθείαν τήν ουν- 
δέουσαν τό κέντρον μετά τού σημείου τομής τών 
έφαπτομένων. 

2. Αί έφαπτόμεναι είναι ίσον κεκλιμένοι πρός 
τήν χορδήν τών έπαφών. 



Παρατήρηοις. Ή συνήθης κατασκευή τών έφαπτομένων έπί μίαν 
περιφέρειαν έξ ένός σημείου Μ έκτός αύτής κειμένου—διά τής 
περίφερείας μέ διάμετρον ΟΑ (Σχ. 369)—μολονότι πολύ άπλή δέν 




δύναται, προφανώς, νά χρησιμεύση είς τό άνάλογον πρόβλημα 
διά τήν σφαίραν. Ή έπομένη κατασκευή εΤναι έφαρμόσιμος καί είς 
τήν χάραξιν τόξων έφαπτομένων έπί τής έπιφανείας τής σφαίρας. 

Μέ κέντρον τό σημεϊον Ο (Σχ. 370) καί άκτΐνα διπλάσιάν τής 
ΟΡ γράφομεν περιφέρειαν όμόκεντρον τής δοθείσης. Ακολούθως, 
γράφομεν περιφέρειαν μέ κέντρον Α καί άκτΐνα ΟΑ, τέμνουσαν 
τήν πρώτην είς τά σημεία Ε καί Ζ· αί’κάθετοι έπί τάς ΟΕ καί 
ΟΖ είς τά μέσα αύτών είναι αί ζητσϋμεναι έφαπτόμεναι. 

θεώρημα 106 

624. Έάν δύο τόξα ΑΒ, ΑΓ, άνήχοντα εις περίφερείας τής αυτής 
άκτΐνος, είναι έφαπτόμενα μιας περίφερείας : 
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1) Ή χορδή ιών επαφών είναι κάΦετο{ ίπί τήν εΰφεϊαν τήν οννδέου- 
ααν ιό χένιρον χή( περιφέρειας μετά τον αημείον τομής ιών δύο τόξων. 

2) Τά τόξα είναι ΐοα χαΐ ϊοον κεκλιμένα προς τήν χορδήν ιών επαφών. 

"Εστωσαν Ε, Ζ τά κέντρο τών περιφερειών εις άς άνήκουν τά 
έν λόγω τόζα, έφοπτόμενο τής 
περιφερέίας (Ο). 

1) Ή διάκεντρος ΕΖ είναι κά¬ 
θετος έπί τήν κοινήν χορδήν ΑΑ' 
καί αΐ άκτϊνες ΕΒ, ΖΓ ΐσαι καί 
διέρχονται διά τοΟ κέντρου Ο. 

Επειδή ΟΒ =- ΟΓ, αΐ πλάγιαι 
ΟΕ καί ΟΖ είναι Τσάι, χαθώς 
καί τά τμήματα ΡΕ καί ΡΖ. ΕΤ- 
ναι λοιπόν τά τρίγωνα ΖΟΕ, 

ΒΟΓ Ισοσκελή, ίχοντα τάς γω¬ 
νίας είς τήν κορυφήν ΐσας, ώς κατά κορυφήν· καί έπειδή ή εύθεΤα 
ΑΟΡ. κάθετος οίσα έπί τήν ΖΕ εις τόν μέσον της Ρ, εΓναι διχο¬ 
τόμος τών δΰο γωνιών ΒΟΓ καί ΖΟΕ, ΐπεται δτι είναι καί κά¬ 
θετος έπί τήν χορδήν τών έπαψών ΒΓ είς τό μέσον αύτής. 

2) Ή γωνία τής εΰθ ας ΒΓ καί τής καμπύλης ΒΑ είναι ή γω¬ 
νία ΓΒΔ (§ 619). Άλλ’ είναι ΟΒΓ = ΟΓΒ, άρα καί ΓΒΔ=ΒΓΔ, 
ώς συμπληρώματα τών Τσων αύτών γωνιών. 



θεώρημα 109· 

826. Αί έξωτεριχαί χοιναί έφαπτόμεναι, ΓΔ και ΕΖ, δύο περιφε' 
ρειμίν (Α) καί (Β) τέμνονιαι έπί τής διαχέντρου. Τό αϋτό συμβαίνει χαί 
διά τάς έσωτεριχάς χοινάς έφαπτομένας, ΘΑ χαί ΚΗ. 



Επειδή τά σημεία Α καί Β Τσον άπέχουν τών έξωτερικών Ιφα- 
πτομένων, εϋρίσκονται έπί τής διχοτόμου τής γωνίας τών δύο τού¬ 
των εύθειών. Ήτοι ή διχοτόμος τής γωνίας Γ συμπίπτει πρός 
τήν διάκεντρον τών περιφερειών. 

Τά αύτά σημεία άνήκουν καί είς τάς διχοτόμους τών κατά κο¬ 
ρυφήν γωνιών, τών σχηματιζομένων είς τό I ύπό τών έσωτερικών 
έφαπτομένων. Επειδή αί γωνίαι αύται είναι Τσάι καί τά ήμίση 

'-Ν 

αύτών, ρ καί σ, θά είναι Ισα· άλλ' είναι 1+ σ-{-ω = 2 όρθαί, 
άρα καί 1 -|- ρ σ = 2 όρθαί, δηλ. αί δύο διχοτόμοι ΙΑ, ΙΒ εύρί- 
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σκονται έπί τής αύτής εύθείας, τής διακέντρου τών δύο περιφε¬ 
ρειών. Ήτοι τό κοινών σημεΐον ] τών έσωτερικών κοινών έφαπτο- 
μένων τών δύο περιφερειών εύρίσκεται έπΐ τής διακέντρου αύτών. 

θεώρτημα 109—I 

62Θ. Μέ τά αυτά δεδομένα ώς και προηγουμένως (§ 625): 

1) ΑΙ χόριαΐ τών Ιηαφών ΓΕ, ΘΚ, ΗΛ, ΔΖ τι ναι παράλληλοι. 

2) Τά τμήματα ΓΖ, ΔΕ είναι ΐοα προς άλλη λα, χα&τος χαί ιά ΘΗ χαί ΚΛ. 

1) Αι τέσσαρες αδται χορδαί είναι κάθετοι έπΐ τήν διάκεντρον. 

2) Επειδή ή εϋθεϊα ΑΒ είναι κάθετος έπΐ τάς χορδάς ΓΕ καί 
ΔΖ είς τά μέοα αύτώό,τό σχήμα ΓΔΖΕ είναι Ισοσκελές τραπέζιου 
καί κατά συνέπειαν αί διαγώνιοι αώτου ΓΖ, ΔΕ είναι Τσάι. 

Καί τό τραπέζιου ΘΚΛΗ είναι έπίσης Ισοσκελές* άρα ΘΗ=ΚΛ. 

Παρατήρηοις. Τό σημεΐον 1 είναι τό έσωτερικόν κέντρον όμοιό- 
τητος καί τό Γ τό έξωτερικόν κέντρον όμοιότητος τών δύο περι¬ 
φερειών. 

θεώρημα 109—11 

627. Έάν φίρωμεν τάς τρεις χοινάς έφαπτομένας δύο χόχλων, (1) 

χαί (Κ), έ(ραπτόμενων άλλή- 
λων, ή έσωτβριχή έςραπτομένη 
ΑΒ συναντά τάς δύο άλλος 
εις (σας άποστάσεις άπό τών 
σημείων έπαφής. 

Πράγματι, έπειδή αί έξ 
ένός σημείου άγόμεναι έφα- 
πτόμεναι έπί μίαν περιφέ¬ 
ρειαν είναι Ισαι, θά ίχω- 
μεν ΑΓ = Αθ, ΑΘ = ΑΔ· 
ήτοι τό σημεΐον Α είναι 
τό μέσον τής ΓΔ. 

'Αναλόγως, τό σημεΐον 
Β είναι τό μέσον τής ΕΖ. 

Παρατήρηοις. Ή περιφέ¬ 
ρεια μέ κέντρον Α καί 
άκτΐνα Αθ διέρχεται διά 
τών σημείων έπαφής Γ,Δ καί τέμνει .6ρ(λογα>νΙα>ς τάς δύο δοθείοας 
περιφερείας. Επειδή, ώς γνωστόν (§ 620), δύο περιφέρεται τέμνον- 
ται όρθογωνίως έάν αί άκτίνες είς τά σημεία τομής αώτών είναι 
κάθετοι έπ’ άλλήλας. 

Ή εύθεΐα ΑΒ, είναι 6 τόπος τών σημείων έκ τών όποίων 
Αγονται Τσάι έφαπτόμεναι πρός τάς δύο περιφερείας. 

θεώρημα 109-III 

628. Τό σημεΐον έπαφής τών περιφερειών τής προηγούμενης άσχή- 
σεως (§ 627) χαί τά σημεία έπαφής μιας έξωτεριχής έφαπτομένης, δρί- 
ζουν μίαν ήμιπεριφέρειαν, έφαπτομένην τής αντιστοίχου πρός τήν άλλην 
έξωτεριχήν έφαπτομένην ήμιπερίφερείας. 

Πράγματι, αί περιφέρεται μέ κέντρα Α καί Β καί Ακτίνας* 
ΑΘ = ΘΒ έφάπτονται* έπειδή αί ήμιευθεΐαι Αθ καί ΘΒ άποτε- 
λοΟν μίαν εύθεΐαν. 
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θεώρημα 110 

029. Τά σημεία τομή; ιών Εξωτερικών διχοτόμων Ενός τριγώνου 
είναι κέντρα περιφερειών Εφαπιομένων τών τριών πλευρών τού τριγώ¬ 
νου. Α1 περιφέρειαι αδται όνομάζονται ααο€γγ(γραμμέναι ε(ς τό 
τρίγωνον. 

θεώρημα 110—1 

030. ΑΙ διχοτόμοι τών Εξωτερικών γωνιών Ενός τριγώνου σχηματί¬ 
ζουν τρίγωνον, (χον ύφη κείμενα Επί τών Εσωτερικών διχοτόμων τών 
γωνιών τοΟ τριγώνου. 

Πράγματι, αΐ διχοτόμοι τών Εξωτερικών γωνιών τοΟ τριγώνου 
είναι κάθετοι έπΐ τά; διχοτόμους τών Εσωτερικών γωνιών καί Επί 
πλΕον Εκάστη Εσωτερική διχοτόμος διΕρχεται διά τοΟ σημείου το¬ 
μής δύο Εξωτερικών διχοτόμων. 

θεώρημα 111 

031. ΑΙ περιφέρειαι μέ κέντρα τάς κορνφάς τριγώνου ΑΒΓ καί 
βιερχόμεναι διά τών σημείων Επαφής τής Εγγεγραμμένης περίφερείας 
μετά τών πλευρών, Εφάπτονται άνά δύο. 


Α 



Επειδή αΐ Εφαπτόμεναι μιάς περίφερείας, αΙ άγόμεναι Εξ Ενός 
σημείου Εκτός αύτής, είναι Τσάι, θά Ιχωμεν: 

ΑΕ = ΑΖ, ΒΖ = ΒΔ, ΓΔ = ΓΕ, 

καί αΙ βκωρηβείσαι περιφΕρειαι, Ιχουσαι Εν κοινόν σημεΐον Επί 
τών διακΕντρων των άνά δύο, Εφάπτονται άλλήλων κατά ζεύγη. 

θεώρημα 111—1 

092. ΑΙ περιφέρειαι, αΙ γραφόμενοι μέ κέντρα τάς χορυφάς Ενός 
τριγώνου ΑΒΓ καί διερχόμεναι διά τών σημείων Επαφής Εχάατης τών 
ταοεγγεγραμιιένων ε(ς τό τρίγωνον περιφερειών μετά τών πλευρών, 
Εφάπτονται ανά δύο. 

Άπόδειξις άνάλογος πρός τήν τής προηγουμένης άσκήσεως. 
Υπάρχουν τρείς άμάδες τοιούτων περιφερειών, Εκ τριών μελών 
ικάστη. 
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θεώρημα 111 — 11 

Θ33* 1) Ή έγγεγραμμέν:η εΙς τό τρίγωνον περιφέρεια χαί έχάσιη των 
παρβγγεγραμμένων είς αυτό, τέμνουν όριΊογωνίως την δμάδα χών τριών, έφα- 
πτομένων άνά δύο, περιφερειών (τής προηγούμενης άοχήοεως), την Αντιστοι¬ 
χούσαν είς την Φεωρουμένην παρεγγεγραμμένην περιφέρειαν. 

Επειδή ή άκτίς ΙΔ τής έγγεγραμμένης περιφερείας είναι κάθε¬ 
τος έπΐ τήν άκτΐνα ΔΓ τής περιφερείας μέ κέντρον Γ, κλπ.(Σχ. 374). 

2) *£άν τρεις περίφίρβιαι έφάπτωνται ανά δυο, ή διά των τριών ση¬ 
μείων ίπαφής διερχομένη περιφέρεια τέμνει όρΦογωνίως αντάς. 


Μίτρηαις χών γωνιών 


634. ΑΙ άποδείξεις τών προτάσεων διά τάς Εγγεγραμμένος είς 
κύκλον γωνίας είναι πολύ άπλαΐ. Είς ταύτας δυνάμεθα νά προσ- 
θέσωμεν καί τάς άκολούθους: 


θιώρημα. Ή Εγγεγραμμένη γωνία έχει ώς μέτρον ιό ήμισυ τού τό¬ 
ξου τού περιεχομένου μεταξύ των πλευρών της. 

Έστω Α ή Εγγεγραμμένη γωνία, τής όποιας 
μία πλευρά διέρχεται διά τοΟ κέντρου. 

Φέρομεν τήν διάμετρον ΔΟΕ, παράλληλον 
πρός τήν ΑΓ. 

ΑΙ γωνίαι Α καί Ο εΤναι Τσάι Ενεκα τών πα¬ 
ραλλήλων ΑΓ καί ΟΔ καί Επομένως Εχουν τό 
αυτό μέτρον. Τό μέτρον τής έπικέντρου γωνίας 
είς τό Ο είναι τό τόξον ΒΔ = τόξον ΑΕ = τό¬ 
ξον ΔΓ, Επειδή τά δυο τελευταία τόξα είναι 
Τοα, ώς περιεχόμενα μεταξύ παραλλήλων χορ¬ 
δών. "Αρα τόξον ΒΔ = τόξον ΔΓ καί συνεπώς τό τόξον ΒΔ είναι 
τό ήμισυ του τόξου ΒΓ. 

"Ητοι, ή Εγγεγραμμένη γωνία Α Εχει ώς μέτρον τό ήμισυ τοΟ 
τόξου ΒΓ, τοΟ περιεχομένου μεταξύ τών πλευρών της. 



θβώρημα. Ή γωνία Ενός κυκλικού τμήματος (*·) Εχει ώς μέτρον τό 
ήμισυ τού τόξου αΰτοϋ. 



Σΐ. 37·. 


Έατω ΒΑΓ ή γωνία τοΟ κυκλικοΰ τμή¬ 
ματος ΑΜΒ καί ΒΔ χορδή τής περιφε- 
ρείας, παράλληλός πρός τήν Ε^απτομΕνην 
είς τό σημεϊον Α. Τά τόξα ΑΔ καί ΑΒ 
είναι Τσα, ώς περιεχόμενα μεταξύ παραλ¬ 
λήλων, αί δέ γωνίαι Α καί Β Επίσης Τσάι, 
ώς Εντός Εναλλάξ. Καί Επειδή ή γωνία Β 
Εχει ώς μέτρον τό ήμισυ τοΟ τόξου ΑΔ, 
Επεται βη ή Ιση της Α μετριέται ύπό τοΟ 
ήμίσεος τοΟ τόξου ΑΒ. 


42. Σημ.ίμετ. Ή γωνία Ενός κυκλικού τμήματος εΤναι ή γωνία 
τής χορΒής αδτοδ μετά τής Εφαπτομένης είς τό ίκρον αύτής. 
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636. θεώρημα. Ή γωνία δύο χορδών τεμνομένων έντδς τής περι- 
φερείας Εχει ώς μέτρον τδ ήμιάθροισμα τών τόξων, τών περιεχομένων 
μεταξύ τών πλευρών αυτής καί τών προεκτά¬ 


σεων των. 

Έστω ΒΟΓ μία τοιαύτη γωνία. 

Διά τοδ σημείου Ε ψέρομεν χορδήν ΕΑ 
παράλληλον πρός τήν ΓΔ: Τά τόξα ΑΓ καί 
ΔΕ είναι Τσα, καθώς καί α( γωνίαι Ο καί Ε. 
Ενεκα τών παραλλήλων. 

Ή γωνία Ε Εχει ώς μέτρον: 

ΒΓΑ . §Γ . ΓΑ 

2 *' 2 ' 2 



καί Επομένως τά μέτρον τής γωνίας Ο είναι 




636. θεώρημα. Ή γωνία δύο χορδών, τεμνομβνων έκτδς τής περί* 
φερείας, Εχει ώς μέτρον τήν ήμιδιαφοράν τών τόξων τών περιεχομένων 
μεταξύ τών πλευρών αύτής. 


Έστω ΒΑΓ μία τοιαύτη γωνία καί Ζθ παράλληλος χορδή 
πρός τήν ΑΓ (σχ. 378). 

/ν Λ 

Έχομεν: τόξον ΓΘ = τόζον ΔΖ, Α = Ζ 


Βθ 


Β? 


Γθ 


καί Επειδή ή γωνία Ζ Εχει ώς μέτρον—ή —.-, Βπβ 


ται βτι τά μέτρον τής γωνίας Α είναι: 


ΒΓ 

2 


ΔΖ 

2 


636 α. Τό μέτρον μιας «παρεγγεγραμμένης» γωνίας είς περιφέρειαν— 
βηλ. τής γωνίας μέ κορυφήν έπί τής περιφερείας καί πλευράς μίαν χορ¬ 
δήν καί τήν προέχτασιν μιας άλλης—Ισοΰται πρός τδ ήμιάθροισμα τών 
τόξων, άτινα βέν περιέχονται μεταξύ τών χορδών. 




Πράγματι, ή γωνία ΒΑΓ (Σχ, 379) Εχει ώς μέτρον : 

~ ΑΜΒ+ 7 ΑΝΔ. 


Γιχαμπρία 


19 
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έπειδή είναι τό παραπλήρωμα τής γωνίας ΒΑΔ, έχούσης ώς 

. 6 * 

μέτρον — γ- · 

Ή γωνία αϋτη Απαντάται άρκετά συχνά- τήν όνομάζομεν πα- 
ρεγγογραμμτνην. Τό μέτρον της είναι τό ήμιάβροιαμα τών τόξων άτινα 
ίίν περιέχονται μεταξύ ιών δύο χορδών, έκ τΟν όποίων ή μία είναι ή 
μία πλευρά τής γωνίας καί ή άλλη ή προέκτασις τής άλλης 
πλευράς. 

636 β. ΣημοΙοοο ις. Ή σπουδή τών γωνιών, τών όποιων ή κορυφή 
κείται έντός ή έκτός τής περιφερείας όψείλεται είς τόν ΑΠιαζεη, 
νωστόν καί έκ ΤβΟ προβλήματος αύτοΟ του κυκλικόν σφαιριστηρίου 
κυκλικόν κατόπτρου (§ 1545). 

θεώρημα 112 

637. Έάν δύο περιφέρειαν έφάπτωνται είς Λ, πάσα τέμνουσα 
αύτών ΜΑΝ, διά τού σημείου έπαφής, ορίζει έπί ιών περιφερειών τόξα 
ΑΜ, ΑΝ, μετρούμε να διά ιοΰ αϋτοϋ άριθμαύ μοιρών. 

ΤοιαΟτα τόξα δΟνανται νά όνομασθοϋν όμοιο. 

"Αρκεί νά φέρωμεν τήν κοινήν έφαπτομένην είς τό σημεΐον 
έπαφής. 

θεώρημα 113 

688 . Δύο τέμνουσαι διά τού σημείου έπαφής δύο έφαπιομένων περί* 
φερειών όρίζουν έπ' αυτών απέναντι χορδάς παραλλήλους. 

θεώρημα 113 — I 

639. ΑΙ έφαπτάμεναι είς τά άκρα μιας τεμνούσης, άγομένης διά 
τού σημείου έπαφής δύο έφαπιομένων περιφερειών, είναι παράλληλοι. 

θεώρημα 114 

640. Έάν δύο περκρέρειαι τέμνωνται καί δι’ ενός ιών σημείων το¬ 
μής φέρωμεν τάς διαμέτρους, ή ευθεία ή συνδέουσα τά άκρα αυτών 
διέρχεται διά τού έτέρου σημείου τομής καί είναι διπλάσιά τής δια- 

κέντρον. 

Θεώρημα 116 

641. Έάν δύο περιφέρεται Α καί Β τέμνωνται καί δι’ ενός ιών σημείων 

τομής Γ θεωρήσωμεν μεταβλητήν 
τέμνουσαν αυτών ΕΓΖ, τό άθροι¬ 
σμα τών μέτρων είς μοίρας τών 
τόξων ΓΕ καί ΓΖ, κειμένων πρός 
τό αύιό μέρος τής τεμνούσης, εί¬ 
ναι σταθερόν. 

Ή γωνία μ ιών έφαπτομέ- 
νων είς τό Γ είναι σταθερά" 
άρα καί τό παραπλήρωμα αύ- 

--χ 

τής χ -(- Υ είναι σταθερόν. 
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θεώρημα 11β 

842. ΑΙ εύθεΐαι αΐ συνδέουσαι Εν των κοινών σημείων δύο περιφε¬ 
ρειών μετά των άκρων μιας μεταβλητής τεμνούσης, διερχομένης διά τού 
Ετέρου κοινού σημείου, σχηματίζουν σταθερόν γωνίαν. 

Επειδή ή γωνία αύτή είναι τό παραπλήρωμα τής γωνίας τών 
δύο περιφερειών. 

842 α. Σημείωσες. Τό θεώρημα όφείλεται είς τόν Μοεδίυε, Στα¬ 
τική, οελ. 118. ([ΡΐαηίτηέΙτϊΐ τοό ΠαΙΙζβτ § IV ο. 53). 

θεώρημα 117 

Θ43 ί 'Εάν δύο περιφέρειαι τέμνωνται καί δι' ενός ιών κοινών ση¬ 
μείων αυτών φέρωμεν μεταβλητήν τέμνουσαν, ή γωνία τών Εφαπτομένων 
είς τά άκρα αυτής μένει σταθερά. 

θεώρημα 118 

844. ’Εάν δύο περιφέρειαι τέμνωνται καί διά τού ένός ιών σημείων 
τομής φέρωμεν δύο τεμνούοας αυτών, αί χορδαί, α( δριζόμεναι Επί τών 
περιφερειών ύπό τών άκρων ιών τεμνουσών, σχηματίζουν, προεκτεινόμε- 
ναι, γωνίαν σταθερόν. 

θεώρημα 119 

845. Λύο περιφέρειαι Εφάπτονται έσωτερικώς είς Α καί διά τοϋ 
άκρου Β τής διακέντρου ΑΒ φέρομεν χορδήν ΒΓΑ, έφαπτομένην εις Γ 
τής Εσωτερικής περιφερείας. Δείξατε ότι ή ΑΓ είναι διχοτόμος τής γω¬ 
νίας ΒΑΔ. 

1η ΆπόΛειξις. Φέρομεν τήν έφαπτομένην ΑΕ καί τήν εύθεϊαν 
ΑΓΖ. 

Επειδή αΙ έφαπτόμεναι ΑΕ καί ΓΕ είναι ίσαι, θά ΐχωμεν: 
γωνία ΕΑΓ = ΕΓΑ- 


άλλά 


έπομένως 


εΧϊ· = αα + δζ 


εγα = α - δ + βζ 
Ώ = β2 



άρα καί ΔΑΓ = ΓΑΒ. Ήτοι ή ΑΓ είναι διχοτόμος τής ΒΑΔ. 
ΆλΙαι αποδείξεις. 2) Φέρομεν τήν άκτϊνα ΜΓ (σχ. 381)· έκ τοϋ 

Α Α 

ισοσκελούς τριγώνου ΑΜΓ, Ιπεται ΓΑΜ = ΑΓΜ και, έπειδή ή ΜΓ 
είναι κάθετος έπι τήν έφαπτομένην ΒΓ, ή ΜΓ θά εΤναι παράλληλος 

Α Ά 

πρός τήν ΑΔ. ”Ωστε ΑΓΜ = ΓΑΔ, ώς έντός Εναλλάξ γωνίαι, 

Α Α 

καί κατά συνέπειαν Γ ΑΔ = ΓΑΜ. 

3) ΘΗ είναι παράλληλος πρός ΒΔ (Σχ. 382), Ενεκα τών όρθών 
γωνιών είς τά θ καί Δ, καί έπομένως Γ είναι τό μέσον τοΟ τό¬ 
ξου ΘΗ. 
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4) ΑΙ γωνίαι είς τό Α έχουν ώς συμπληρώματα τάς γωνίας 
ΑΓΔ καί ΑΗΓ, έχούσας τά αύτά μέτρα. 




5. Επειδή τό τρίγωνον ΕΑΓ είναι Ισοσκελές (Σχ. 383), θά 
ίχωμεν: 

λ +ν= λ + μ. 

Επομένως: μ=ν 


καί 


*·ν 

χ = γ· 


θεώρημα 119—I 

Θ46. Ή έσωτερική διχοτόμος τής γωνίας ενός τριγώνου είναι και 
διχοτόμος τής γωνίας τής διαμέτρου τής περιγεγραμμένης περιφέρειας 

χαί του ύψους τοϋ τριγώνου, των αγόμε¬ 
νων έχ τής κορυφής τής θεωρούμενης 
γωνίας. 

Εστω ΑΒΓ τό τρίγωνον, ΓΟΔ ή έκ 
του Γ διάμετρος τής περιγεγραμμένης 
είς αύτό περιφέρειας, ΓΔ ή διάμετρος 
έκ τού Γ καί ΓΗΛ τό έπί τήν ΑΒ ϋψος 
τοΟ τριγώνου. Ή συνδέουσα ευθεία τήν 
κορυφήν Γ μέ τό μέσον θ τοΟ τόζ υ 
ΑΒ είναι ή διχοτόμος ής γωνίας Γ. 

Επειδή ή γωνία ΓΛΔ είναι όρθή, 
καθώς καί ή ΓΗΑ, αί εύθεϊαι ΑΒ καί 
ΔΛ είναι παράλληλοι καί έπομένως: 

1Λ - ΑΔ κλπ. 

Παρατηρηθείς. 1) Ή γνωστή πρότασίς : ΊΙ διχοτόμος τής όρ&ής γω¬ 
νίας ίνός τριγώνου είναι και διχοτόμος τής γωνίας τοϋ νψονς χαί τής 
Αιαμίαου, τών αγόμενων εκ τής αυτής κορυφής (§ 500), είναι είδική 
περίπτωοις τοΟ άνωτέρω θεωρήματος. Επειδή, έπί τοΟ προκειμέ- 
νου, ή διάμεσος είναι ή άκτίς τής περιγεγραμμένης περιφέρειας. 

2) Δυνάμεθα νά δώσωμεν καί δευτέραν άπόδειξιν τής Ιδίας 
ροτάσεως, ώς έν § 664. 

3) ΑΙ εΟθεϊαι ΓΙ1 καί ΓΔ, σχηματίζω σαι Ισας γωνίας πρός τήν 



■Χχ. 38*. 
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διχοτόμον τής γωνίας Γ, όνομάζονται Ισογώνιοι «ϋθιΓαι (§§ 1108 
καί 2307). 

4) Ή έξωτερική διχοτόμος σχηματίζει Τσας έπίσης γωνίας μετά 
τής διαμέτρου καί τοΟ Οψους. 

θεώρημα 120 

647. *Εάν εν παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ, αμεταβλήτου μεγέθους, κι¬ 
νητοί έν τφ έπιπέδφ του κατά τρόπον, ώστε δύο προσκείμενοι πλευραί 
του ΑΒ, ΑΔ νά διέρχωνται διά δύο σταθερών σημείων, ή διαγώνιος 
ΑΓ διέρχεται έπίσης διά σταθερού σημείου. 

(Μέθοδοι, § 14"). 

Θεώρημα 120—I 

648. ΑΙ προβολαί Α, Β, Γ ένός τυχόντος σημείου Μ έπί τριών ευ¬ 
θειών διερχομένων διά τοΰ αύτοϋ σημείου καί σχηματιζουσών πρός άλ- 
λήλας γωνίας α, β, γ (κατά τϋ σχήμα) 
μέ άθροισμα α -+- β —)— γ = 2 ορθ., 
είναι αΐ κορυφαί ένός τριγώνου 
ΑΒΓ μέ γωνίας (σας άντιστοίχως 
πρός τάς α, β, γ. 

Έστω Ο τό κοινόν σημείον 
τών εύΘειΟν έάν μέ διάμετρον 
ΟΜ γράψωμεν περιφέρειαν, τά 
σημεία Α, Β, Γ θά εύρίσκωνται 
έπ’ αότής καί θά Ιχωμεν 

Α /Ν /Ν Α Α 

Α=ΓΜΒ=ΓΟΒ=α. Β=β, Γ=γ. 

Παρατηρήοικ. Έκ τοΟ θεωρή¬ 
ματος τούτου Βπονται πολλαι περιπτώσεις όμοιότητος τριγώνων. 
ΟΟτω: 

1) ΑΙ προβολαί τοΰ όρθοκέντρου ένός τριγώνου έπί τών καθέ¬ 
των ε(ς τά μέσα τών πλευρών αοτοΰ, δρίζουν τρίγωνον δμοιον πρός 
τό άρχικόν. 

2) ΑΙ προβολαί τοΰ κέντρου τής περιγεγραμμένης είς τρίγωνον 
περιψερείας έπί τών τριών υψών αύτοΰ, όρίζουν τρίγωνον δμοιον 
έπίσης πρός τό άρχικον. 

3) Δυνάμεθα νά συσχετίσωμεν τό θεώρημα τής § 648 πρός τό 
τής § 22Θ7. 

Σχήματα έγγεγοαμμένα είς πόπΐον 

649. Διά τήν λύσιν τών άσκήυεων τών σχετικών πρός γωνίας, 
τρίγωνα καί τετράπλευρα έγγεγραμμένα είς κύκλον, μάς είναι 
άναγκαία ή χρήσις τών έπομένων, κυρίως, θεωρημάτων; 

'Η Ιγγιγραμμίνη γωνία έχει ώς μέϊρον ιό ήμιαν ιού ι όζον τοΰ περιεχο¬ 
μένου μτταξν τών πλευρών της, 

Είς Ιοα τόξα ή τΙς ταας χορίας όνιισιοι χοΰν Γοατ έπίκεηροι γωνία ι. 

Διά συνδυασμοΰ τών δύο αύτών θεωρημάτων λαμβάνομεν τό, 
συχνής έψαρμογής, άκόλουθον θεώρημα: 

Είς ΐοα τόξα η χυρόάς άνττοτοτχονν Γοατ ΙηΙχτν ιροι γωνία τ' καί όπι- 
οτρόφως. 
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Διά τάς άσκήσεις τάς σχετικάς πρός τό τετράπλευρον, βοηθού- 
μεθα ύπό τών έξης δύο βασικών θεωρημάτων : 

Είς εν εγγεγραμμένον είς χόχλον χαΐ χνρτόν τειράηλενρον , αί άπέναντι 
γωνίαι είναι παραπληρωματιχαί καί άντιστρόφως, ίν χυρτον τετράπλευρον 
είναι έγγράψιμον είς χόχλον, Ιάν αί απέναντι γωνίαι του είναι παραπλη- 
ρωμαιιχαί. 

Δυνάμεθα νά προσθέσωμεν καί χά άκόλουθα δύο θεωρήματα 

(§ 658): 

Είς ίν μή χνρτόν έγγεγραμμένον τετράπλευρον, αί Απέναντι γωνίαι τον 
είναι ΐοαι καί άντιστρόφως, ίν μή χνρτόν τετράπλευρον είναι εγγράψιμον 
εάν αί απέναντι γωνίαι του είναι ΐοαι. 

Παρατηρητέον, ότι δύο άνηκείμεναι πλευραί ένός κυρτοϋ τε- 
τραπλεύρου καί αί διαγώνιοι αϋτοΟ άποτελοόν ϊν μή κυρτόν τε- 
τράπλευρον, διά τώ όποιον Ισχύουν τά άνωτέρω δύο θεωρήματα. 

θεώρημα 121 

Θ60. Είς ίσα τόξα ή χορδάς αντιστοιχούν εγγεγραμμένοι γωνίαι ϊσαι’ 
καί άντιστρόφως. 

θεώρημα 121 —Τ 

650 α. Έστω ΑΟΒ = φ μία έπίχεντρος γωνία καί Μ ή κορυφή μιας 
άλλης γωνίας Ισης πρός τήν φ. 

Τώ ΰποτεΐνον τόξον ΑΒ τήν γωνίαν φ Ιοοϋται πρός 

.Α, 

1) Τό ήιιιοι· τον υποτείνοντος τόξον τήν γωνίαν Μ, εάν ή κορυφή Μ 
εύρίοχεται έπί τής περιφέρειας, 

2) Τό ήμισν ιον αθροίσματος ιών τόξων των περιεχομένων μεταξύ τ&ν 
πλευρών τής γωνίας, ίάν ή κορυφή Μ εύρίοχεται εντός τής περιφέρειας. 

3) Τό ήμιου τής άιαφορ&ς ιών τόξων ιών περιεχομένων μεταξύ ιών 
πλευρών, τής γωνίας, εάν ή κορυφή Μ εύρίοχεται ΐχτός τής περιφερείας' 
καί άντιστρόφως. 

θεώρημα 121—11 

651. Τών τριγώνων ΑΒΓ τών εγγεγραμμένων εις περιφέρειαν (Ο) καί 
έχόντων σταθερόν τήν γωνίαν Α, ή πλευρό ΒΓ εφά¬ 
πτεται σταθερός καί ομοκέντρου πρός τήν (Ο) περι¬ 
φέρειας. 

Έστω Α ή σταθερά γωνία· τό μέτρον της 
ΙσοΟται πρός τό ήμισυ του τόξου ΒΓ. Έάν λοι- 

Α Α 

πόν Α'=Α, 

Γ ' , __ ___ 

Εϊ. 386 . θά είναι καί ΒΓ = Β'Γ' 

καί έπομένως ΒΓ = Β'Γ'. 

Καί έπειδή Τσάι χορδαί άπέχουν Ισον τοΟ κέντρου, αί χορδαί ΒΓ, 
Β'Γ' θά έφάπτωνται μιδς περιφέρειας όμοκέντρου τής (Ο). 

θεώρημα 121—III 

652. Τών τριγώνων ΑΒΓ, τών περιγεγραμμένων εις περιφέρειαν (Ο) 
καί έχόντων σταθερόν τήν γωνίαν Α, ή πλευρά ΒΓ έφόπτεται σταθερός 
καί όμοκέντρου πρός τήν (Ο) περιφέρειας. 
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Επειδή ή άπόστασις ΑΟ θά εΤνβι σταθερά, ώς ύποτείνουσα 
ένός Ορθογωνίου τριγώνου ΑΟΤ (Οπου Τ τό σημεΐον Επαφής τής 
πλευράς ΑΒ καί τής περιφερείας (Ο), προφανώς σταθεροΟ. 

θεώρημα 122 

663 . ΕΙς περιφέρειαν, μία έπίχεντρος γωνία φ ΙσοΟται πρός μίαν 
άλλην έγγεγραμένην ω. Δείξατε, δτι ίάν έχάστη γωνία ΙσοΟται πρός-^- 

Ο 

μιας όρθής, αΐ Αντίστοιχοι χορδαί αυτών είναι ΐσαι. 

4 

Εστω γωνία ΑΟΒ = ΔΓΕ = ω = όρθής* θά δείξωμεν βτι 
ΔΕ = ΑΒ. 

Πράγματι, πδσαι α( γωνίαι περί τό Ο (Σχ. 367) Εχουν άθροι¬ 
σμα 4 όρθάς, καί Επειδή ή γωνία 4 ώρθών 

4 

είναι τριπλασία, τής γωνίας -γ όρθής; 6πε- 

ται άτι περί τό σημεΐον Ο δυνάμβθα νά σχη- 

4 

ματίσωμεν τρεις γωνίας Τσας πρός — όρθής 
2 

καί Εξ γωνίας Τσας πρός-^- όρθής. 

4 

"Ας ύποθέσωμεν άτι γων. ΑΟΒ = όρθής 
2 

καί γωνία ΑΟΘ = — όρθής. ΕΙς τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΟΘ, 

2 

έπειδή ή γωνία εις τό Ο ΙσοΟται πρός -^· όρθής, τό Αθροισμα τών 

4 

60ο άλλων γωνιών ΙσοΟται πρός όρθής καί Επομένως έκάστη 
2 

πρός ~ όρθής. "Ητοι τό τρίγωνον τοΟτο είναι Ισόπλευρον, καί 
Αθ = ΑΟ = ΟΘ. Έξ άλλου, ή Εγγεγραμμένη γωνία ΑΘΒ ΙσοΟ- 

4 

τα πρός όρθής καί πρός τήν γωνίαν ΑΟΒ = ΔΓΕ. Επομένως: 
ΑΒ= ΔΕ. 

θεώρημα 122—1 

654. Έάν έχάστη τών ίσων γωνιών τής προηγουμένης άσχήσεως εΐ· 
4 

ναι μικρότερα τών -3- όρθής, ή χορδή τής Επικέντρου φ είναι μικρό- 

Ο 

τέρα τής χορδής τής έγγεγραμμένης ω αλλά μεγαλύτερα τοΟ ήμίαεος 
αϋτής. 

4 

"Εστω ή γωνία ΑΓΒ < -γ· όρθής καί ΓΟΘ ή διχοτόμος της 
(Σχ. 3Θ7). Έχομεν 

ΑΟΘ = ΘΟΒ = ΑΓΒ. 

Άλλ' είς τό Ισοσκελές τρίγωνον ΑΘΒ είναι 

Αθ <ΑΒ καί Επομένως Αθ > —γ~· 


Γ 



β 

Ιχ. 381. 
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Χημιίωαις. Έάν ή τιμή Ικάστης γωνίας είναι μεγαλυτέρα τών 
-γ όρθής, ή χορδή τής Επικέντρου φ είναι μεγαλυτέρα τής Εγγε¬ 
γραμμένης ω άλλά μικροτέρα τοΟ διπλάσιου τής χορδής αύτής, 
έάν ή τιμή τής Επικέντρου δέν ύπερβαίνη τάς 15Ι°2'40'\ Έάν 
φ = 151·2'40", ή χορδή τής φ είναι διπλάσιά τής χορδής τής ω· 
βιά φ> 151 »2'40" ή χορδή τής φ είναι μεγαλυτέρα τοΟ διπλασίου 
τής χορδής τής ω. Τέλος, διά ψ = 180°, ή πρώτη χορδή είναι Τση 
πρός τήν διάμετρον καί ή δευτέρα μηδενίζεται. 



θεώρημα 123 

Θ55. Παν Εγγεγραμμένου ε(ς κύκλον παραλληλόγραμμον είναι ορ¬ 
θογώνιον καί αί διαγοίνιοί του είναι διάμετροι. 

Επειδή ΑΔ=ΒΓ, ώς άν- 
Η τικείμεναι πλευραί παραλ¬ 

ληλογράμμου, θά είναι καί 

ΑΔ = εΓΪ 4 = ν καί άναλό- 
γως ΑΒ = ΓΔ = μ. Καί Ε¬ 
πειδή. άκόμη, ώς έκ τοΟ 
σχήματος φαίνεται άμέσως, 
έκάστη τών γωνιών Α, Β, 
Γ, Δ τοΟ παραλληλογράμ¬ 
μου Εχει μέτρον Τσον πράς 

(μ ν), Επεται δτι έκά¬ 
στη τών γωνιών αύτών εί¬ 
ναι όρθή. 

Τής γωνίας Α οΟσης Εγγεγραμμένης καί όρθής, ή χορδή ΒΔ 
•ΐναι διάμετρος- τό αΰτό Ισχύει καί διά τήν χορδήν ΑΓ. 

θεώρημα 123—1 

Θ6Θ. Τέσσαρες έφαπτόμεναι μιας περιφέρειας, παράλληλοι άνά δύο, 
σχηματίζουν Ινα περιγβγραμμένον είς τήν περιφέρειαν ρόμβον- τό τε¬ 
τράπλευρον μέ κορυφάς τά σημεία Επαφών είναι όρθογώνιον. 

θεώρημα 123—11 

067. Αί χορδαί, αί κάθετοι Επί τυχοΟσαν χορδήν είς τά άκρα αύτής 
είναι άπέναντι πλευραί ένός ορθογωνίου Εγγεγραμμένου είς τήν περι¬ 
φέρειαν. 

θεώρημα 123—III 

068. Αί απέναντι γωνίαι ένός, μή κυρτού χαί’ 
Εγγεγραμμένου είς κύκλον, τετραπλεύρου είναι Ισαι. 

"Εν μή χυρτόν τετράπλευρον είναι Εγγράψιμον 
είς χύχλον, Εάν αί άπέναντι γωνίαι του είναι ϊσαι. 

Έστω ΑΒΓΔ Εν μή κυρτόν καί Εγγεγραμμέ¬ 
νου τετράπλευρον. Πρός καθορισμόν τής έννοΐας 
«άπέναντι γωνίαι» παρατηροΟμεν, δτι κατά τήν 
διαγραφήν τής περιμέτρου τοΟ τετραπλεύρου 
κατά τινα φοράν, αί κορυφαί Α καί Γ συναντώνται ώς πρώτη καί 
τρίτη, αί 6έ Β καί Δ ώς δευτέρα καί τετάρτη. ΑΙ Α, Γ ή Β, Δ 



X*. 389. 




297 


κορυφαί είναι Απέναντι κοονφαί τοΟ τετραπλεύρου καί αΐ άντίστοι- 
χοι γωνίαι, Απέναντι γωνίαι αύτοΟ. 

Α Α 

1) Α — Γ, ώς μετρούμεναι ύπό τοΟ ήμίσεος τοΟ τόξου ΒΔ. 

Α Α 

2) Έάν Α = Γ, τά σημεία Α καί Γ εύρίσκονται έπί τόξου κύ¬ 
κλου διερχομένου διό τών Β καί Δ καί δεχομένου γωνίαν Ισην 

Α 

πρός Α. Ήτοι τά τέσσαρα σημεία Α, Β, Γ, Δ εύρίσκονται έπί τής 
αύτής περιφέρειας. 

θεώρημα 124 

669. ΑΙ περιφέρειαι αί διερχόμεναι διά τών κορυφών Α καί Β ένός 
τριγώνου, τέμνουν τάς πλευράς τής τρίτης γωνίας κατά χορδάς πα¬ 
ραλλήλους. 

Τά τετράπλευρα ΑΔΕΒ, ΑΜΝΒ είναι έγγράψιμα (§ 649) καί 

■'Ν Α 

έπομένως Ε—Ν, άφοΰ ή πρώτη τών γω¬ 
νιών αύτών είναι τό παραπλήρωμα τής 
ΒΑΔ καί ή δευτέρα Ιση πρός ΒΑΜ. Ήτοι 
αί ΕΔ καί ΝΜ χορδαί είναι παράλληλοι. 

Παρατηρηθείς. 1) Αί άπέναντι πλευρά! 
ένός έγγραψίμου τετραπλεύρου είναι άντι- 
παράλληλοι εύθεϊαι (§ 471). 

Πράγματι, έπειδή αί άπέναντι γωνίαι 
είναι παραπληρωματικά!, αί γωνίαι ΓΔΕ 
καί ΑΒΓ είναι Γσαι, καθώς καί αί ΒΑΓ 
καί ΔΕΓ. 

2) Ή έφαπτομένη ΓΤ είναι παράλλη¬ 
λος πρός τήν ΔΕ· Λρα : Ή Ιφαπτομένη ΓΤ 
είναι άντιπαράλληλος πρός τήν χορΑην ΑΒ. 

3) ΑΙ τομαί τών ΓΑ καί ΓΒ ύπό τών διά τής ΑΒ περιφερειών, 
όρίζουν χορδάς ΜΝ παραλλήλους πρός τήν ΔΕ καί έπομένως 
άντιπαραλλήλους τής ΑΒ πρός τάς πλευράς τής γωνίας Γ. 

θεώρημα 126 

660. Μέ βάσιν δοθέν τμήμα ΑΒ, κατασκευάζομεν τρίγωνα ΑΒΓ> 
Ιχοντα σταθερόν τήν γωνίαν Γ. Δείξατε ότι αί εύθεϊαι ΔΕ, αί συνδέου' 
σαι τούς πάδας τών υψών ΑΔ, ΒΕ έπί τάς 
πλευράς ΒΓ καί ΑΓ, ϊχουν σταθερόν μήκος. 

Επειδή ή γωνία Γ είναι σταθερά, ή 
κορυφή της θά εύρίσκεται έπί κυκλικοΰ 
τόξου δεχομένου γωνίαν Τσην πρός τήν 
σταθεράν τιμήν τής Γ. 

Ή περιφέρεια μέ διάμετρον ΑΒ διέρ¬ 
χεται διά τών ποδών Δ, Ε τών υψών, 
οίαδήποτε καί άν είναι ή θέσις τής κορυ¬ 
φής Γ έπί τοΟ τόξου τούτου. ’Αλλ' ή γω¬ 
νία Γ, τών τεμνουσών ΓΕΑ καί ΓΔΒ τήν 
περιφέρειαν ΑΕΔΒ, έχει ώς μέτρον : **· ***■ 

_ ΑΖΒ - Δ Ε 
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ή δέ γωνία Γ είναι σταθερά ώς καί ή ήμιπεριφέρεια ΑΖΒ· "Αρα 
ΔΕ = σταθ., ώς χορδή τόξου σταθεροΟ μεγέθους. 

661. Παρατηρηθείς. 1) Έστω 1 τό μέσον τής χορδής· έπειδή, είς 
έκάστην θέσιν τής κορυφής Γ, ή χορδή ΔΕ έψάπτεται τής περιφέ¬ 
ρειας μέ κέντρον Ο καί άκτϊνα ΟΙ, συμπεραίνομεν: '// περιφέρεια 
(Ο, ΟΙ) είναι ή περιβάλλονοα των ευθειών ΔΕ (§ 119). 

2) Ή ευθεία ΔΕ, ή σννδέουοα τούς ττόδας των υψών, είναι ίνιι παράλ¬ 
ληλος πρό( την πλευράν ΑΒ, έχ ιών 5x0ων τής όποιας άγονται τά ύψη. 

Πράγματι, τό τετράπλευρον ΑΒΔΕ είναι έγγράψιμον (§ 659) 
καί ή γωνία ΓΔΕ, παραπληρωματική τής ΕΔΒ, είναι Ιση τής 
ΕΑΒ, παραπληρώματος τής ΕΔΒ. 


θεώρημα 126 


662. 


Τά ΰψη ένός τριγώνου χβίνται έπί τών διχοτόμων τών γωνιών 

τοϋ τριγώνου τοΰ έχοντος κορυφάς 
Α τοΰ; πό&ας τών ευθειών αυτών. 



Μολονότι ή πρότασις αΟτη 
άπεδβίχθη είς τάς Μεθόδους 
(§ 292, ι), παραθέτομεν έν- 
ταΟθα καί μίαν άλλην άπόδει- 
ξιν: Είς τά έγγράψιμα τετρά¬ 
πλευρα ΒΔΗΖ, ΔΓΕΗ ίχομεν : 

α = α', β = β'. 

Άλλ' είναι α' — β', έπειδή 
αΐ πλευραί τών γωνιών αυτών 
είναι κάθετοι έπ’ άλλλήλας· 
άρα : 

α = β· 

Παρατήρηοις. Πρβλ. θεωρή¬ 
ματα (§ 1136) καί (§ 113Θ). 


θεώρημα τοΰ ΝαρεΙ 127 

663. ΑΙ ακτίνες περιφέρειας είς τάς χορυφάς εγγεγραμμένου είς 
αυτήν τριγώνου, είναι κάθετοι έπΐ τάς ευθείας, αΐτινες συνδέουν άνά 
δύο τούς πόδας τών υψών τού τριγώνου. 

Α* Άπόδειξις (Μέθοδοι, § 292 θ). 

Β’ Άπόδειξις (Ηοιιεεί, Μ, Α., 1860, σελ. 438): Έκ τοΟ Ισοσκε¬ 
λούς τριγώνου ΑΟΒ, λαμβάνομεν α = 90° — Γ. Τά Οψη τοΰ ΑΒΓ 
είναι διχοτόμοι τών γωνιών τοΰ ΔΕΖ' έπομένως 6 =—90° — (ε 4-ζ) 
καί έπειδή ή γωνία (β —(- ζ) είναι παραπληρωματική τής ΕΗΖ, τής 

Α 

όποίας, πάλιν, παραπλήρωμα είναι ή Γ, ΐπεται: ε + ζ = Γ, α = δ. 

Αλλά ή ΑΔ είναι κάθετος έπί τήν ΔΓ· άρα καί ή ΑΟ είναι 
κάθετος έπί τήν ΔΖ. 

Γ’ Άπόδειξις, Τό έγγράψιμον τετράπλευρον ΓΖΔΒ (Σχ. 394) 
δίδει: 

Ά Ά 

Γ = Δ. 
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καί έάν ΑΤ ή έφαπτομένη είς τό Α: Α = Γ, Α = Δ. Επομένως, ή 
ΖΔ, παράλληλος οδσα πρός τήν ΑΤ, είναι καί κάθετος έπΐ τήν ΑΟ. 




664. Παρατήρηοις. 1) Ή διχοτόμος μιας γωνίας τριγώνου διαιρεί εις 
δύο μίρη ΐοα τήν γωνίαν τής Λατίνος τής χιριγβγρνιμμένης χοριφτρνϊας καί 
τοΰ ύψους, των άγομένων έχ τής κορυφής τής δτωρσυμένης γωνίας. 

Λ, Α Α 

Πράγματι, έπειδή (Σχ. 393) ΑΟΒ = 2Γ, θά είναι α=90·—Γ· άφ’ 

Α /\ 

Ιτέροο ΓΒΖ = 90» — Γ. "Ωστε : α = ΓΒΖ, δηλ. ή διχοτόμος τής γω¬ 
νίας Β είναι καί διχοτόμος τής γωνίας ΟΒΖ (πρβλ. § 646). 

2) Τό δεώρημα τοΰ Λ'αρβί είναι είδική περίπτωσις ένός γενικωτέ- 
ρου θεωρήματος. 

664 α. Σημείωσες. Τό σημεΐον τομής τών ϋψών ένός τριγώνου 
ώνομάσθη Λρ&όκεντρον αυτού όπό τοΰ Μ. Ββεβηί, συγγραφέως δια¬ 
φόρων έκτιμωμένων μαθηματικών συγγραμμάτων. Τόν όρον τού¬ 
τον έχρηοιμοποίησε ε(ς τό βργον του : ΟεοηιέΙπςαΙ Οοηχα, 1869. 

ΕΙς τήν Γαλλίαν, ό Μ. Μοεβΐ είσήγαγεν τόν 6ρον αυτών (/οιι>·· 
ηαΐ άβ ΜαιΗ. έΐέτηεηίαίνει, 1879 σελ. 178 χαΐ 1890 σελ. 106), κατά 
τήν άπόδοσιν ένός Ιργου τοΰ Τατηβ» ΒοοΙΙι, μέλους τής Αγγλικής 
Βασιλικής Εταιρείας τοΟ Λονδίνου. 

ΕΙς τήν Νεωτέραν Γεωμετρίαν τοΰ Τριγώνου, τό σημεΐον τομής τών 
υψών ένός τριγώνου συμβολίζεται διά τοΟ γράμματος Η. 

ΟΙ ώς άνω συγγραφείς ώνόμασαν Λρδοχενχριχον τό τρίγωνον 
ΔΕΖ. Σήμερον έπεκράτησεν νά λέγεται δρ&ιχόν (ένίοτε καί ηοίι«ίν)_ 

θεώρημα 127—I 

666. Τά σημεία τομής των υψών ενός τριγώνου καί τής περιγεγραμ- 
μένης είς αυτό περιφέρειας, ορίζουν μετά ιών κορυφών τοΰ τριγώνου εξ 
τόξα έπ' αύτής Ισα άνά δύο. 

Ή άπόοτασις τοΰ όρθοχέντρου άπό μιας πλευράς, (οοΰται πρός τήν 
άπόστασιν τοΰ ποδός έπ’ αύτής τού Αντιστοίχου ύψους όπό τής τομής 
τοΰ ύψους αύτοΰ μετά τής περιφέρειας. 

(Μέθοδοι, § 292 β καί γ). 
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066. Παρατήρηαις. Έκ τοΰ θεωρήματος αύτοϋ έπεται άμέσως ή 
κατασκευή τριγώνου ΑΒΓ έκ τών σημείων 
Λ, Μ, Ν κατά τά όποια τά Οψη του συ¬ 
ναντούν τήν περιγεγραμμένην περιφέρειαν. 
Επειδή αί διχοτόμοι ΛΑ, ΜΒ, ΝΓ τού 
ΛΜΝ είναι τά ύψη τού ζητουμένου τρι¬ 
γώνου. 

θ*ώςημα 128 

667. Ή περιγεγραμμένη Περιφέρεια είς 
τρίγωνον, είναι Ιση πρός έχάστην έκ τών όρι- 
ζομένων υπό τοΰ όρθοκέντρου καί δύο κορυ¬ 
φών (Οετηοί). 

(Μέθοδοι, § 292 γ). 

Σημΐίωσις. Πρός συμπλήρωσιν διαφόρων στοιχειωδών θεωρημά¬ 
των διά τό τρίγωνον και Ιδιαιτέρως τών άσκήσεων 646, 662 -667, 
701, 737, δύναταί τις νά άνατρέξη είς μίαν πολύ ένδιαφέρουσαν 
μελέτην τοΰ ^ Μεηΐΐοη (Ν. Α. 1850, σελ. 324 καί 401). 

θΐώρημα τον ΡοΙΙμΙι 12Θ 


λ 



668. "Εστω ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμένον είς περιφέ 


ρειαν. Προεχτείνομεν τάς πλευράς 



ΑΒ, ΑΓ τής ορθής γωνίας καί φέρο- 
μεν έφαπτομένας πρός έκαστον τών 
τόξων ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ, κατά τρόπον 
ώστε τό σημεϊον έπαφής νά είναι τό 
μέσον έκάστοτε τοΰ τμήματος τοΰ 
άποκοπτομένου έπϊ τής έφαπτομένης 
ύπό τών ευθειών ΑΒ καί ΑΓ. .Νά 
δειχθή ότι τά τρία σημεία έπαφής 
είναι κορυφαί ενός Ισοπλεύρου τρι¬ 
γώνου. (Ν. Α. 1857, σ. 126, η» 367). 

"Εστωσαν ΕΖ, ΗΛ, ΜΝ αί 
έφαπτόμεναι, τοιαΟται ώστε : 

ΔΕ—ΔΖ, ΘΗ=ΘΛ, ΟΜ=ΟΝ. 


Αρκεί νά δειχθη δτι τό τόξον ΔΑΘ = τόξον ΔΒΟ = τρίτον 
τής περιφερείας. 

"Ας συνδέσωμεν τό σημεϊον Α μετά τού Δ. Είς τό όρθογώνιον 
τρίγωνον ΕΑΖ, ή διάμεσος ΑΔ Ισοΰται πρός τό ήμισυ τής ύποτει- 

νούσης ΕΖ. "Αρα ΑΔ =*= ΔΕ ΔΖ καί ΔΑΖ = ΔΖΑ. 

Άλλ' είναι 


/ν 

Δ ΑΖ = 


ΔΒ 

2 


ΑΔ —ΔΒ 
Ζ = -ς- 


Επομένως τό τόξον ΔΒ Ισοΰται πρός τό ήμισυ τοΰ τόξου ΑΔ ή 
ΑΔ = -|- ΑΔΒ. 
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Επίσης Αθ = -γ ΑΘΓ, 

καί κατ' άκολουθίαν ΑΔ Αθ = ΔΑ^ = — ήμιπεριφερείας ΒΑΓ. 

Είναι λοιπόν τό τόξον ΔΑΘ τό τρίτον τής περιφερείας καί ή 
χορδή Δθ ίσοΟται πρός τήν πλευράν τοΟ έγγεγραμμένου ισοπλεύ¬ 
ρου τριγώνου. 

Άναλόγως, εύρίσκομεν 

ΜΑΟ = ΑΜΟ 
έπομένως ΒΟ = ΑΓΟ 

καί έπειδή ΒΔ = -ί- αΑ, 

Κπεται : ΟΒΔ= -^-ΔΑΓΟ ή ΟΒΔ= περιφερείας. 

669. Παρατήρηοις. Ή κατασκευή τών έφαπτομένων ώς ή ΕΖ 
κλπ., άπαιτεΐ τήν τριχοτόμησιν του τόξου ΑΔΒ- συνεπώς δέν δύ- 
νατοι αΰτη νά έπιτευχθή διά τής χρήσεως τοΟ διαβήτου μόνον 
καί τοΟ κανόνος. ΕΤναι έν τούτοις τό άνωτέρω θεώρημα άξιοση- 
μείωτον καί θά τό χρησιμοποιήσωμεν εις τό IV Βιβλίον έπί ένός 
ζητήματος μίγίοχου (§ 1719). 

θεώρημα 129—1 

670. ’Εάν δύο τών γωνιών ένός τετραπλέόρου είναι όρθαί, αί προ- 
βολαί τών απέναντι πλευρών έπί τής διαγώνιου τών όρθών γωνιών 
είναι Ισαι. 

(Βλ. § 136). "Εχομεν ΒΖ = ΕΔ (Σχ. 397). 


Θεώρημ α 129 — II 


671. ΑΙ προβολαί των άκρων διαμέτρου έπί 
χορδήν Ισον απέχουν τοΟ μέσου τής χορδής 

Πρόκειται περί άλλης διατυπώσεως 
τοΟ προηγουμένου Θεωρήματος. Θά Ιχω- 
μεν ΗΕ = ΗΖ. 

θίώρημα 129 — III 

672. Έάν αί προβολαί τών άκρων μιας 
διαγώνιου ενός έγγραψίμου τετράπλευρου έπί 
τήν άλλην διαγώνιον αΰτοΰ Ισον απέχουν από 



Σι. 397. 


τοϋ μέσου τής δευτέρας διαγώνιου, ή πρώτη 

είναι διάμετρος τής περιγεγραμμένης περιφερείας (ΓΊ.Α. 1852, σελ. 156). 


Θεώρημα 130 

673. ΕΙς κύκλον δίδονται χορδή ΑΒ καί διάμετρος ΓΔ κάθετος έπ' 
αυτήν. Συνδέομεν εν τυχόν σημεϊον Ο τής περιφερείας μετά τών άκρων 
τών ευθειών αυτών καί προβάλλομεν τάς χορθάς ΟΓ, ΟΔ έπί τήν ΟΑ. 
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Δείξατε δη τό Αθροισμα ιών προβολών είναι Ισον πρός ΟΑ καί ή δια¬ 
φορά των ίση πρός ΟΒ (ΟΓοηά οοηςουτε, τοΰ 1847 έπί τών Στοιχειω¬ 
δών Μαθηματικών). 

"Εστωσαν ΟΜ, ΟΝ αΐ προβολα! τών εύθειών ΟΓ καί ΟΔ. 

1) "Ας προβάλωμεν τό κέντρον θ τής 
περιφερείας έπΐ τήν χορδήν ΟΑ. Επειδή 
τό ίσα τμήματα Γθ, Δθ Ιχουν ΐσας πρό¬ 
βολός ΜΗ, ΝΗ καί τό σημεΐον Η είναι 
τό μέσον τής χορδής ΟΑ, θά Βχωμεν 
ΟΜ = ΝΑ καί κατά συνέπειαν 



ΟΜ + ΟΝ = ΟΑ. 

2) Προεκτείνομεν τήν ΓΜ μέχρι τής πε- 
ριφερείας εις τό Λ καί συνδέομεν τό οη- 
μεϊον αύτό μετά τοΟ Δ. "Ενεκα τών ίσων 
μηκών ΟΜ, ΟΝ, ή χορδή ΛΔ είναι Τση 
καί παράλληλος πρός τήν ΜΝ· έπί πλέον 

0Λ = ΑΔ = ΔΒ. 

"Οθεν ΟΒ = ΛΔ καί ΟΒ = ΛΔ = ΜΝ. 

θΐώβημα 131 

674. Εις πάν έγγράψιμον τετράπλευρον, αϊ διχοτόμοι τών γωνιών 

τών Απέναντι πλευρών είναι παράλ- 
1 ληλοι πρός τάς διχοτόμους τών γω¬ 

νιών, &ς σχηματίζουν αϊ διαγώνιοι. 

Διά τοΟ σημείου τομής Ο τών 
διαγώνιων τάς παραλ¬ 

λήλους 11', ΜΝ πρός τάς διχοτό¬ 
μους ΕΗ, ΖΛ τών γωνιών εις τά 
Ε καί Ζ. Πρέπει νά δείξω μεν ΰτι 
αί ΙΓ καί ΜΝ είναι αϊ διχοτόμοι 
τών γωνιών είς τό Ο. 

Πράγματι, 

α= -ί-(ΔΗ - Αθ) 


ΘΙ — ΗΓ. 

Επομένως 

α= -1-(ΔΗ + Η? — Λθ — θΓ) = -2- (ΔΓ- ΑΪ). 



Επίσης 

Επειδή α = β, λαμβάνομεν 


β = -Ι(ΓΗ-ΒΘ) = -1(ΓΗ - ΗΪ'— (Βθ - θϊ) = -1 (ΓΎ 


ΒΙ). 


ΔΙ'— ΑΙ = ΓΓ— Β1 ή Δ1'+Β1= ΓΙ'+ΑΙ. 
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Τό πρώτον μέλος τής τελευταίας σχέσεως μετρεϊ τό διπλάσιου 
τής γωνίας 6 καί τό δεύτερον μέλος μετρεϊ τό βιπλάσιον τής γω¬ 
νίας γ· "Ωστε γ=τδ. 

Άναλόγως άποδεικνύομεν καί 8τι ή ΜΝ διχοτομεί τήν γω¬ 
νίαν ΒΟΓ. 

Παρατήρηαις. Τό προηγούμενου θεώρημα είναι τό άντίστροφον 
ειδικής περιπτώσεως μι&ς προτάσεως, σχετικής πρός δύο κωνικός 
τομάς τεμνομένας κατά τέσσαρα όμοκυκλικά σημεία (§ 2104 α). 

θιώρημα 132 


675. Αί διχοτόμοι τών γωνιών τών απέναντι πλευρών ενός έγγραφί" 
μου τετράπλευρου τέμνουν, τάς πλευ¬ 
ράς αΰτοΰ κατά τάς κορυφάς ρόμ¬ 
βου έγγεγραμμένου εϊς τό τετρα¬ 
πλέ υρον. 

Έστωσαν ΕΗ. ΖΚ αί διχοτό¬ 
μοι τών γωνιών ε(ς τά Ε καί Ζ. 

Πρός άπόδειήιν τής προτάσεως, 
άρκεϊ νά άποδειχθή δτι αί διαγώ¬ 
νιοι ΘΗ, ΙΚ τέμνόνται όρθογω- 
νίως καί εις τά μέσα αύτών ή 
8 τι τό τρίγωνον ΖΘΗ είναι Ισο¬ 
σκελές. Πρός τοΟτο παρατηροΰ- 
μεν 8τι τά τρίγωνα ΔΕΗ καί 
ΒΕΘ ίχουν τάς γωνίας ΓΕΘ καί 

ΒΕΘ ΐσας, καθώς καί τάς γωνίας ΕΔΗ καί ΘΒΕ, ώς έχούσας τό 

αύτό παραπλήρωμα ΑΒΓ. Επομένως ΔΗΕ = ΒΘΕ=ΓΘΗ καί τό 
τρίγ'ωνον ΖΘΗ είναι Ισοσκελές, μέ ύψος ΖΟ κάθετον είς τό μέ¬ 
σον τής βάσεώς του ΘΗ. 

Άναλόγως άποδεικνύομεν 8τι ή εύθεϊα ΕΟ είναι κάθετος είς 
τά μέσον τής ΙΚ καί, έπομένως, δτι τά τετράπλευρου ΙΘΚΗ είναι 
ρόμβος. 



θιώρημα 132—I 

676. ΕΙς παν τετράπλευρου έγ- 
γράψιμον είς κύκλον, αί έ* τών μέ¬ 
σων τών πλευρών κάθετοι έπΐ τάς 
απέναντι πλευράς διέρχονται διά τού 
αΰτοΰ σημείου. 

"Εστω Ο τό κέντρον τής περ/- 
νης περιψερείας (συμπϊπτον πρός 
τό κοινόν σημεΐον τών καθέτων 
είς τά μέσα τών πλευρών τοΟ τε- 
τραπλεύρου), Ε, Ζ, θ, Η τά μέσα 
τών πλευρών καί Μ τό σημεΐον 
τομής τών Εθ καί ΖΗ. 

Έάν προεκτείνωμεν τό τμήμα 
ΟΜ κατά μήκος Μπ Ισον πρός 
αύτό, παρατηρούμε ν 8τι σχηματίζεται τό τετράπλευρου ΕΝΘΟ, 
προφανώς παραλληλόγραμμον. ΕΤναι λοιπόν ή εύθεϊα ΕΝΙ, πα¬ 
ράλληλος πρός τήν θ Ο καί κάθετος έπΐ τήν πλευράν ΓΔ' καί έπειδή 
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τήν Ιδιότητα αυτήν θά τήν έχουν, κατ' Αναλογίαν άποδείξεως, καί 
αΐ ΘΝ, ΖΝ, ΗΝ έν σχέσει πρός τάς πλευράς ΑΒ, ΑΔ, ΒΓ άντι- 
οτοίχως, έπεται δτι τό σημεΐον Ν είναι κοινόν οημεϊον τών τεσ¬ 
σάρων θεωρηθεισών καθέτων. 

Παρατήρηοις. ΑΙ έκ τοΰ μέσου έκάστης διαγώνιου κάθετοι έπί 
τήν άλλην, τέμνονται έπΙοης είς τό σημεΐον Ν· έπειδη αΐ κάθετοι 
είς τά μέσα τών διαγωνίων ΑΓ καί ΒΔ διέρχονται δ' τοΟ Ο. 

676 α. Σημτίωαις. 1) Τό σημεΐον Ν, συμμετρικόν τοΟ κέντρου 
Ο πρός τό σημεΐον τομής τών διαμέσων τοΰ τετραπλεύρου, είναι 
τό σημεΐον όπερ έθεώρησαν είς τήν πρότασιν (§ 1277 β) οΐ ΜαΐΗοί 
καί Οείευί. 

2) Ό 5. ΚαηίοΓ έγενίκευσε ώς Ακολούθως τό προηγούμενου 
θεώρημα : 

θ*ώριη μα. Δοθένιων ν σημείων έπί μιας περιφέρειας, αΐ κάθετοι έχ 
τοΰ κέντρου βάρους ν — 3 τυχόντων έξ αυτών έπί τής χορδής των υπο¬ 
λοίπων δυο, διέρχονται διά τοΰ αΰτοϋ σημείου. (ΜαΐΗεεϊε, 1906, σελ. 
124, ιι» 14). 

θεώρημα 132—11 


677. Διά τής κορυφής Α δοθείσης γωνίας ΖΑΘ χαί διά σταθερού 
σημείου Β έπί τής διχοτόμου τής γωνίας αύτής, φέρομεν τυχοϋσαν περι¬ 
φέρειαν, τέμνουσαν τάς πλευράς τής γω¬ 
νίας εις Γ χαί Δ. Δείξατε ότι τό άθροι¬ 
σμα τών τμημάτων ΑΓ χαί ΑΔ είναι στα¬ 
θερόν. 

Έάν ή ΑΒ άποβή διάμετρος τής 
μεταβλητής περιφερείας, θά Ιχωμεν 
Κί — Αθ, καί έπομένως τό σταθερόν 
άθροισμα πρέπει νά είναι τό 2ΑΖ. Αρ¬ 
κεί λοιπόν νά άποδειχθή 6τι συμβαίνει 
πάντοτε ΑΓ + ΑΔ = 2ΑΖ. 

"Αν λάβωμεν έπί τής ΑΔ τμήμα 
ΑΕ = ΑΓ, είναι φανερόν δτι ή άπόβει- 
ξις τής προτάσεως Ανάγεται είς τήν 
άλήθεια. τής σχέσεως ΖΕ = ΖΔ. 

'Εκ τοΰ έγγεγραμμένου τετραπλεύρου ΒΓΑΔ ίχομεν 



α = γ, β — δ. 

καί έπειδή α = β, έπεται γ = δ, ή ότι τό τρίγωνον ΓΒΔ είναι Ισο¬ 
σκελές· άφ' έτέρου, το τρίγωνον ΕΒΓ είναι προφανώς καί αύτό 
Ισοσκελές. Έπομένως : 

ΒΔ= ΒΓ= ΒΕ, 


δηλ. τό τρίγωνον ΔΒΕ είναι Ισοσκελές, Καί έπειδή ή γωνία ΒΖΑ, 
ώς βαίνουσα έπί ήμιπεριφερείας, είναι όρθή, Ιπεται ΖΕ — ΖΔ. 

678. Παρατήρηοις. Τό άνωτέρω θεώρημα δύναται νά διατυπωθή 
καί ώς έξης. 'Εαν μεταβλητόν τρίγωνον ΓΑΔ ίχη μίαν γωνίαν Α στα¬ 
θερόν πατά θεσιν χαί μέγεθος χαί τό άθροισμα ιών πλευρών ΑΓ χαί ΑΔ 
έπίσης σταθερόν, το'τε ή περί γεγραμμίνη περιφέρεια είς τό τρίγωνον διέρχε¬ 
ται διό σταθερού σημείου Β, χειμένου έπί τής διχοτόμου τής γωνίας Α- 





